本 书 是 以 实 变 函 数 与 泛 函 分 析 课 程 内 容 为 先导 的 介绍 近代 实 分 析 的 引 论 性 车 
作 。 除 必要 的 基础 知识 外 ， 一 些 最 活跃 的 研究 领域 ， 如 Calder6n 一 Zygmund 奇异 
积分 算 子 ，H? 空间 的 实 变 理论 ， 算 子 的 加 权 模 不 等 式 等 ， 在 书 中 都 得 到 了 充分 反 
瑞 . 全 书 通过 对 实 变量 函数 所 构成 的 各 种 函数 空间 (如 Lebesgue 空 辐 、 连续 图 数 罕 
间 、Hardy 空间 、BA7O 室 间 等 ) 和 它们 之 间 的 算 子 作用 以 及 Fourier 分 析 、 算 子 与 
空间 内 插 等 重要 方法 的 描述 ， 对 20 世纪 50 年 代 以 来 逐步 形成 与 发 展 的 处 理 n 维 
欧 氏 空间 上 各 种 分 析 问 题 的 实 变 方 法 与 技巧 做 了 系统 、 深 入 、 简 明 的 介绍 . 本 书 凡 
容 丰 富 、 近 代 、 叙 述 严 说、 简明， 是 实 分 析 方 面 一 本 可 读 性 很 强 的 教科 书 与 参考 书 ， 

本 书 前 4 章 可 供 本 科 高 年 级 学 生 选 修 , 全 书 可 作 基 础 与 应 用 数学 、 计 算数 学 等 
许多 方面 的 研究 生 的 公共 学 位 课 教材 , 为 从 事 调和 分 析 、 偏 微分 方程 、 非 线性 分 析 、 
效 值 分 析 、 儿 至 数学 物理 等 方面 的 研究 与 应 用 的 读者 提供 必要 的 实 分 析 基 础 训练 . 
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本 书 是 程 民 德 院士 , 邓 东 捍 教 授 和 龙 瑞 麟 教授 合作 的 一 部 力 著 . 自 1993 年 出 版 
以 来 , 备 受 读者 欢迎 , 多 所 大 学 选 它 为 数学 相关 专业 的 研究 生 课程 的 教科 书 , 1995 年 
还 荣获 国家 教委 优秀 教材 一 等 奖 . 本 书 早已 脱销 , 高 等 教育 出 版 社 组 织 再 版 , 这 对 新 
一 代 的 读者 而 言 是 一 件 幸 事 . 现在 三 位 作者 已 经 先后 离世 , 作为 他 们 在 “文革 ， 之 后 
培养 的 第 一 代 学 生 , 我 很 荣幸 写 这 个 第 二 版 序 . 


本 书 的 第 一 位 作者 程 民 德 先生 于 1940 年 在 浙江 大 学 本 科 毕 业 , 转 而 跟随 著名 的 
分 析 学 家 陈 建 功 教授 学 习 三 角 级 数理 论 ; 1942 年 研究 生 毕 业 ， 作为 一 名 职业 数学 家 
走 问 社会 . 1946 年 , 当时 北京 大 学 数学 系 主任 江 泽 涵 教授 赏识 程 民 德 的 才能 , 聘请 他 
到 北京 大 学 数学 系 任教 , 并 推荐 他 投考 赴 美 攻读 博士 学 位 的 李 氏 奖学金 、1947 年 程 
民 德 进入 美国 普林斯顿 大 学 数学 系 ， 在 著名 数学 家 博 赫 纳 (S. Bochner) 教授 指导 下 ， 
研究 当时 刚刚 显露 强大 生命 力 的 多 元 调和 分 析 , 两 年 后 取得 博士 学 位 . 1950 年 1 月 
他 与 华罗庚 先生 同 船 回国 , 参加 社会 主义 建设 , 在 清华 大 学 任 副教授 、 教 授 1952 年 
院 系 调整 , 转 到 北京 大 学 任教 . 1980 年 他 组 建 了 北京 大 学 数学 研究 所 , 并 且 担 任 第 一 
任 所 长 , 同年 当选 为 中 国 科 学 院 学 部 委员 ( 现 改称 为 院士 ), 1982 至 1986 年 担任 北京 
市 数学 会 理事 长 , 1984 至 1988 年 担任 中 国 数学 会 副 理 事 长 在 著名 数学 杂志 Duke 
Math, 发 表 论 文 8 篇 , 世界 顶级 数学 杂志 Ann. of Math. 发 表 论 文 3 篇 , 到 目前 为 
止 中 国 数学 家 中 尚 无 出 其 右 者 . 1998 年 去 世 . 


本 刷 的 第 二 位 作者 邓 东 皖 先 生 1957 年 毕业 于 北京 大 学 数学 力学 系 , 后 留 校 任 
教 . 因 他 的 才华 受到 程 民 德 先生 的 赏识 ， 经 组 织 同意 , 成 为 程 民 德 先生 的 学 生 , 学 习 
调和 分 析 和 函数 论 . 1980-90 年 代 升 为 教授 , 博士 导师 并 出 任 数学 系 副 主任 , 主任 ， 
数学 研究 所 副 所 长 等 职 . 曾 任 美国 耶鲁 大 学 访问 教授 , 与 Coifman 合作 研究 . 1992 年 
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调 到 中 山大 学 , 出 任 数学 与 信息 科学 学 院 院 长 . 发 表 论文 40 多 篇 , 专著 2 部 , 教材 3 
套 . 2004 年 荣获 第 一 届 国 家 级 教学 名 师 . 2007 年 去 世 . 

第 三 位 作者 龙 瑞 麟 先生 1963 年 毕业 于 北京 大 学 六 年 制 的 数学 力学 系 函 数论 专 
门 化 , 程 民 德 先生 是 他 的 专业 叶 师 . 毕业 后 分 配 到 中 国 科 学 院 数 学 研究 所 工作 . 1978 
年 作为 中 国 改革 开放 后 派出 的 第 一 批 出 国 留学 人 员 , 出 访 法 国 , 师 从 伽 航 (Kahane) 
院士 , 研究 调和 分 析 和 蒜 论 . 在 经 典 调和 分 析 , 蒜 论 , 小 波 分 析 等 领域 多 有 建树 . 曾 任 
中 国 科 学 院 数 学 研究 所 所 长 . 发 表 论文 50 多 篇 , 专著 2 部 , 教材 1 部 . 1996 年 英 年 
早 逝 . 

“ 实 分 析 ” 作 为 数学 各 专业 研究 生 的 必修 课 , 是 国内 外 的 共识 , 但 其 内 容 却 有 很 
大 差别 . 现在 有 各 种 教材 版 本 . 比如 所 谓 “ 实 分 析 基 础 "内容 包 括 : 实数 理论 , 序列 ， 
无 限 和 , 实数 集合 , 连续 函数 , 连续 函数 和 集合 的 更 多 内 容 , 微分 , 积分 , 序列 和 函数 
级 数 , 寡 级 数 , 欧 几 里 得 空间 及 其 上 的 微分 , 可 度量 空间 等 内 容 ; 基本 上 是 我 国 数学 
专业 本 科 生 “数学 分 析 ” 课 程 2-3 册 的 内 容 . 再 比如 名 为 “ 实 分 析 ” 或 “ 实 分 析 与 抽 
象 分 析 ” 的 书 , 主要 讲 抽象 测度 和 积分 论 , 基本 上 是 我 国 数学 专业 本 科 生 必修 课 “ 实 
变 函 数论 ”和 选修 课 “测度 论 ” 的 内 容 . 本 书 则 是 立足 于 我 国 的 数学 研究 生 教育 , 作 
为 必修 课 “ 实 分 析 ” 的 标准 教科 书 . 内 容 包括 二 十 世纪 50 年 代 到 90 年 代 初 实 分 析 
的 现代 发 展 的 主要 成 果 , 涵盖 了 目前 我 国 数学 各 专业 研究 生 必 修 课 “ 实 分 析 ” 教 学 大 
纲 的 要 求 . 本 书 适 用 于 综合 性 大 学 、 师 范 院 校 数学 专业 研究 生 , 以 及 理工 科 相 关 专 
业 研 究 生 , 作为 教材 使 用 , 也 可 供 有 关 科 技 人 员 参 考 . 

本 书 是 三 位 作者 在 北京 大 学 , 中 科 院 数学 所 多 年 讲授 该 课程 的 讲义 基础 上 积累 
而 成 的 . 曾 记 得 , 1978 年 , 我 们 作为 “文革 ”后 考取 的 第 一 届 研 究 生 , 程 民 德 先生 和 邓 
东 捍 教授 两 位 导师 合作 给 我 们 开课 , 当时 课程 的 名 称 叫 “调和 分 析 中 的 实 方法 ”, 每 
周 程 先 生 讲 一 次 两 个 小 时 , 邓 老 师 讲 一 次 两 个 小 时 , 风格 不 同 , 但 内 容 连贯 , 相 辅 相 
成 , 浑然 一 体 . 参考 书 有 两 本 : E. M. Stein 的 《奇异 积分 与 函数 的 可 微 性 》, 了. M. 
Stein 和 G. Weiss 的 《 欧 氏 空间 上 的 Fourier 分 析 》. 程 先生 讲课 紧 紧 抓 住 重点 和 难 
点 , 讲 深 讲 透 , 其 余地 方 留 给 学 生 去 自学 ; 邓 老 师 讲课 则 提纲 者 领 , 突出 思想 性 和 方 
向 性 . 两 位 老师 共同 的 特点 是 不 看 讲稿 . 尤其 是 程 先 生 , 当时 已 经 六 十 岁 , 不 管 多 长 
多 复杂 的 公式 , 他 都 是 在 黑板 上 推导 , 有 些 待定 的 指标 , 先 空 在 那里 ; 随 着 推导 , 一 步 
步 填 充 , 最 后 推出 的 公式 完整 呈现 在 黑板 上 , 硬 分 析 的 功底 令 人 了 叹为观止. 1980 年 龙 
瑞 鹿 教授 又 在 北大 给 研究 生 开 过 此 课 , 当时 课 名 叫 “现代 分 析 中 的 实 方法 ”, 他 写 了 
讲义 , 用 钢板 刻字 , 油印 发 给 学 生 . 我 曾 帮 助 他 准备 讲义 , 那 本 讲义 成 为 本 书 的 雏形 . 
之 后 北大 数学 系 规范 研究 生 课 程 , 于 1990 年 把 “ 实 分 析 ” 定 为 研究 生 必 修 课 , 制定 
了 教学 大 纲 . 1993 年 本 书 作为 该 课程 的 教材 由 高 等 教育 出 版 社 正式 出 版 . 

本 书 共有 七 章 , 作为 研究 生 一 学 期 的 教学 , 内 容 似乎 多 了 点 . 一 、 二 两 章 是 预备 
知识 , 是 写 给 未 经 过 系统 数学 系 本 科 训 练 过 的 学 生 , 自学 用 的 ; 三 、 四 、 五 三 章 是 基 
本 内 容 , 也 是 本 书 的 重点 ; 六 、 七 两 章 是 扩展 的 内 容 , 是 写 给 分 析 方 同学 生 的 , 作为 
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进一步 提高 使 用 . 就 我 们 多 年 使 用 的 经 验 来 看 , 内 容 还 是 合适 的 . 书 中 用 现代 的 方式 
清晰 论述 了 实 分 析 的 概念 与 理论 , 定理 证 明 简 明 易 懂 , 可 读 性 强 . 

这 次 再 版 , 保持 原貌 .由 北京 大 学 数学 科学 学 院 刘 和 平 教授 组 织 调和 分 析 方 向 
的 7 名 研究 生 进行 了 校对 . 


彭 立 中 
北京 大 学 数学 科学 学 院 


2007 年 11 月 23 日 
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。 实 分 析 , 作为 大 学 理工 科 有 关 专业 高 年 级 学 生 数学 选修 课 与 研究 生 数 学 其 
的 教材 , 是 以 实 变 函 数论 与 泛 函 分 析 课 程 内 容 为 先导 的 、 着 重 研究 实 变 量 本 数 所 
成 的 各 种 函数 空间 以 及 空间 之 间 的 变换 的 一 本 入 门 教材 


50 年 代 以 来 ， 在 A. P. Calder6n 和 A. Zygmund 开展 Rn 上 奇异 积分 算 子 的 研 
完 过 程 中 , 逐步 形成 了 一 套 处 理 Rn" 上 分 析 数 学 有 关 问 题 的 实 方法 . 以 后 经 过 E. M. 
Stein 等 人 的 补充 与 发 展 这 套 实 方 法 不 ` 仅 丰富 了 并 且 继 续 丰 富 着 Rn 上 分 析 数 学 的 
研究 内 容 ， 而 且 正 在 愈 来 愈 广 泛 地 应 用 到 偏 微分 方程 、 位 势 理 论 、 算 子 理论 、 群 表 
示 论 、 非 线性 分 析 、 计 算数 学 、 概 率 论 和 数学 物理 中 . 如 果 我 们 把 研究 实 变量 函数 
所 构成 的 各 种 各 样 的 空间 以 及 这 些 空间 之 间 的 积分 算 子 等 的 近代 进展 统称 为 近代 实 
分 析 的 话 ， 那么 本 书 就 是 近代 实 分 析 的 一 本 引 论 性 教材 ， 它 提供 基本 的 实 方法 , 相应 
地 给 出 近代 实 分 析 的 一 个 轮廓 为 有 关 各 方向 的 研究 与 应 用 打下 基础 ， 使 之 能 较 / 
泛 地 适用 于 理工 科 有 关 专 业 高 年 级 学 生 与 研究 生 的 需要 . 


本 书 几 位 作者 多 年 来 分 别 在 北京 大 学 数学 系 、 中 国 科学 院 研究 生 院 以 及 其 他 大 
学 , 讲授 过 这 门 课程 . 本 书 就 是 在 讲义 的 基础 上 整理 而 成 的 . 全 书 共 七 章 . 第 一 章 讲 
述 Lebesgue 空间 L? 与 连续 函数 空间 理论 . 这 两 类 空间 是 实 分 析 最 重要 也 最 基本 的 
研究 对 象 . 对 它们 缺乏 一 个 基本 的 理解 , 就 无 法 前 进一步 . 故 本 章 带 有 预备 知识 的 性 
质 . 第 二 章 讲 述 经 典 Fourier 分 析 的 基本 内 容 . Fourier 分 析 不 仅 是 一 门 理论 性 学 科 ， 
同时 也 是 一 门 重要 的 工具 性 学 科 . 近代 实 分 析 的 许多 理论 与 方法 , 大 都 来 源 于 经 典 
Fourier 分 析 . 本 章 将 为 以 后 各 章 讨论 的 实 方法 提供 背景 、 思 想 与 工具 . 第 三 章 讨论 
50 年 代 以 后 发 展 起 来 的 一 些 基 本 的 实 方法 , 其 中 包括 集合 的 分 解 与 覆盖 , 分 布 函数 
的 估计 , Hardy - Littlewood 极 大 算 子 及 其 变形 , 函数 的 Calder6n - Zygmund 分 解 ， 
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“1 有 
7 
算 子 内 揪 及 经 典 奇 异 积 分 算 子 等 . 本 章 对 这 些 方法 , 都 限于 最 基本 的 介绍 . 它们 的 推 
广 与 深入 发 展 , 可 在 以 后 各 章 中 看 到 . 第 四 章 介 绍 几 类 新 的 函数 空间 , 它们 是 Hardy 
空间 Hil, 有 界 平均 振动 函数 空间 BMO 以 及 Besov 空间 等 . 这 些 空间 是 在 Lebesgue 
空间 与 连续 函数 空间 的 基础 上 发 展 起 来 的 , 为 近代 分 析 的 研究 提供 了 很 合适 的 框架， 
也 为 本 书 讲述 的 实 方法 提供 了 很 好 的 应 用 舞台 . 第 五 章 介绍 奇异 积分 算 子 近代 理论 
的 基本 内 容 . 这 个 理论 不 仅 包 括 了 卷 积 型 的 经 典 奇异 积分 算 子 , 也 包括 了 许多 非 卷 积 
型 的 奇异 积分 算 子 . 本 章 反 映 了 调和 分 析 80 年 代 以 来 的 某 些 重大 进展 . 第 六 章 介绍 
4 权 函 数 与 加 权 模 不 等 式 . 第 七 章 进一步 讨论 算 子 内 插 与 空间 内 插 . 本 书 前 五 章 的 
基本 内 容 , 可 在 理工 科 有 关 专 业 研究 生 的 数学 基础 课 或 在 有 关 专 业 高 年 级 本 科 生 的 
选修 课 中 讲授 . 最 后 两 章 则 可 根据 专业 需要 与 教学 时 间 的 长 短 加 以 选用 . 

作为 一 本 研究 生 基础 课 或 高 年 级 本 科 生 选修 课 的 教材 , 本 书 不 可 能 完全 是 目 封 
的 . 除了 需要 用 到 其 他 数学 基础 课 的 内 容 外 , 还 需要 引用 某 些 其 他 学 科 的 结果 . 如 果 
把 这 些 结果 的 证 明 都 写 出 来 , 本 书 的 篇 幅 将 变 得 不 可 想象 . 因此 我 们 有 几 处 将 只 引 
用 结果 并 注 明 其 出 处 , 但 尽 可 能 把 这 种 引用 限于 最 少 . 另外 , 本 书 也 未 能 完全 按 逻 辑 
顺序 讲述 , 有 些 地 方 前 面 要 用 到 后 面 的 结果 . 这 仅仅 是 为 了 叙述 方便 , 读者 绝对 不 必 
担心 会 发 生 逻 辑 循环 . 当然 , 我 们 也 尽 可 能 限制 这 种 情况 的 出 现 . 本 书 每 一 章 的 最 后 
一 节 , 都 用 来 提供 习题 、 进 一 步 的 问题 与 注 记 . 请 注意 , 其 中 只 有 一 部 分 是 习题 , 是 
为 读者 提供 训练 用 的 . 另 一 部 分 则 是 介绍 理论 的 进一步 发 展 与 应 用 , 是 为 有 兴趣 的 
读者 提供 进一步 学 习 与 研究 的 途径 .要求 读 者 自己 全 部 完成 这 些 题目 , 通常 是 不 可 
能 的 . 

本 书 的 初稿 曾 由 吉林 大 学 王 柔 怀 教授 、 杭 州 大 学 王 斯 雷 教 授与 北京 师范 大 学 陆 
善 镇 教授 开会 审阅 , 其 中 特别 是 陆 善 镇 教授 , 在 会 后 又 仔细 审阅 了 修改 稿 . 在 审阅 过 
程 中 他 们 前 后 都 提出 了 许多 宝贵 意见 , 我 们 都 作 了 相应 的 订正 , 在 此 对 他 们 表示 惠 
心 的 感谢 . 我 们 的 研究 生 刘 和 平 、 攀 启 洪 、 薪 庆 和 党、 熊 承 杰 、 杨 建生 与 许 传 伞 , 为 
抄写 书稿 付出 了 大 量 的 劳动 , 在 抄写 过 程 中 还 修正 了 不 少 笔 误 . 我 们 对 他 们 的 帮助 也 
表示 感谢 . 最 后 感谢 高 等 教育 出 版 社 , 没有 他 们 的 热情 支持 , 本 书 难以 很 快 与 读者 见 
面 . 

限于 水 平 , 本 书 难免 有 疏漏 与 不 妥 之 处 , 欢迎 读者 指正 
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根据 其 首 次 出 现 或 重要 重 现 而 列 出 的 符号 表 . 
第 一 章 81.1 


E° 一 一 集合 E 的 补 集 z 
P(7x), a.e. 命题 P(z) 关于 xz 几乎 处 处 成 立 
L? en 空间 L? 

| : ly L? 空间 内 的 模 

L? L? 的 非 负 函数 了 了 集 


广 = 1 的 数 
oo 

R. 一 一 区 间 [0, co]. 

Xs 一 一 集合 忆 的 特征 函数 

9 一 一 简单 函数 组 成 的 空间 

pn 9 一 一 增 序列 {pn} 收敛 于 yp 

log+z 一 一 函数 max(logz, 0) | 

log 工 一 一 空间 {f :log je } 

( ，》 Hilbert 空间 的 内 积 , 或 Banach 空间 (或 线性 拓扑 空间 ) 与 其 对 偶 的 对 偶 作 用 


81.2 


sgnA 一 一 函数 和 /|A|, 其 中 入 EC 
(L?)" L? 的 对 偶 空间 


答 ”号 


§1.3 


fn 一 > 太一 一 函数 序列 {fn,} 依 测度 收敛 于 f 
fn 一 f,a.e. 函数 序列 {fi,} 几乎 处 处 收敛 于 f 
卷 积 (或 对 合 , 82.1) 


81.4 


EAF 一 一 集合 电 与 FF 的 对 称 差 
B(xzo, 7) 距离 空间 中 以 xo 为 心 ,7 为 半径 的 球 


81.5 


C(X),C 一 (X),Co(X),Coo(X) 一 一 拓扑 空间 X 上 连续 函数 的 几 类 空间 
M (XI) 一 一 和 上 有 界 复 值 正规 Borel 测度 组 成 的 空间 


81.6 


Th 一 一 及 ”的 平移 算 子 mmj() = 7 一 站 ,其 中 心 ER 
ds 一 一 R” 的 伸缩 算 子 dj() = f(6:), 6>0 
wp(f,6)(w(J,6)) 一 一 了 的 L? 连续 (一 致 连续 ) 模 


Ma, Mp,a Lipschitz 空间 
a 0° ， 3lal 
1 = DO 偏 微分 算 子 BL. por 其 中 a = (Qi ， , Qn )， 


oj EZ4+, |a|=ait+:+t aon. 


pas) 一 一 函数 = "yp (2) 
6E*(6”) 一 一 上 阶 (无 限 次 ) 连续 可 微 函数 类 (也 见 82.2, 其 中 C9 见 84.8) 


乡 C66(R”") 赋 适 当 拓 扑 所 成 的 空间 , (也 见 82.9 题 42) 
cI 方 体 了 的 同心 ec 倍 扩大 
fr f 在 方 体 了 (或 其 他 可 测 集 1) 上 的 积分 平均 


[4 一 一 局 部 L? 可 积 函 数 空间 

+ 非 负 整 数 {0,1,2,……} 

5S。1 Rn 中 的 单位 球面, do 表示 其 上 的 面积 元 . 
fa 一 一 a 阶 分 数 次 积分 算 子 

Le? Sobolev 空间 

supp 了 一 一 f 的 文集 (也 见 82.9 与 87.6) 


81.7 


V(Uh 一 一 有 和 界 变 差 函 数 的 全 变 差 


符 号 .iii ， 


T 一 一 平面 上 的 单位 圆周 
特殊 常数 ， ao 二 ( 玄 
Tn 

TY R"” 的 内 积 

六 (三 ) 一 一 和 矩阵 p ( 算 子 T) 的 转 置 

P(D) 一 一 微分 多 项 式 

多 或 A( 多 ~ 或 Vv) Fourier ( 逆 ) 变换 
A(R"), B(R") 一 一 分别 表示 元 (R”)^, M(R")^ 


Qo 


~ 
wl3 


82.2 


Drv(z),DNz) 一 一 Dirichlet 核 、 修 改 的 Dirichlet 核 
P(x)(P:(z)) 一 一 单位 圆 (上 半 平 面 ) 的 Poisson 核 
9r(z)(Qi(z)) 一 一 单位 圆 (上 半 平 面 ) 的 共 Poisson 核 
oNn(f,7) 了 的 Fourier 级 数 的 N 阶 Fejér 和 或 称 (c, 1) 和 
f(x,7) f 的 Fourier 级 数 的 Poisson 和 

f 污 g 一 一 了 与 g 等 价 即 可 互相 控制 

(ZN) 一 一 全体 (N 次 ) 三 角 多 项 式 集合 

P(x) R"*1+ ”的 Poisson 核 


6。 常数 工 二 


BR(S)(E) Bochner - Riesz 核 

82.3 
A, 一 一 Zygmund 函数 类 
En(f) 一 一 了 的 ”次 最 佳 三 角 多 项 式 逼近 

82.5 


Fe(z)(T(z)) 一 一 宽度 为 a (为 1) 的 以 z 为 顶点 的 锥 
f 一 f 的 共 思 函 数 (f 有 了 时 也 表示 f 的 反射 , 见 82.8) 
有 H(H*) 一 一 ( 极 大 ) Hilbert 变换 

7 一 一 恒 等 算 子 


82.8 


F Schwartz 函数 类 (空间 ) 
.9 一 一 缓 增 广义 函数 (分 布 ) 空间 


82.9 

厂 ]jog 世 一 一 空间 {f :flog! |fleL} 
第 三 章 ”383.2 

or(z) 一 一 /的 分 布 函数 
f"(f”“) 一 一 了 的 非 增 重 排 函数 (的 平均 ) 
和 人 一 min,V = max 

83.4 
Mf,M.f Hardy - Littlewood 极 大 函数 
户 一 一 六 函数 

83.5 
NM 一 一 测度 空间 上 可 测 函 数 的 空间 
| wzs 弱 L? 模 

83.6 
R; Riesz 变换 

83.7 
gA, gr, Ok Littlewood - Paley 9 了 滑 数 的 各 种 变形 
Mp L? 乘 子 空间 

83.8 
Ms 强 极 大 函数 

第 四 章 84.1 

HH'W,H(05) 一 原子 Hardy 空间 
L(B,q', s) Campanato 空间 

84.2 


BMO 一 一 有 界 平均 振动 函数 空间 (VMO 一 一 消失 平均 振动 函数 空间 , BLO 一 一 下 振动 有 
界 函 数 空 间 , 均 见 84.9) 
由 Al BMO 的 等 价 模 


S(f) 一 一 了 的 面积 函数 

84.5 
2 (有 ), pa(f),P*( 了 ) 一 一 了 的 各 种 极 大 函数 

84.6 
232 一 一 经 典 及 , 空间 

84.7 


9 一 一 以 Q C R" 为 底 的 位 于 R?+1 的 帐篷 
中 Carleson 测度 / 的 模 
Ag(f) 一 一 的 9 面积 函数 


84.8 
.9 (TP Fourier 变换 支 于 9 的 .Y(Z2) 中 的 函数 集合 
7 (5?) 向 量 值 函数 空间 
C°(R"),C™(R"),C*(R") 一 一 Hélder 空间 
6 (R") 一 一 Zygmund 空间 
Ap,a( R") Besov 一 Lipschitz 空间 
Hb» Bessel 位 势 空 间 
Bpo Besorv 空间 


fs 一 一 Triebel - Lizorkin 空间 
84.9 


Bo 一 一 9 块 空间 
ABV,ABMV,HBV,HBMYV 一 一 有 界 变 差 的 推广 及 其 与 BMO 概念 结合 的 几 类 空间 


第 五 章 85.1 


SK(r) r 阶 的 标准 核 
CZO,CZO(7) Calderon - Zygmund 算 子 


85.2 


7™(f) 一 一 了 的 奇 弄 积 分 极 大 算 子 


vi 符 号 


85.3 
[Le 仿 积 算 子 
Er 一 一 mm 阶 Calderon 交换 子 
Ma 一 一 用 孙 数 4 作 乘 法 的 算 子 
OA, Cr Cauchy 积分 算 子 
85.4 


WBP 一 一 弱 有 界 性 质 

NF(f) 一 一 在 乡 上 的 半 模 

Fk 一 一 体积 为 2 的 拟 二 进 方 体 集 , 到 = 【Fh 
k 


{ar Br} 7 的 拟 正 交 基 对 
( ， 名 以 函数 b 为 权 的 L*? 空间 的 拟 内 积 
85.5 
511 拟 微 分 算 子 类 
第 六 章 86.1 
Ap 一 一 Muckenhoupt 权 了 函数 类 
86.2 


Aw 一 一 Muckenhoupt 权 函 数 类 , 即 p = co 时 的 4， 
第 七 章 87.1 


LP?’g Lorentz 空间 
| . |p,all| |p,a) Lorentz 空间 的 ( 拟 ) 范 数 


87.3 


A(A)= 4o 门 4: 容许 空间 对 4 = (ho, 41) 的 交 
》 (4) = Ao+ Ai 容许 空间 对 A = (4o, 41) 的 和 
K(t,a, 4A), J(t,a, 4) 一 一 容许 空间 对 4 的 天 泛 函 与 J 泛 函 
(Ao, Ai)e,g,K 二 Ke,a(A) 一 一 K 方法 定义 的 4 的 内 插 空间 
(Ao, Al)e,g,7 = Je,a(4) 一 一 J 方法 定义 的 4 的 内 插 空间 


符 ”号 .vii. 


87.4 


[4o, Aije 


复方 法 定义 的 4 = (4o, A1) 的 内 插 空 间 
87.6 

EB(t,a; 4) 一 一 逼近 万 泛 函 

og(A) 一 一 由 瑟 泛 函 定义 的 空间 


Kp(t,a; 4) 一 一 天 泛 函 的 一 类 等 价 泛 孙 
L° L? 当 p 一 0 时 的 一 种 极限 
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第 一 章 Lebesgue 2 空间 与 连续 函数 空间 


古典 微 积分 与 近代 实 分 析 的 区 别 之 在于 前 者 研究 甫 数 。 着 重 于 单个 函数 本 
身 的 结构 , 而 后 者 则 更 进一步 , 把 函数 看 作 “ 空 间 ” 的 一 个 元 素 加 以 考察 ， 由 函数 
的 可 积 性 定义 的 函数 空间 是 实 分 析 的 最 重要 的 研究 对 和 象 . 在 各 种 各 样 的 积分 理论 中 ， 
Lebesgue 积分 理论 是 最 成 功 的 一 种 . 基 内 此 , 用 Lebesgue 积分 直接 定义 的 空间 8?, 便 
成 为 实 分 析 研 究 的 第 一 类 最 重要 而 又 最 基本 的 空间 . 当然 , 主要 是 考虑 1 <pg oo 
的 情形 , 医 因为 这 时 L? 是 完备 的 赋 范 空间 , 即 Banach 空间 . 研究 这 类 空间 的 结构 ， 相 
互 间 的 包含 关系 及 其 对 偶 ， 以 及 这 些 空 间 中 的 收敛 等 ， 构成 了 本 章 的 一 项 主要 内 容 ， 
为 了 叙述 完全 并 比较 对 照 , 我 们 有 时 也 讲述 L?,0 <p<1 , 这 时 , 它们 是 完备 的 拟 赋 
范 线性 空间 . 


另 有 一 类 函数 空间 与 二 典 微 积分 更 加 接近 一 些 些 且 比 较 简单 而 常见 就 是 连续 
半数 空间 . 在 许多 情形 (例如 底 空间 是 紧 的 ), 它 可 以 看 作 有 界 可 测 函 数 空间 Feo 的 
一 种 < 替代 ”. 本 章 将 叙述 它 的 两 个 最 基本 的 一 般 - 性 定理 : Stone - Weierstrass 通 近 
定理 以 及 关于 子 集 紧 性 判别 法 的 Arzela - Ascoli 定理 . 这 构成 了 本 章 的 另 一 项 主要 
人 连续 函数 空间 的 另外 一 个 也 是 基本 的 一 一 般 性 定理 一 沁 冰 的 Riesz 表示 定 

理 , 它 在 泛 函 分 析 的 课本 中 总 是 会 讲述 的 , 在 本 章 我 们 只 叙述 它 的 内 容 而 不 加 以 证 
明 . 值得 指出 的 是 , Lebesgue 空间 可 以 在 一 般 测度 空间 上 建立 ， 而 连续 函数 空间 也 只 
要 求 底 空间 有 最 基本 的 拓扑 结构 . 为 了 掌握 本 质 , 我 们 的 理论 , 对 L? 来 说 , 是 在 全 
o 有 限 非 负 测 度 空间 上 展开 的 . 而 对 连续 函数 空间 来 说 , 则 是 在 局 部 紧 72 空间 上 讨 
论 的 . RR" 当然 同时 属于 这 两 类 底 室 间 ， 因此 R* 上 的 Lebesgue 空间 与 连续 函数 空间 
的 基本 性 质 被 概括 在 我 们 将 要 讲 的 一 般 理 论 之 中 . 本 章 将 假定 抽象 测度 空间 与 拓扑 
空间 的 基础 理论 为 已 知 . 但 不 熟悉 它们 的 读者 ， 不 妨 认为 所 讨论 的 底 空 间 就 是 Rn ， 
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测度 就 是 Lebesgue 测度 , 推理 完全 一 样 . 当然 , R* 的 结构 比较 丰富 , 因此 其 上 可 以 
讨论 许多 光滑 函数 的 空间 , 而 且 Z2 空间 也 可 与 光滑 性 质 发 生 密切 的 联系 , 我 们 将 在 
81.6 中 专门 讲述 . 


31. 1 Lebesgue 空间 1L?(0 < p << co) 的 基本 性 质 


所 谓 (xX ZF ,4) 是 一 全 o 有 限 的 完备 的 非 负 测度 空 间 , 是 指 : X 是 任 一 集合 ，: 多 
是 X 的 一 些 子 集 构 成 的 一 个 o 代数 ( 即 一 个 在 集合 的 可 列 并 与 补 的 运算 下 封闭 的 
集合 系 , 特别 注意 X es 多 );1 是 定义 在 多 上 的 一 个 非 负 可 列 可 加 集 函 数 ( 称 为 测 
度 ), 它 满足 : 

z 有 限 性 : 对 任意 巨 e 多 , 存在 {Bi}> c 多 ,1( 思 ) < oo, 使 得 Ec UE. 

完备 性 : 对 任意 e 多 , 只 要 jy(E) = 0, 则 对 任意 FC E, 总 有 € 多 , 且 
p(F)=0. 

本 书 中 讨论 的 最 一 般 测度 空间 就 是 这 样 的 测度 空间 , 以 后 简称 为 “一 般 测 度 空 
间 ”. 此 外 , 对 集合 EE, 我 们 用 Ec 表示 的 补 集 , 并 简 记 nu(E) = |B|. 另外 , 我 们 约 
定 一 个 称呼 : 具有 零 测度 的 集合 称 为 零 集 . 一 个 关于 XX 的 扣 了 We p(7) 如 采 陈 
去 某 个 零 集 外 是 成 立 的 , 则 说 “p(z) 几乎 处 处 成 立 ”, 简 记 为 “p(x) a 

现在 开始 定义 Lebesgue 空间 , 并 讨论 它们 的 性 质 . 


定义 (1.1) 设 0<p<oo, 记 


p= {= (fra) < 0<p<o0 (1) 
= {可 测 f : jw = ess sup|f(z)| < 0%}, (2) 


其 中 jfllp(0 < p < co) 称 为 f 的 IP? 模 有 时 为 了 强调 底 空 间 与 测度 , 也 用 人 记号 
LP?(X, dn). 


注 1 对 0<p< co, 约定 L? 的 元 素 不 是 函数 , 而 是 函数 的 等 价 类 , 意 即 如 果 
f=g a.e., 


则 称 f 与 9 是 等 价 的 , 等 价 的 函数 要 妆 同 时 属于 L?, 或 同时 不 属于 L?. 当 它 们 属于 
LP 时 , 把 它们 看 成 是 L? 的 同一 元 素 . 在 此 观点 下 , | .| 满 挟 


lflly = 0 当 且 仅 当 f=0，0<pgo. 
注 2 L% 模 |. || 定义 中 的 ‘EgS sup” 应 理解 为 : : 
Hf = inf{a > 0: {|f| > oj 是 零 集 }.。 (3) 
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注意 式 (3) 中 的 “inf” 十 可 2 公 到 的 ， 意 即 fl 本 身 就 是 集合 {a : {|f| > a} 是 零 集 } 
中 的 一 个 元 素 . 事实 上 
{> le + 


现在 我 们 来 证 明 Halder 不 等 式 与 Minkowski 不 等 式 , 它们 是 整个 L? 理论 的 基 
础 , 而 且 它 们 也 是 最 常用 的 . 


引 理 (1.2) (Young 不 等 式 ) 设 y(t) 是 RR = [0, co) 到 玉 ; = [0, oo] 左 连续 增 
( 指 不 减 , 下 同 ) 函数 , 记 


{lf| > lfllw} = =0 


Vy(s) = inf{t : p(t) > s}. (4) 
它 是 p(t) 的 堪 连续 道 函数 . 此 外 , 令 
BW) = vd, vo) = was (5) 
则 如 下 不 等 式 成 立 
ab < Bla) + Yb), Va,beR,, (6) 


且 等 式 成 立 , 当 且 仅 当 yp(a) =5b 或 (0)=a 


征明 不 管 增 函 数 y(t) 在 间断 点 处 如 何 定 值 , 由 式 (4) 定义 的 水 总 是 左 连续 增 
加 的 . p(t) 可 取 值 oo, 此 时 w(s) 便 是 有 界 函 数 ， lim 由 (s) 存在 且 有 限 . 四 (s) 也 可 取 
值 oo, 这 是 因为 在 非 负 数 的 集合 中 作 “inf” 运算 时 ， 自然 约定 inf C = co. 故 当 p(t) 
有 界 时 , %(s) 便 在 oo 的 某 个 邻 域 上 取 值 co. 现在 将 函数 s = y(t) (或 t= wy(s)) 在 
(t,s) 坐标 的 空间 Rj x 了 + 内 的 图 象 用 一 条 连续 曲线 联结 起 来 . 如 果 更 (a), 亚 () 之 
一 为 oo, 式 (6) 自然 成 立 ; 如 果 @(a), 亚 ( 访 都 有 限 , 则 B(a) + 亚 (b) 表示 该 曲线 与 坐 
标 轴 所 围 两 块 区 域 的 面积 和 , 显然 它 总 不 小 于 矩形 的 面积 ab, 这 正 是 不 等 式 (6). 另 
外 , 从 图 象 也 可 看 出 , 等 号 成 立 当 且 仅 当 点 (a,5) 在 这 条 曲线 上 , 而 它 又 等 价 于 或 者 
b = 92(a) 或 者 a = y(b), 这 只 需 考察 p(a) 或 %(s) 取 常 数值 的 区 间 端 点 处 的 情况 便 
可 得 知 , 引 理 获 证 . 


定理 (1.3) (H6lder 不 等 式 ) 设 1< p< oo, 设 p/ 为 p 的 相伴 数 , 即 满足 


1 , 
一 二 1,feL?r,geL?, 则 fgeLi, 昌 有 


Tp 


SI”— 


| / fgdn < | Jalan < llgly (7) 
XX XX 
且 式 (7) 中 等 号 同时 成 立 , 在 1 < p < oo 时 , 当 且 仅 当 存在 常数 使 得 


ibe, _ fl? gl? ， 
C fg |f gl), a.6,, 并 且 四 一， 站) A.C,, (8) 
[filly |glly, 
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在 p= 1 时 , 当 且 仅 当 
etfg= | 川 |gl-， ae.: (9) 


人 在 D= co 时 , 当 且 仅 当 式 (9) 在 f,g 交换 位 置 后 成 立 . 


证 明 当 p= 1 或 o 时 , 式 (7) 是 平凡 的 . 至 于 等 号 成 立 的 条 件 也 只 需 看 p == 1 
设 (7) 中 的 等 式 成 立 , 记 _ 为 /fgdu 的 辐 角 , 则 


| foan= {Vglan= 加 ct 


特别 地 , 有 
/ Re(e™ fg)dp = / gllwo New 
由 于 恒 有 
上 9 用 -Re(e2 fg) > 0, ae.， 
故 由 积分 的 相等 就 可 推出 
Re(e*®fg) = |lglloolfl, ae,， 
这 就 推出 (9). 


反之 , 由 式 (9) 推出 式 (7) 中 等 号 成 立 是 显然 的 . 
现 看 1 < p < co, 应 用 式 (6) 于 


Plt) = , Y(s) = s71, Blu) = 7 WV) = 


即 得 


p p’ 
| lg 1? ,1 lg 


站 和 7) (10) 
fy llgllp 2 lflly »’ llgll®, 
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在 X 上 取 积 分 便 得 式 (7). 下 面 讨论 等 号 成 立 条 件 , 设 式 (7) 之 第 一 个 等 号 成 立 , 则 
前 述 证 明 已 经 得 到 

erfg=|f gl, a.e.. 
设 式 (7) 之 第 二 个 等 号 成 立 , 则 (10) 壤 (7) 的 推理 表明 


ff lg _1 |fP 1 lor 
十 一 Dp 2.6.， 
fllp lgllp plfls 2 [gl 


由 引 理 (1.2) 知 , 这 又 必须 


gl _IfP 

gy fl 
即 

fl? _ lgl? 

Iflly ol 


有 反之, 应 用 引 理 (1.2), 由 (8) 推 知 (10) 中 等 号 成 立 , 从 而 (7) 中 第 二 个 等 号 成 立 , 第 
一 个 等 号 成 立 是 显然 的 , 定理 证 毕 . 


定理 (1.4) 设 0<p<1,p' 仍 为 p 的 相伴 数 (注意 此 时 yp <0) feLr,gerLp 
且 flgl? dn #0, 则 
人 f glan > Nf holigly. 0) 


证 明 不 妨 设 jgly > 0,1f gl < co. 注意 ， 
lg >0= /lodn < oole = -0) = 19 > 0 ae 
] 
令 df 一 p’ 以 及 
=|g| 7?, w= gz 
则 pe Lx ( 因 pr = |gl?),we La. 因此 
ean = f pvan < Hwalels = 1f ool 


故 
|flipllglly: < ||f gili. 


定理 证 毕 . 
定理 (1.5) (Minkowski 不 等 式 ) 设 1<p< o,f,ge IL?, 则 


If + gllp < lfllp+lgll, vf,g er?. (12) 
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征明 p = loco 时 显然 ， 现 设 1 < p < co, 首先 指出 由 f,g € IL? 可 知 亦 有 
f +g e€1L?, 这 是 下 述 初 等 不 等 式 的 结果 : 
la+bl? < 277 一 (ol 二 ID Va,beC, 1<p<o. (13) 
而 这 又 是 由 于 zz 是 [0, co) 上 的 凸 函数 . 对 ze (0,1] 与 1 应 用 凸 性 便 得 
3) < er eto 
从 而 (13) 成 立 . 现在 利用 Holder 不 等 式 , 得 
/ |f 十 gd < 人 f +g (f+ |g))an 
X 及 
< (Fl 十 lg) 二 9 
既然 |f 十 gllp < oo, 故 得 上 上 +9l < fills + jiglly, 定理 证 毕 . 
定理 (1.6) 设 0<p<1,f,ge 2, 其 中 ={feI?:f>0), 则 


IF 二 gl > flls + lglls. (14) 
证 明 类 似 于 定理 (1.5) 的 证 明 , 我 们 把 它 留 给 读者 . 
下 面 我 们 给 出 L? 的 一 个 稠密 子 空间 , 它 是 经 常用 到 的 . 
定义 (1.7) 形 如 2 axe 的 函数 称 为 一 个 简单 函数 , 其 中 ci 是 复数 , (5,) < 
o0, Bi 门 B; = C, Xe 表示 集合 BB 的 特征 函数 . 全 体 简单 函数 的 集合 记 为 5， 如 果 式 
》 axe 中 允许 某 些 E; 有 无 穷 测度 , 则 称 它 是 一 个 广义 简单 画 数 


定理 (1.8) 设 0<p< o,f eL?. 则 对 任意 s > 0, 存在 简单 函数 o 使 得 
pl <|fl, f§ lwp— fl <e. 
从 而 S 在 L? 中 稠密 . 
证 明 设 f 非 负 可 测 , ae. 取 有 限 值 , 则 存在 非 负 简单 函数 的 增 序列 {wp,,}, 使 得 
Fn 一 f,a.e., (我 们 简 记 为 en 7 了 ), 事实 上 , 只 需 取 X = UXn, Xn C Xn41,|Xn| < 
co， 以 及 
Expn = {x € Xn : k2-n < f(z) < (k+ 1)2-"} 
k=0,1,.…,n27—1, n=1,2... 
En2nn 一 {Zz E An : f(z) 之 n}, 


n2” 


= Dk2 "x ,, n=1,2.... (15) 
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这 样 定义 的 {pn} 单调 增 地 几乎 处 处 收敛 于 f, 这 对 任何 c 有 限 测度 空间 上 ae. 取 
有 限 值 的 非 负 可 测 函 数 都 是 正确 的 . 当 f es L? 时 , 还 有 jw - j 川 p 一 0. 现 对 任意 
fe L? 将 f 的 实 部 与 虚 部 表示 为 正 部 、 负 部 的 差 , 即 作 分 解 f = 所 一 所 +i(f3 一 所) 
其 中 fj € ,j= 1,… ,4, 且 所 fo = fs 及 = 0,a.e.. 对 每 个 给 定 的 e, 如 上 选取 
wi; & 5, 使 

0 < yp; < fy，|f; -yjllp < ce (ce 待定 )，j = 1 ,4, 
并 令 2 = gp1 一 gp2 +i(p3 一 94) 则 


4 4 
p=(p1- pa) +(ps -pd) => < f= 
1 1 


4 
If — ol < Of; — pill® & crer, 
1 
其 中 po = min(p, 1). 定理 证 毕 . 


现在 我 们 来 看 看 L? 对 不 同 的 p 之 间 的 关系 . 

当 |XX| < oo 时 , L? 随 p 的 增加 而 缩小 ; 当 |X| = oo 时 不 再 有 这 样 的 包含 关系 ， 
也 束 是 说 ,f 对 一 个 指标 可 积 推 不 出 对 另 一 个 指标 亦 然 . 但 若 f 对 指标 p1, ps 都 可 
积 , 则 对 中 间 的 任意 p 也 可 积 , 这 个 事实 的 确切 叙述 见 下 面 定 理 . 当 |X| < oo 时 , 记 


A,(f) = (高 太 fdn) 所 此 外 不 管 X 的 测度 ， 记 N,(f) = |Hfl. 则 我 们 有 


定理 (1.9) 4, 是 p 的 增 函 数 . N? 是 p 的 对 数 凸 函数 @; NN， 是 -> 的 对 数 凸 函 
数 . 即 对 于 任意 te [0,1], 有 


人 pas 人 Van) ( 人 Via] 


p=tpi+t+(1— Wp», (16) 
( / Wo <(/ sr) ( / Jan) ” 
及 及 
-一 上 上 十 二 一 上 (17) 
p p1 p2 


证 阴 设 0<p<g<o%, 记 和 A=” 则 由 Halder 不 等 式 得 


f Whan < ( / War) XI 
XX XX 

1 1 5 
/fra (He) . 


@ 实 变量 实 值 函数 g(t) 称 为 对 数 凸 的 , 车 log g(t) 是 普通 意义 下 的 凸 函 数 ， 这 等 于 说 g(t) < 
g(t1)99(t2)1-9, 当 t=0t1+(1—0t2,0<0&1. 
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这 证 明了 A 的 增 性 . 此 外 和 < A 也 下 也 的 | (下 面 将 会 看 到 | 川 。 正 是 4。 
的 一 个 合适 理解 ). 


式 (16) 也 是 H6lder 不 等 式 的 结果 


现在 证 式 (17). 设 pl <p<p, 记 -+ t E (0,1), 这 时 
1= 包 -tp 
D1 D2 
记 7 一 年 , 及 "= 证 二 i- 对 "与 这 一 对 共 辆 指标 应 用 Halder 不 等 式 , 得 


(1—t)p 


fe fn (f ras) (人 0 | 


Np(f) & Np (f) Nps(f) ~ 


因此 


定理 证 毕 . 

现在 讨论 f 的 L? 模 当 p 一 00 或 0 时 的 极限 下 面 的 两 个 定理 分 别 指出 粗略 
而 言 , Zece 就 是 dim 三 ， 而 五 = limL? 5 可 以 想象 为 logt 工 ( 即 :{f :logt|fle Li}, 
其 中 log x = max(log zx,0)). 更 确切 地 说 , 我 们 有 

定理 (1.10) 下 述 等 式 恒 成 立 


dim fl = 1， viel)] (| 到. (18) 


p pg<o0 


Dp p<&q 


从 而 在 空间 Zece 站 加 站 a 上 ,| :iw 与 lim, 1 lls 是 两 个 相同 的 范 数 . 


证 明 设 f 是 任意 可 测 函 数 , 则 对 任意 M < fllw,E = {x :|f(z)| > M} 是 正 


测度 集 . 这 样 
js > (/ Ta) > MI|Els. 
令 g 一 oo, 由 MM 之 任意 性 , 即 得 . 

lim lla > fl 
特别 地 , 这 就 证 明了 当 | 有 |。。= oo 时 , 等 式 (18) 成 立 . 现 设 fe (J 门 、L4, 要 证 


p pS&q<o0 
fl > 天 flls. 不 妨 设 ls。 有限 并 且 等 于 1. 设 fe L4,vg > go, 取 有 限 测度 集 


已 使 得 | 
| fledp < 1, 
Ec 
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则 我 们 有 
l= flant 大 Mpa 
< IBl+ | Miran< IEl+l 
Ec 
这 样 
dm lfle < lim (EI+1)* =1= Ife 
定理 证 毕 
注 当 |X| = oo 时, Zee 与 U 门 za 的 确 无 包含 关系 . 当 |X| < oo 时 , 定理 的 结 
论 化 为 


Too 一 {Nr pm ll < 
注意 , L% 可 以 是 门 2a 的 真子 集 . 
定理 (1.11) 设 |IX| = 1, 则 下 述 等 式 恒 成 立 


ti fl = exp ( foglflan), vie Ur 9 


q>0 | 
证 明 设 fe U 7?, 即 存在 go; 使 fe Ze, 不 妨 设 go = 1, 否则 我 们 代替 |f| 而 
考虑 |flw. 我 们 要 利用 下 面 的 初等 不 等 式 


log t <t—1, Vvte(0,o0).. (20) 


将 t= -内 代入, 并 对 两 边 在 X 上 积分 得 
1 


上 
/1oglfldn < log [Mian 
及 人 
从 而 , 不 管 g > ao 或 g < go, 都 有 
/ log |flidy < og 上 an 
了 XX 


1 


.revian < og (/ yu) 
XX X 


“of og lap) < lim fe (21) 


这 证 明了 
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一 


注意 对 一 切 = 当 p 0， 时, | 二 :单调 下 降 地 收敛 于 log| 川 , 这 是 数学 分 析 


的 一 个 习题 . 此 外 也 一 1 本 1 对 可 积 - 故 由 Levi 单调 收敛 定理 得 


pm fm) -mf (ED) 
= | oglflar (22) 
应 用 式 (22),(20),(21) 有 


1 
/ log | 如 du = lim — (/ |f ldp 一 1 
Xx qm0g \Jx 
__1] 5 
> Hi 10 /pa > tm tog ( f Iran) 
q—0g Xx 9 一 0 xX 


> | loglflar. 
这 证 明了 式 (19). 定理 证 毕 . 


注 条 件 “|X| = 1” 与 “fe Lr 对 某 个 po” 中 除去 任何 一 个 , 都 不 能 使 (19) 仍 
然 成 并 . 


作为 本 市 的 结束 , 我 们 证 明 L? 的 基本 性 质 中 一 个 最 重要 的 定理 . 


定理 (1.12) 当 1<wp<wow 时 , L? 是 Banach 空间 ; 当 0<p<1 时 , IL? 是 完 
备 距离 线性 空间 , 并 且 距 离 是 平移 不 变 的 (这 样 的 空间 称 为 Frechét 空间 ). 


证 明 现在 已 不 难 证 明 , 当 1 < p< oo 时 , || .||» 的 确 是 一 个 范 数 ; 当 0<p<1 
时 , || ll? 是 一 个 距离 函数 . 剩 下 的 只 是 证 明 完 备 性 . p = oo 的 情形 是 平凡 的 . 设 { 户 } 
“是 LP?(1 < p< oo) 中 的 Cauchy 列 , 选 子 序列 {fi,.} 使 得 


| fm 一 jz < 2 一 ， Vm 之 Nk. 
则 级 数 _ 
g(7) 一 > | 刀 ，， 万 | 
1 
定义 了 一 个 ae. 取 有 限 值 的 函数 , ||lgl|» < 1, 所 以 级 数 
f(x = fn? ) 十 + (fir — fni) 
也 定义 了 一 个 L? 中 的 函数 f(x), 并 且 它 是 {fi,} 的 几乎 处 处 收敛 的 极限 . 此 外 还 有 


Co 
|f fn ly < >》 fry fn; yp < 2 一 


j=k 
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这 说 明 {js} 在 L? 中 收敛 于 f. 既然 {fn} 是 Cauchy 序列 , 当然 也 有 {f;} 在 LP 
中 收敛 于 f. 当 0<p<1 时 的 完备 性 的 证 明 也 是 一 样 的 . 只 需 注意 到 估计 


oo p co 
/ (> fn fa, dn < > 人/ | fn: ?dn 
X \k=1 k=1"*X 
Co 


< >》 2-Kp 一 co， 
k=1 
定理 获 证 
注 当 p=2 时 , [2 还 是 一 个 Hilbert 空间 , 其 内 积 为 
(f,9) = / fydu, vf,geL?, (23) 
XxX 
这 个 空间 是 除 有 限 维 向 量 空间 以 外 最 重要 的 Hilbert 空间 的 例子 


81.2 LIL?(1 < p<o00) 的 对 偶 空 间 
本 章 内 从 本 节 开 始 的 以 后 各 节 , 我 们 讨论 L? 的 更 深入 一 些 的 性 质 , 先 从 对 偶 性 
质 开 始 . 


定理 (2.1) 设 1<p< wo%, 则 Lr? 可 连续 地 嵌入 到 L? 的 Banach 对 偶 空 间 
(L?)* 内 去 , 且 ge L? 产生 的 L? 上 的 有 界线 性 泛 函 !。 满足 


gl Cr)* = gl (1) 
证 明 设 geL?, 则 H6lder 不 等 式 说 明 如 下 定义 的 
(1) = 人 7 页 (2) 


是 L? 上 的 一 个 有 界线 性 函数 , 且 | < |lglly. 现 证 明 也 有 lglly < ll. 当 1<p< 
oo 时 , 只 需 令 
f= 一 = |9|2 “1sgng, (3) 


其 中 sn 人 对 任意 复数 (和 = 0 时 , 理解 sgn0 = 1). 便 有 


gl > i (PN FIs” = lglls, lglly, 


当 p = 1 时 , 不 妨 设 lell。 > 0. 对 任意 M < jlgllw, 取 集合 {z : |9| > M} 的 有 限 正 
测度 子 集 EE, 令 


/ 
卫 _ 
p 


= llglly. 


f 一 IE| rEsgng, 
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则 flli = 1, 但 
ly(f) = | f9dn= al? /lglan > M. 


由 M 的 任意 性 , 知 jl > lw。 总 之 , 我 们 已 经 证 明了 当 1 < p< 0% 时 ; L? Cc 
(L?)*, 且 风 入 映射 g 一 1 是 保 范 的 . 定理 证 毕 . 


下 面 我 们 要 证 明 , 对 1 < p < oo,(L?)* 的 元 素 都 由 L? 中 的 函数 按 如 上 方式 产 
生 , 从 而 L? = (L?)*. 为 此 , 需要 利用 Radon - Nikodym 定理 , 另外 , 还 要 用 到 L? 模 
的 等 价 表 示 , 它 本 身 是 有 独立 意义 的 , 因为 这 是 实际 上 判断 一 个 函数 是 否 属 于 L? 的 
有 效 手 段 . 我 们 先 来 给 出 这 个 等 价 表示 . 


定理 (2.2) 设 1<p< oo, 则 对 一 切 可 测 函 数 f, 不 论 它 是 否 属于 L?, 都 有 
fs = sop{ ] / fean :op eS, loly < 中 (4) 
XxX 
证 明 先 设 fe L?. 根据 定理 (2.1), L? C (L?)*, 并 且 有, = jlisjl, 故我 们 有 
flls = isl = sup { / fedn .ge Ir', gly < 上 
XX i 
当 1<p<oo 时 , 5 在 L? 中 稠密 , 再 由 Halder 不 等 式 , 知 
fl = wp/ foan :9 e 5, loly < 中 1 p< oo. 
XX 


现 看 p = 1 的 情形 . 设 fe L1, 对 任意 给 定 s > 0, 选 有 限 测度 集 ,使 [|fldu < 
取 9 ezec, 在 王 外 为 0,|9l。 < 1, 满足 


| / fgan > | llan—e 


再 选 pe 5, 在 互 外 为 0,lel。 科 1 并 且 满 足 


一 1 
CO < ad , 
lg— ol (fu 站 
这 样 , 我 们 有 
roan > tgan 一 Ee 之 lan 2e > fil — 3e. 


总 之 , 我 们 已 在 fe Z2 时 证 得 (4). 
设 f 4 L?, 先 看 1< p< co. 不 妨 假 定 f 是 a.e. 有 限 的 . 这 样 对 任意 大 的 B, 存 
在 有 限 测 度 集 记 使 
b < | fdx < co. 
EF 
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由 刚才 证 明 的 事实 知 存在 ee 9 使 
| / fpdn| > 有 oly < 1 
XxX 


这 正 是 (4) 所 要 求 的 . 现 设 p = co. 任 取 增长 到 co 的 正 数列 {Br}. 由 f 4 L%, 集合 
Fx = {7: Bk < |fl< Brri} 中 总 有 无 穷 个 的 测度 为 正 , 记 其 指标 集 为 {k;}. 取 FE 的 
有 限 正 测 度 子 集 Ex,, 令 

9i = |Ek.| Xp, sgnf, 
则 g; es Li, 有 征 


/ gfan -人 gif ldn > br. 
X x 
再 用 5 中 的 函数 w; 在 L1 中 通 近 g;, 使 oil 和 1 并 且 


/ pfan > |/ gfan _&, 
XxX XxX 
则 sup |fx pifdx| = co. 定理 证 毕 . 


注 定理 的 证 明 中 只 用 到 5 在 L?(1 < p < oo) 中 的 稠密 性 以 及 在 有 限 测度 集 
上 对 L% 中 函数 的 通 近 , 因此 当 X 是 拓扑 空间 时 , 对 1 < p < oo,5 可 用 连续 函数 的 
适当 子 集 代 替 . 

还 有 一 个 也 可 用 来 作为 判断 函数 是 否 属于 L? 的 类 似 事实 , 它 与 Halder 不 等 式 
互 为 道 命 题 . 

定理 (2.3) 设 1 < p < co, 9 是 可 测 函数 , 如 对 一 切 Fe L?, fge Ll, 则 ge LP 


证 明 p= co 时 是 显然 的 , 当 1<p< oo 时 , 设 针 =(XX,|Xn| <o0, 且 XX, 单 
调 增 . 令 
-9 当 zex, 且 ll 和 mu 
” 10， 其 他 . 


则 9 <s L? , 且 gn 单调 上 升 地 收敛 于 |g|. 由 定理 (2.1) 知 , 每 个 g, 产生 L? 上 一 个 
有 界线 性 泛 函 ,|i = gal 由 定理 条 件 知 , 对 每 个 fe Ze 都 有 


(A)| < 人 gn flan < 人 fgldp < oo 


根据 泛 函 分 析 中 的 一 致 有 界 原理 ( 见 本 书 83.1 定理 1.3), 知 gslly < ce < o0. 令 
nn 一 00, 当 1<p<o 时 用 Fatou 引 理 , 当 p= 1 时 用 点 收敛 , 便 推出 ge Lr?. 定理 
获 证 . 

注 当 p= 1 时 , 这 个 定理 可 以 不 用 一 致 有 界 原理 , 而 直接 证 明 , 即 对 g ¢ L>， 
我 们 要 构造 一 个 fe L1, 使 fg ¢ L1, 我 们 把 这 作为 一 个 习题 留 给 读者 
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现在 我 们 来 完成 L? 的 对 偶 (L?)* 的 刻画 . 
定理 (2.4) 设 1<p<o%, 则 LP? 与 (L?)* 等 距 同 构 . 


证 明 根据 定理 (2.1), 只 需 证 明 , 每 个 ! e (L?)* 确 是 某 个 ye Lr 产生 的 1,. 首 
先 考虑 |X| < co 情形 . 对 每 个 Be 史 , 令 


v(E) = L(xE). 
则 v 是 可 列 可 加 的 . 事实 上 , 车 { 轧 } 是 不 交集 合 列 , 则 > xa, 在 L? 中 收敛 于 Xj,， 
故 由 ;7 的 连续 性 得 
V [ 5 = [(XuE,) = lim >_ i(xE;) = > _v(E;). 
1 
这 说 明 v 是 一 个 复 测度 @. 此 外 , 由 于 
vB)| < ixelly = 人 可， 
我 们 知道 v 关于 1 绝对 连续 , 故 由 Radon - Nikodym 定理 , 存在 唯一 9g e L1, 使 得 
I(xE) = v(E)= | sa 一 人 pxean 

由 ;7 的 线性 , 知 对 一 切 os 5 也 有 

(9) = 人 7pd1， (5 


Ne 


此 外 还 有 


sup | 人 gpdn yp es, pls < ') < sup{li(p))} 
p 


< sup llpllylldl < jl. 
p 


由 定理 (2.2) 知 ge L?', 且 llglly; < 人 |. 现在 指出 由 这 个 g 产生 的 1 就 是 原来 的 7. 
”事实 上 , 根据 ! 的 连续 性 , Hilder 不 等 式 , 以 及 5 在 L?(1 < p< co) 中 稠密 , 知 式 (5) 
对 一 切 fe L? 成 立 , 这 就 是 说 1 = i. 

现 设 |X| = o00), 记 半 =UXy,|Xn| < 00, Xn CXnH1. 记 


LIL?(Xn)= {feL?: fx = 0 a.e.}. 


@ 设 (X, 多 ) 是 一 可 测 空间 , X € 多 ,v 是 定义 在 多 上 取 值 复数 的 函数 ”如 v(2) = 0 且 和 是 
可 列 可 加 的 , 则 称 v 是 (X, 多) 上 的 一 个 复 测 度 . 注意 复数 都 指 有 限 的 数 , 因此 , 复 测度 自动 满足 
IvI(X) < oo,|v| 是 wv 的 全 变 差 测度 . 
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议 1e (2L?)*, 则 7 也 在 LP?(X,,) 上 产生 一 个 有 界线 性 泛 函 1, 由 刚 证 明 的 事实 , 知 存 
在 唯一 g,, e L? (XX,,), 使 得 


Dj) = 人 Ffdn, Vf er?(X,), 


|gn || pe < | < jd ( 设 gn |xe = 0). 


由 唯一 性 知 
gm = YJm 8.6. 于 Xn{ |Xm, Vn,m. 


这 样 , 存在 唯一 g, 使 
g|x,, = gn, 且 llgllw < supllgnlly < jill. 
现 证 这 个 9 就 是 所 要 求 的 . 对 任意 fe Lr, fj,、 在 LP 中 收敛 于 f, 并 且 
(fx ) = 人 mfdh = 人 了 xx dy. 
令 n 一 oo, 同样 由 /1 的 连续 性 与 Hilder 不 等 式 , 知 
= 人 = 


定理 证 毕 . 


81.3 ZU < p< co) 中 的 强 收敛 与 Zz(1 < p < co) 中 的 弱 收 敛 


我 们 首先 讨论 L? 中 序列 依 L? 范 数 的 收敛 , 简称 强 收敛 , 或 L? 中 的 收敛 . 


定理 (3.1) 设 1<p<o, {所 }? 是 LP 中 序列 , 则 { 访 } 强 收敛 于 f, 当 且 仅 
当下 述 三 条 件 同 时 成 立 : 

(a) {fn} 依 测度 收敛 于 ( 简 记 为 f, 于 让); 

(5) 对 任 给 的 。 > 0, 存在 有 限 测 度 集 4。 使 


(/ flan < Ee, Vn. 
As 


(ec) 对 任 给 的 = > 0, 存在 5。 > 0, 使 对 一 切 可 测 集 E, 只 要 | < 5。, 就 有 


( / fared) <e, Wn. 
FE 
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证 明 设 {fa} 在 Z 中 收敛 于 f, 则 对 任意 和 > 0, 当 m 一 co 时 ,有 
{zh A> NI<A7/ fn — fl?dn 
{|fn.—f|> 和 } 
< 入 中 fn 和 fl|5 一 0， 


这 说 明 fi 一 f. 现 设 。 > 0, 则 存在 no 使 当 n > no 时 , 有 fi 一 fllp < $5, 再 选 有 
限 测度 集 B。 与 C。, 使 得 


(ree) < (Cn es en 
Be 2 Ce 


令 4-. = Be. UC, 则 当 7 之 No 与 NSNno 时 分 别 有 


内 oo <(/. Un "eo) +:(/ he) ss 
(fe) <(/ jr) < 


这 就 推出 了 (5). 类 似 地 , 可 推出 (c). 事实 上 , 对 给 定 的 s > 0, 先 取 no, 再 根据 no 选 
取 54 ,552) 使 得 


( | Ja < > VE， 只 要 |B| < 50D， 
E 
(/ falran) | < ee， YE， 只 要 |E| < 62), 当 n < no. 
E 
令 5. = min(54?,6542)), 则 对 任意 5,|E| < 5。, 便 有 


(/ apa) < -Flot (f Wan)" <e, n> ne 
E 
(/ aan) < 2， 当 n < no. 


这 证 明了 条 件 (a), (5), (c) 的 必要 性 . 
现 证 充分 性 . 由 fi 一， f, 知 在 任意 有 限 测度 集 上 , 有 
人 au < sup 人 fnl dy. 


这 是 因为 在 EB 上 有 子 列 {fr, }a.e. 收敛 于 f, 再 用 Fatou 引 理 便 可 . 这 说 明 f 本 身 也 
满足 条 件 (b), (c). 任 给 s > 0, 根据 条 件 (5), (c) 选 出 4. 与 5., 再 对 es' = elh。|-? 与 
6。 根据 依 测度 收敛 性 选取 no, 使 得 


| 好 :| 太一 用 > < < 0e, 当 n > no, 


81.3 ZL?(1 < p< co) 中 的 强 收敛 与 L?(1 < p < co) 中 的 弱 收 敛 . 17 ， 


这 样 当 n > no 时 , 便 有 


[fa = flls < | fla 
Ae (\{|fn—fl>e’} 


- "id +( n ray) 
(fe, fn— fl | / [fn — flfan 


< 2e +e'lAcl? 十 2s < 5e. 
这 了 恕 完成 了 定理 的 证 明 . 


注 1 本 定理 中 当 只 讨论 条 件 的 充分 性 时 , (a) 可 用 下 面 的 条 件 (a)' 代替 : 

(ao) 万 一 上 ae， 
改变 后 的 条 件 组 (a)' + (5) + (c) 对 保证 f, 强 收 和 敛 于 f 仍 是 充分 的 , 其 证 明基 本 上 一 
样 , 只 需 在 4。 与 5。 选 定 以 后 , 在 4。 上 利用 Egoroff 定理 , 得 到 一 个 B c 4。 满足 
|B| < 5c, 而 在 A。\ B 上 {f} 一 致 收敛 于 f, 后 面 的 步骤 就 完全 一 样 了 . 


注 2 我 们 还 考虑 如 下 两 个 条 件 
(b) 设 {Ex}? 是 可 测 集 的 任意 递 降 到 空 集 的 序列 ( 即 Ei 2 Exyi, 门 Bx = go) 


p 


lim / fnPad4 =0， 对 nn 一致. 
K—00 Er 
(0 记 Ermn = {7:|fn| > 如 ,有 
lim fnl?dh = 0， 对 nn 一致 
k—00 Ekn 


条 件 (b)' 有 时 被 称 为 “函数 列 {|f|?} 的 积分 有 对 n 一 致 的 可 列 可 加 性 ”; 性 质 (o) 
称 为 “函数 列 {|fj?} 的 积分 有 对 n 一 致 的 绝对 连续 性 ”. (对 测度 而 言 , 也 有 一 致 可 
列 可 加 性 与 一 致 绝对 连续 性 的 概念 , 见 下 节 的 定义 ). 本 文中 我 们 约定 性 质 (b), (c) 合 
起 来 为 {f} 的 一 致 p 可 积 性 . 易 知 (5) + (c) < 全 (b)' + (o)… 因此 , 将 本 定理 及 这 
两 个 注 归纳 得 到 : {fi} 在 L? 中 收敛 于 f, 当 且 仅 当 {所 } 是 一 致 p 可 积 的 , 同时 
fn 一? f. 而 只 讨论 充分 性 时 ,“f, 卫 、 f” 可 用 “fi 一 > f a.e.” 代 替 


推论 (3.2) (Lebesgue 控制 收敛 定理 ) 设 1<p < o0, {所 } 是 LL? 中 序列 ， 使 
所 加 了 或 者 万 一 六 ae 并 且 存在 ge IP 使 | 记 | < g; 则 {所 } 强 收敛 于 了 


和 证明 {f} 所 需要 的 一 致 p - 可 积 性 , 由 控制 函数 g 的 存在 保证 , 由 此 得 出 结 


除了 控制 收敛 定理 以 外 , 还 有 一 个 判别 L? 中 序列 {f} 强 收敛 的 方便 条 件 , 这 
就 是 


- 18 . 第 一 章 Lebesgue 空间 与 连续 函数 空间 


定理 (3.3) 设 1<p<o,{fn} 是 Z2 中 序列 , f 是 L? 中 函数 , 且 f, 卫 f 或 


证 明 先 设 p=1. 我 们 首先 证 明 {| 所 |} 在 天 中 收 合 于 |fl. 这 样 {所 } 的 一 致 
可 积 性 便 可 由 提 记 |} 的 强 收敛 推出 . 从 而 得 到 { 访 } 在 Li 中 收敛 . 为 证 {| 有 |} 的 强 
收敛 , 注意 到 

fnl + |f| = max(|fnl, |f)) + min(|fnl, |f)), 
以 及 
min(|fnl, |f|) < |f), 
此 外 还 有 
min(|fnl,|f|) 一 * |f| 或 者 min(|fn|,|f|) 一 |f|，ae. 


应 用 控制 收敛 定理 , 知 
和 min(| 太 ,AD = NF 
所 以 z 
Lmax (fal, FD = NF. 
因此 
/Me 上 (masc(lfob HD) = min(lfah lyD)an 一 0 


这 样 , 就 在 p = 1 时 证 明了 {fn} 强 收 伍 于 f. 
当 p > 1 时 , 函数 列 {|f,|?} 对 指标 1 满足 定理 的 条 件 , 故 它 在 L! 中 收 钱 于 |f|?， 
从 而 {| 所 |?} 是 一 致 可 积 族 . 再 由 定理 (3.1), 知 {所 } 在 L? 中 收敛 于 f. 定理 证 毕 . 


注 条 件 “f 了 f” 在 许多 场合 均 可 代替 条 件 “f,, 一 f,a.e.”. 以 本 定理 为 例 , 假 
设 我 们 已 经 证 明了 当 “f, 一 J, a.e.” 时 定理 的 结论 成 立 , 我 们 要 推出 当 用 “f,, 一 户 
代替 “ 户 一 f,a.e.” 时 , 定理 的 结论 亦 然 . 假设 不 然 , 则 存在 {f%} 的 子 序列 , 无 妨 
设 就 是 它 自己 , 使 信访 - fl?dn > a > 0. 但 因 存 在 {f} 的 子 序列 { 刀 ,} 使 得 
fn 一 户 ae, 故我 们 应 有 |f, 一 fis 一 0. 这 样 便 得 出 矛盾 . 反 证 法 便 完 成 了 上 述 断 
言 的 证 明 . 这 个 推理 很 典型 , 我 们 还 将 会 在 以 后 遇 到 


L? 中 序列 的 强 收敛 是 一 个 比较 强 的 性 质 , 它 不 太 容易 满足 , 同时 在 许多 问题 中 
又 不 一 定 非 要 它 不 可 , 例如 , 为 了 判断 一 个 三 角 级 数 是 L? 中 某 函 数 的 Fourier 级 数 ， 
并 不 需要 检验 它 的 部 分 和 或 某 种 求 和 强 收敛 于 L? 中 的 某 个 函数 , 而 只 需 它 们 有 某 
种 较 弱 的 收敛 性 , 这 种 收敛 性 就 是 在 Banach 空间 (甚至 更 一 般 的 拓扑 向 量 空间 ) 理 
论 中 十 分 重要 的 所 谓 弱 收敛 . 


定义 (3.4) 设 B 是 一 个 Banach 空间 , B* 是 它 的 对 偶 空 间 . B 中 使 所 有 1 e B* 
都 连续 的 最 弱 拓 扑 称 为 B 中 的 弱 拓 扑 . 在 这 种 拓扑 下 , B 中 广义 序列 {za} 的 收敛 ， 
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就 是 对 每 个 1 es B*, 广义 纯 量 序列 {1(x。)} 的 收敛 . B 中 序列 {zx} 在 弱 拓 扑 下 的 收 
敛 就 称 为 {zn} 的 弱 收 敛 . B 中 集合 4 称 为 弱 序 列 紧 的 , 如 果 4 中 每 个 序列 {zx,,} 
都 有 一 个 子 序列 {zni} 在 B 中 弱 收 敛 于 某 个 zx eB. {zn} CB 称 为 弱 Cauchy 列 ， 
如 果 纯 量 序列 {l(z)} 对 每 个 1 e B* 都 是 Cauchy 列 . B 称 为 弱 完 备 的 . 如 每 个 弱 
Cauchy 序列 都 有 能 极限 . 平行 地 , B* 中 使 每 个 ze B 作为 B* 上 的 线性 泛 函 都 连续 
的 最 弱 拓 扑 称 为 B* 的 弱 * 拓扑 . 上 述 弱 概念 都 有 对 应 的 弱 * 概念 . 


下 面 我 们 要 讨论 L?(1 < p < co) 在 弱 拓 扑 下 的 收敛 问题 (根据 定义 , 序列 { 户 } 
在 LP(1 < p < co) 中 弱 收 敛 于 f € Lr, 就 是 指 对 于 任意 g e L?, [fagdn 收敛 于 
扩 fgdn) 与 序列 紧 性 问题 . 这 类 问题 当 1 < p < oo 时 比较 容易 , p 二 1 时 要 复杂 得 
多 , 我 们 将 分 别 在 本 节 与 下 一 节 进行 讨论 . 


定理 (3.5) 设 1<p< ow, 则 L? 中 集合 4 是 弱 序 列 紧 的 , 当 且 仅 当 4 是 有 界 
的 , 此 外 L? 是 弱 完 备 的 . 


证 明 定理 (2.4) 断言 , 当 1 < p < co 时 , L? 是 目 反 Banach 空间 . 设 4 是 无 界 
的 , 则 有 序列 {f%} c 4, 使 fp 一 co, 它 当 然 不 可 能 有 弱 收 敛 的 子 序列 . 这 是 因为 
由 一 致 有 界 原 理 知 , 任意 弱 收 敛 的 序列 {fi,} 的 范 数 是 有 界 的 . 这 就 证 明了 任何 弱 
序列 紧 集 4 都 是 有 界 的 . 相反 的 断言 要 用 到 泛 函 分 析 中 的 一 个 著名 事实 , 即 Banach 
空间 的 对 偶 空 间 内 的 有 界 子 集 是 弱 x 相对 紧 的 (Banach - Alaoglu 定理 ). 现 设 4 是 
L? 的 任意 有 界 集 , 既然 L? = (L? )*, 故 它 是 (LP )* 内 弱 * 相对 紧 的 , 当然 更 是 弱 * 
序列 紧 的 . 注意 到 L? 作为 ZP 的 对 偶 的 弱 * 拓扑 与 I? 的 弱 拓扑 是 一 回 事 , 则 4 的 
弱 序 列 紧 性 获 证 . | z 

现 证 L? 是 弱 完 备 的 , 设 {f,} 是 L? 中 任意 弱 Cauchy 列 , 由 一 致 有 界 原理 , 知 
它 是 L? 中 有 界 集 , 故 由 弱 序 列 紧 性 知 , 存在 子 列 弱 收 敛 于 某 个 fe L?, 这 个 f 也 是 
序列 {f,} 自己 的 弱 极 限 . 定理 证 毕 . 


现在 讨论 L? 中 有 界 序列 的 弱 极 限 . 


定理 (3.6) 设 1<p< wo%,{fn} 是 L? 中 有 界 序列 , 且 存 在 可 测 函 数 f, 使 得 
所 一 或 1 一， ff ae. 则 {fn} 弱 收 敛 于 f. 


证 明 首先 考虑 fi 一 了 ae. 的 情形 . 由 Fatou 引 理 知 
ferLr, § flly < supllfals <e. 
任意 给 定 ge L?,s > 0, 选取 有 限 测度 集 4。 与 正 数 5 使 得 


1. 
/ p’ 人 
(f swan) < 5 ， 人 要 |B| < 6 
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在 集合 4。 上 应 用 Egoroff 定理 , 知 存在 集合 Bc Ah,, 使 |4 门 B°< 5, 而 所 在 B 
上 一 致 收敛 于 f. 选 no, 使 得 当 n > no 时 , 有 


f(z) — fn(z)lBl? lgly < 3 对 zeB 


于 是 只 要 nN 之 人 0， 便 有 


d 一 7 d 
hf he fra 
SN ~ Jn Jn J/n d 
< 一 上 gan + lf f olant f — fnllgldn 


< (/ or 
4。 门 Bs 
十 | | ga) [es 


十 


NY ” Jn d 
< /1 fallgldy 


工 
p7 


[fn — fllp + (/ |f— fnlray) | |9|lz 


3 十 3 一 €. (1) 
当 条 件 换 成 户 一 f 时 , 只 需 事先 选取 子 列 {fi,}a.e. 收敛 于 f, 仍 由 Fatou 引 
理 , 知 也 有 ||fl|。< c. 后 面 的 证 明 完全 类 似 , 只 需要 在 A。 上 利用 依 测 度 收敛 性 , 对 


ce (6llgllzl4e 上 ) 8 与 5 得 到 no, 使 得 当 m > no 时 , 集合 


Bn={reAc:|fn—fls<e} 
满足 |4。 门 Be| < 65。 再 在 式 (1) 中 将 B 换 成 B,, 便 得 所 要 的 结论 . 定理 证 毕 . 
注 1 上 述 定理 中 f, 二, f 情形 的 结论 可 以 不 必 再 证 一 遍 , 它 可 由 f; 一 > f ae. 
情形 的 结论 直接 推出 来 , 如 同 定理 (3.3) 后 的 注 中 指出 的 那样 . 
注 2 本 定理 对 p=1 时 不 成 立 , 例如 , 取 fn = NX(0,1)) 则 {fn} 是 L\(0,1) 中 
有 界 集 , 且 f, 一 > 0 与 fi 一 0, a.e. 都 成 立 , 但 {f} 并 不 弱 收 敛 于 0. 


现在 讨论 7z 中 弱 收 敛 与 强 收敛 的 关系 . 我 们 知道 , 在 任意 Banach 空间 B 中 , 序 
列 {z,,} 强 收敛 理 含 弱 收敛 , 也 蕴含 范 数 |z| 收敛 . 在 Hilbert 空间 中 可 证 明 弱 收敛 
与 范 数 收敛 一 起 推出 强 收敛 , 这 后 一 断言 是 容易 证 明 的 . 事实 上 , 记 内 积 为 ( ，)， 
则 有 


| Zn 一 了 | = {Tn — ZX, Tn — 7) 
= (Tn, Tn) — (LT, Tn) — (Tn, Z) + (7,7) — 0. 


这 里 对 第 一 项 是 用 范 数 收敛 , 第 二 、 三 项 用 弱 收 和 敛 , 对 一 般 Banach 空间 则 要 附加 条 
件 才 能 得 到 上 述 等 价 . 
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定义 (3.7) Banach 宇 间 称 为 一 致 凸 的 , 如 果 对 任意 s > 0, 存在 5。> 0, 使 得 
只 要 z,y 满足 


lzl=lol=D Iz-y| 2s 
则 有 | <1- 6.. Banach 空间 称 为 局 部 一 致 凸 的 , 如 果 对 单位 球面 上 的 任意 
7, 以 及 单位 球面 上 的 任何 序列 {x,,}, 只 要 字 


一 1, 便 有 ||zn。 一 zl| 一 0. 


注 一 致 凸 性 蕴含 局 部 一 致 凸 性 . 事实 上 , 如 果 ||z,, -zl| 一 0 不 成 立 , 则 存在 子 
列 {Zn } 与 Q >0, 使 得 | za 一 2 之 QL 则 由 一 致 凸 性 知 一 <1— oa, 这 与 


T+ Tn 
2 


一 1 矛盾 . 


引 理 (3.8) 设 B 是 一 个 局 部 一 致 溃 空间 , 则 {z%} 强 收敛 于 zx, 当 且 仅 当 {zx,,} 
弱 收 敛 于 z, 以 及 ||zn|| 一 zl. 


证 明 必要 性 部 分 是 无 条 件 地 成 立 的 .事实 上 , 如 果 {xz} 强 收敛 于 zx, 则 对 于 
任意 1 e B*， 
(rn) 一 必 Z)| < ll, 一 2Z|| 一 0. 


义 由 范 数 的 三 角 不 等 式 得 
liza = lzll | < llzn 一 zl 一 0. 


现在 利用 局 部 一 致 凸 性 证 明 条 件 的 充分 性 . 设 {y,} 弱 收 敛 于 y, 且 | 加 | 二 lyll. 
如 采 y = 0, 则 lynl| 一 0, 这 意味 着 {y,} 强 收 敛 于 0. 故 可 设 yz#0 且 风头 0, 令 


zn = yn yn, z= yiy. 


则 {zn} 弱 收 伊 于 z, zn = zl = 1. 如 果 {zx} 不 强 收敛 于 x, 则 由 局 部 一 致 凸 性 
知 存在 子 列 {zn} 与 a<1 使 


] 
| <a<1, Vvk. 


现 构 造 fs B*, 使 得 f(x) = |lzl| = 1, 且 f=1 (对 任意 Banach 空间 , 这 样 的 了 都 
是 存在 的 , 它 由 Hahn - Banach 定理 保证 ). 则 对 这 个 f, 将 有 


(fm,) + D < 1 Bea +o) <a<l 


当然 不 可 能 有 f(zxn,) 一 f(z), 这 个 矛盾 证 明了 {xz} 必 强 收敛 于 zx, 引 理 获 证 . 
5| 理 (3.9) 设 1<p<o%w, 则 LL? 是 一 致 凸 空 间 . 
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证 明 这 是 如 下 Clarkson 不 等 式 的 直接 结果 


p 


f+g f—-gll _1 1 
-~ 人 人 人 < ~ 六 ~ 六 之 2， 2 
p Dp 
/ 1 
ftg) fs) < (let lg) ,1<p<? (3) 
9 9 ~ 9 Dp 9 | 力 》 Dp 。 
p p 
式 (2),(3) 都 是 如 下 初等 不 等 式 的 结果 
z+wl zwl .lzl? lwl? 
< na A ) Vv 》 C, 之 2 4 
5 5 5 十 5 z, WEC,D (4) 
z+ wr +|z -wr <2(zP + wa, Vz, weC,1<pg2. (5) 


(4),(5) 有 初等 证 明 , 但 比较 麻烦 , 我 们 将 在 第 三 章 最 后 一 节 中 用 算 子 内 插 这 一 比较 
深刻 的 工具 给 出 它们 的 证 明 . 引 理 证 毕 . 


定理 (3.10) (Radon - Riesz) 设 1<p<o,{ 所 } 是 I? 中 序列 , 则 {所 } 强 
收敛 于 f, 当 且 仅 当 {fn} 绊 收 敛 于 f, 县 fp 一 fly 


证 阴 这 是 引 理 (3.8) 与 (3.9) 的 直接 结果 . 


注 本 定理 对 p = 1 不 成 立 , 例如 , 令 记 =1+sin nz, 则 {有 } 在 Li(0,27) 中 
弱 收 敛 于 函数 f=1, 且 fi 一 上 fill, 但 {f} 并 不 强 收 伍 于 矿 


$1.4 Li 中 的 弱 收 全 


现在 讨论 L1 在 弱 拓 扑 下 , 序列 的 收敛 与 序列 的 紧 性 . 这 种 情形 远 比 p > 1 时 复 
于. 此 时 ， 集合 函数 理论 中 著名 的 Vitali - Hahn - Saks 定理 是 解决 这 个 问题 的 关键 
事实 . 

设 (X, 多 ,4) 是 所 谓 一 般 测度 空间 (全 c 有 限 的 完备 的 非 负 测 度 空 间 ). 记 


F1={BeF:|E< ool. 
在 FZ1 上 定义 如 下 数值 函数 
d(Ei, E2) = up(BIAE2), VEi, bE2 € 1, (1) 
其 中 人 表示 集合 的 对 称 差 
再 AP = (Ei\ EE \ Ei) = EiUE \ bifbE. 


如 果 把 满足 (EB1AE2) = 0 的 集合 ,Es 称 为 属于 同一 等 价 类 , 则 {多 1,d} 作为 等 
价 类 的 空间 是 一 完备 距离 空间 . 这 是 因为 , 根据 


H(E1AE2) = 人 |X — XE2|dkh, 
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它 与 L! 的 闭 子 空间 {Xz : Be 多] 是 等 距 地 一 一 对 应 的 . 

设 和 是 (X, 多 ) 上 任意 一 个 复 测度 , 则 当 入 关于 / 绝对 连续 ( 记 为 和 过 /时 ， 
和 局 限于 多 1 作为 距离 空间 {21,d} 上 的 函数 是 有 定义 的 . 这 意思 是 , 对 (2 ,d) 的 
同一 等 价 类 , 和 的 值 是 唯一 的 . 事实 上 , 由 于 


HEAF)= NEN 站 FE) + ru(F \ EMD), 
当 y(EAF)=0 时 , 必 有 j(E\ENF)=j(F\ENMF)=0, 而 
AE) + AF\ EMF) = MEUF)= AF) + MAME\ ENMF), (2) 


故 从 j(EAF) = 0 总 能 推出 和 (E) = A(F). 此 外 , < 还 推出 和 关于 距离 4d 是 连 
续 函 数 , 这 是 因为 , 由 J(En,AE) 一 0, 知 


(BE\ENE,) =—»0 与 jp(En\ ENE,)—»0, 


从 而 由 去 (2) (用 也 代替 其 中 F) 即 知 和 (EB,) 一 和 A(E). 反 过 来 , 对 (X 多 ) 上 任意 复 
出 度 X, 如 果 和 可 以 看 成 是 距离 空间 {多 1,d} 上 的 函数 , 则 必须 和 < 1. 事实 上 如 
朱 HA 已 )=0 则 忆 与 空 集 g 是 同一 等 价 类 , 故 A(E) = AZ = 0, 这 说 明 入 < 六 六 由 
此 可 见 , 为 了 能 利用 距离 空间 {21,d} 这 一 工具 , 我 们 只 能 考虑 (X 多) 上 那些 关于 
4 绝对 连续 的 测度 和 . 此 外 , 我 们 重申 只 有 集合 的 4 测度 才 简 记 为 | .| 

我 们 先 给 出 测度 空间 上 测度 序列 的 两 个 重要 概念 . 

定义 (4.1) 设 (X, 多 ,4) 是 全 c 有 限 非 负 测 度 空间 , {A} 是 其 上 复 测度 的 一 
个 序列 , 说 {An} 关于 4 是 一 致 绝对 连续 的 , 如 果 


lim 和 (EB)==0 对 7 一致; (3) 


[|E|—0 
说 {Xn} 对 n 一 致 可 列 可 加 , 如 果 对 可 测 集 的 任意 单调 下 降 族 {E,}, 满足 门 = 2, 
都 有 
im An(Ek)==0 对 nn 一 致 (4) 
定理 (4.2) (Vitali - Hahn - Saks) 设 {入} 是 (X, 多 ,1) 上 复 测度 的 序列 , 满 
和 下 Xn 世 14, 并且 有 有 限 极 限 


lim M,(E)= ME), vEe 多， (5) 


则 {和} 关于 是 一 致 绝对 连续 的 . 此 外 , 当 jy(X) < oo 时 , 可 以 推出 和 是 可 列 可 加 
的 , 从 而 和 是 一 个 关于 j 绝对 连续 的 复 测度 . 


证 阴 我 们 已 经 指出 过 , A,, 都 是 距离 空间 {.21,d} 上 的 连续 函数 , 故 对 任意 = > 
0, 集合 
Fr(e) = {EB € F1:suplM(E)— Mrn(E)| < e} 
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是 {. 多 ,dj 中 可 列 个 闭 集 的 交 


Fx(e) ={ HE € ZF1: Mk(E)— Mtn(E)| < e}, 


从 而 也 是 闭 集 . 由 (5) 知 
{91,d} = | JF(e). 
k 


因为 {.91,d} 是 完备 距离 空间 , 所 以 是 Baire 意义 下 的 第 二 纲 集 ( 见 83.1 定理 1.2)， 
故 存在 ko, 使 得 所 ,(e) 包含 {多 1,d} 的 一 个 球 


B(Eo,6) = {E € 91:d(E, Eo) < 6}, 
从 而 
sup Mo(B) - Morn(B)| < e, VE B(Eo,6) 
现 设 Be {F1,d} 是 使 得 MB) < 5 的 任意 元 素 , 注意 集合 等 式 
E= EJEo\(E\ENE)= Ei\E, Ei,EeB(Eo,5), 
由 于 i = E2 WB 是 不 交 并 , 而 每 个 Xk 又 是 可 加 的 , 故 当 大 > ko 时 , 有 
Ax(E)| < [Mo (BE)| 十 [Xo (E)— Mk(E) 


< [Mo (E)| 十 |Ako( 瑟 1) — A (EI)| 十 |Ako(E2) 一 入 Ra) 
< | 和 Ko (E)| 十 22. 


根据 和 ,的 绝对 连续 性 , 只 要 (EF) < 7, 便 有 |Apo(B)| < s. 故 上 只 要 j(E) < min(6,n)， 
当天 > ko 时 , 便 有 | 和 x(B)| < 3e. 而 当 大 < ko 时 , 根据 和 4, 只 要 |B| 充分 小 , 当 
然 也 有 和 A.(E) 任意 小 , 这 就 证 明了 (3) 对 nn 一致 成 立 . 

现 设 |X| < oo. 只 要 我 们 能 证 明 入 是 可 列 可 加 的 , 它 就 是 一 个 复 测 度 . 全 于 它 关 
于 4 的 绝对 连续 性 可 由 和 < 由 对 大 一致 而 得 出 . 现在 我 们 来 证 明和 是 可 列 可 加 的 . 
在 |X| < oo 的 条 件 下 , 这 是 Xk < 4 对 一 致 这 一 事实 的 结果 . 事实 上 , 入 显然 是 有 


限 可 加 的 . 设 站 妃 , 是 任 一 不 交 并 , 由 |X| < oo, 知 | 一 0, 故 对 任 给 5> 0 存 
1 nn 十 


在 no, 使 得 当 n > no 时 ， < 6. 现 对 任意 给 定 的 s > 0, 设 6 就 是 根据 和 天 


OO 
UE; 
n 二 ] 


于 大 一致 绝对 连续 所 决定 的 5, 即使 得 


Ax(E)| < e， 只 要 |E|<56. 
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这 样 , 只 要 n > no, 选 各 充分 大 , 便 有 
人 
1 1 
入 (Us) — Ak,, U 十 | 和 Ak， (UL 5 
1 1 ?2 十] 

十 Ak, (Ua 一 从 (Us) < 3E 
1 1 
A (5 5 ~ 


本 定理 至 此 证 毕 . 


我 们 的 目的 是 希望 和 是 一 个 关于 j 绝对 连续 的 测度 , 定理 (4.2) 虽然 做 到 了 这 
一 氮 , 但 附加 了 一 个 令 人 不 快 的 限制 . 即 |X| < oo. 所幸 的 是 这 个 限制 差不多 是 可 去 
挥 的 , 并 且 要 得 到 此 , 仅仅 利用 定理 (4.2) 就 够 了 .“ 差 不 多 ”的 意思 是 指 式 (5) 中 条 
件 要 稍微 加 强 一 下 . 


推论 (4.3) 设 (X, 多 ) 是 一 个 可 测 空间 , X e 多, {和 ,} 是 复 测度 的 序列 , 且 有 
有 限 极限 


注意 其 中 下 是 用 到 了 和 之 4 关于 是 一 致 的 . 


im Mn(E)= MBE), YEeZ. (6) 
则 {An} 的 可 列 可 加 性 对 ”是 一 致 的 . 
证 明 回忆 一 下 , 当 X€ .多 时 , 复 测度 的 定义 蕴含 了 每 个 和 ,, 都 是 有 界 测度 , 即 
An|(X) < co. 现在 在 (X, 多) 上 引进 一 个 新 的 测度 


nu(E) = 2 "IAI(X)) 1Ajl( 百 )， vE eZ. (7) 


4 是 一 个 概率 测度 . 显然 | 和 Aj| < 岂 当然 A; < ,vi. 这 样 , 由 定理 (4.2) 知 和 A; < 上 4 
对 j 一 致 . 现在 jy(X) = 1, {和 y} 的 可 列 可 加 的 一 致 性 便 由 和 < 对 j 一 致 而 得 到 . 
事实 上 , 设 {Ei} 是 单调 递 降 于 空 集 的 任意 集合 族 , 则 (EB) 一 0, 式 (4) 便 由 式 (7) 


定理 (4.4) 设 {A} 是 (X, 多 ,1) 上 复 测 度 的 序列 , 入 , < ,并 且 式 (6) 中 的 有 
限 极 限 存在 , 则 和 是 关于 / 绝对 连续 的 复 测度 . 


证 阴 由 定理 (4.2) 与 推论 (4.3), 知 {An} 的 可 列 可 加 性 以 及 关于 4 的 绝对 连 
续 对 n 都 是 一 致 的 . 前 者 可 推出 和 是 一 个 复 测度 , 后 者 可 推出 < u. 定理 获 证 . 
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推论 (4.5) 设 {所 } 是 元: 中 的 有 界 集 , 且 极 限 
MAE)= lim | 户 dU， VvEEeZF (8) 
NOO FE 


存在 , 则 存在 fe LL, 使 {所 } 弱 收 敛 于 f. 


证 明 用 f,, 为 密度 函数 定义 测度 入, ( 即 和 (EB) = 太太 du 对 一 切 Ee 多 ), 简 
记 An = frdn. 由 于 {fn} 是 L 有 界 的 , 式 (8) 中 反 限 是 是 一 个 (有 限 ) 复数 . 根据 定理 
(4.3), 知 复 测度 入 入 由 由 Radon - Nikodym 定理 , 存在 fs L1, 使 = Fa, 我 们 
来 证 明 这 个 f 就 是 {所 } 的 弱 极 限 . 事实 上 , 任 给 ge Ze, 由 广义 简单 函数 类 在 Lx 
中 稠密 , 知 对 任意 s > 0, 存在 广义 简单 函数 yp, 使 412- gl < se. 对 这 个 wo, 存在 no， 


使 得 当 n > no 时 ， 
/ fnpah -| fedn < 2. 
XX 从 


人 j9d1 一 人 frgdn 
< 下 f(g wan 十 [ of fn) 十 / fl 9) 
和 (||flli + supllfrlli + 1)e, 


注 极限 Jim fs fdk 对 任意 妃 多 存在 如 果 减 弱 为 只 对 Be 存在 , 则 
{ 访 } 不 一 定 弱 收敛 . 例如 , 令 所 = Xman 则 {frn} 是 元 (0,co) 中 的 有 界 集 , 旦 使 
得 

lim fndp = 一 0， VvEe .多 1 ， 


他 OO 


但 { 访 } 并 不 弱 收 敛 到 f = 0. 上 述 条 件 可 如 下 验证 对 忆 € 21, 由 |E| < %, 知 
Jim |ENMIN,o0)|=0, 而 


,lim 人/ fadj = lim hn fad + mm | fudh 
Nn—O0 (No,N A Ef \[N,o) 
< |ENMLN, o0)), 


故 必 有 ffndy 一 0. 这 个 例子 也 说 明 , 定理 (4.4) 的 条 件 (6) 不 能 减弱 为 式 (5). 
定理 (4.6) Li 是 弱 完 备 的 . 


证 明 设 { 访 } 是 L! 中 弱 Cauchy 序列 , 则 由 一 致 有 界 原 理 知 {f%} 是 L* 中 有 
界 集 . 而 对 任意 e 多 , 因 Xp e L™%, 故 [5 fndn 是 Cauchy 数列 , 因而 存在 (有 限 ) 
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复数 和 (五 ) 作为 它 的 极限 . 应 用 推论 (4.5), 知 存在 fe L1, 使 得 {f} 弱 收 化 于 f. 工 1 
的 弱 完 备 性 获 证 . 
综合 推论 (4.5) 与 定理 (4.6), 我 们 得 到 


定理 (4.7) 设 {f} 是 L1 中 序列 , 则 下 述 三 个 断言 等 价 : 
(a) { 太 上 是 弱 Cauchy 序列 : 

(0) {fn} 弱 收 敛 ; 

(c) {fn} 是 元: 中 有 界 列 , 且 极 限 


lim fndhu, VvEESZF 
各 一 OO 五 


存在 . 
在 实际 应 用 中 , 往往 只 需要 判断 序列 { 刀 } 是 否 存在 弱 收敛 子 序列 . 而 无 需 事先 
知道 这 个 序列 本 身 也 弱 收 敛 . 这 引导 到 弱 序 列 紧 性 的 讨论 
”定理 (4.8) 设 集合 4 c L! 是 弱 序 列 紧 的 , 则 4 是 L1 中 有 界 集 , 并 且 复 测度 
集合 
{XM = fadn: fe A} (9) 
关于 是 一 致 绝对 连续 的 , 它们 的 可 列 可 加 性 也 是 一 致 的 . 反之 , 4 的 有 界 性 与 测度 
集合 (9) 的 一 致 可 列 可 加 性 一 起 蕴含 4 是 弱 序列 紧 的 
证 明 设 4 是 弱 序 列 紧 的 , 则 由 一 致 有 界 原理 知 4 是 有 和 界 的 . 设 {Ay} 关于 
不 是 一 致 绝对 连续 的 , 这 时 , 存在 某 个 s > 0, 与 {En}, {fi} 满足 | 末 | 一 0 及 大 E4 
使 得 | /5, frdu| > =. 由 4 是 弱 序列 紧 的 , 知 {fs} 有 子 序列 (不 妨 设 就 是 它 自己 ) 是 
弱 收 敛 的 . 故 根据 定理 (4.2), 和 < 对 上 一致, 这 与 |Bs| 一 0, 而 |/ frdp| >e 巴 
盾 . 这 就 证 明了 Ay < 对 fe 4 一致. 现 设 {Xj : fe A} 的 可 列 可 加 性 不 一 致 ,这 时 
存在 。 > 0 与 一 个 递 降 于 空 集 的 集 序列 {.} ,以 及 {f} c 4, 使 得 |[s, fdp| > < 
同 前 面 一 样 , 不 妨 设 {f} 是 弱 收敛 的 . 由 推论 (4.3) 知 {和 Aj} 的 可 列 可 加 性 是 一 至 
的 , 这 与 | frdu| > 矛盾 , {Xf : fe A} 的 一 臻 可 列 可 加 性 也 获 证 
现 设 4 是 有 界 的 , 且 {Xjy : fe 4} 的 可 列 可 加 性 是 一 致 的 . 设 {所 } 是 4 中 的 
有 取 非 零 值 的 集合 至 多 可 列 个 , 考虑 由 这 些 集合 生成 的 集合 代数 xz, 它 仍 由 可 列 个 
元 素 组 成 . 记 多 为 of 生成 的 o 代数 , 则 {fs} 是 L1(X, 多 ,1) 的 有 界 子 集 . 对 每 个 
已 < wy, {Aj,(E)} 是 复 平面 上 的 有 界 集 , 故 由 对 角 线 原理 可 找到 {f,} 的 子 列 (不 妨 
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设 就 是 它 自己 ), 使 得 极限 
im 人 frdu, VBE 好 
存在 , 下 面 来 证 明 , 这 个 极限 对 任意 Ee 多 也 存在 . 事实 上 , 记 


多 1 = {FegS: 使 im My, (FG) 存在 ， VG € 好 
Fs = {FeF: 使 FNME ee Zi, VE € ZF1}. 


只 要 证 明 多; 是 一 个 包含 yf 的 o 代数 ,就 有 .F2 = 多 . 设 G1 e ,要 证 明 VE e 多 
与 YG2 e 好 ,和 yj (Gi 门 门 G2) 极限 存在 . 而 这 是 显然 的 , 因为 EB € 久 21, G1 门 G2 < 
Xf. 这 说 明 wz c Fo. 现在 证 明 ZF 在 集合 的 求 补 与 求 交 运 算 下 是 封闭 的 . 设 让, Fy e 
多 2, Ee Z| 任意 , 则 当然 斑 门 轧 仆 Be 91, 此 外 , 若 Ge 录 , 则 因为 大门 瑟 mG= 
ENG\FNENMG, 由 入 jy, 的 可 减 性 知 , Ay, (F° 门 EB 门 G) 极限 存在 . 这 就 完成 了 多。 
是 一 个 代数 的 证 明 . 特别 地 , 我 们 证 明了 , 它 对 有 限 并 是 封闭 的 . 剩 下 要 证 它 对 可 列 
并 也 封闭 , 设 品 媚 ,是 可 列 并 , 已 < 91,G € 9Y, 则 


AI 


lim 》y。 [Unenan 存在 ， 


1 
以 及 
im 入 [Unana | 存在 , 且 对 ”一 致 . 


这 样 Aj (Us nene)j 是 两 指标 的 Cauchy 序列 , 故 两 指标 的 极限 存在 , 且 


OO AI 
lim Xj, (We) = lm jim [Unena 
1 1 

这 说 明 .多 是 一 个 o 代数 . 如 上 面 已 指出 的 , 有 .22 = 多 . 特别 地 , 由 于 EE,G 可 取 为 
X, 知 lim Ar.(P) 存在 有 限 , YF < 多 . 这 样 由 推论 (4.5) 知 {所} 在 L1(X, 多 ,1) 中 有 
弱 极限 f. 但 因 L1(X, F,4) 等 范 地 嵌入 到 ZI(X 多 ,由 以 及 对 每 个 ge Zee(X 多 ,1) 
都 存在 5e L%(X, 到, 由, 使 得 g,5 在 L1(X, 多 ,1) 上 有 相同 的 泛 函 值 . 这 说 明 {f,} 
在 Li1(X, 多, 中 也 弱 收 敛 于 f, 定理 证 毕 . 

推论 (4.9) 设 4 是 工 中 序列 , 记 |4|= {fl,fe 4}, 则 4 与 |4| 或 者 同时 弱 
序列 紧 , 或 者 都 不 是 . 


证 了 明 显然 , 4 与 |4| 的 有 界 性 是 相同 的 , 现在 证 明 4 与 |4| 关于 的 一 致 绝对 
连续 性 与 可 列 可 加 性 也 都 是 相同 的 . 无 疑 地 , |4| 的 这 两 个 性 质 分 别 强 于 4 的 对 应 性 
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质 , 故 只 要 证 其 逆 也 成 立 . 如 果 不 然 , 设 4 的 元 素 有 对 1 的 一 致 绝对 连续 性 , 但 |4| 
没有 . 如 上 一 个 定理 的 证 明 中 指出 的 那样 ， 存在 s> 0 与 {Bx}, {fk}, 使 得 [Exr| 一 0， 
但 是 [6 | 大 lou > ,Vk. 分 解 fi 为 


本 4 
fr= fe" f° \ i(fe fi 小 名 >0, 
2 | 
f° -ff ) _ f°) 本 一 0 


记 BO = {ze BB :J0) > 0}. 因为 


人 frldh = | (> (> 站 us], 大 au 


所 以 , 至 少 存在 一 个 j, 记 为 jo, 使 得 有 无 穷 个 大 满足 


(7o) 7 ~ 上 
hs k 六 二 4 


> 上 Hodp > ~， 对 无 穷 个 
Eo) 4 


因而 


| 大 du 
万 (70) 


由 ji 一 0 知 , 这 与 {fdn} 对 4 的 一 致 绝对 连续 性 矛盾 . 故 |4| 的 元 素 的 绝对 
连续 性 必须 是 一 致 的 . 

现在 , 设 4 同时 是 一 致 绝对 连续 与 一 致 可 列 可 加 的 , 但 |4| 的 元 素 的 可 列 可 加 
性 不 是 一 致 的 . 这 时 , 存在 = > 0, 与 一 个 递 降 于 空 集 的 集 列 {EE}, 以 及 4 中 一 个 弱 
收 伍 的 函数 列 {i}, 使 得 计 | 大 ou > es, 在 (X, 多 ) 上 引进 概率 测度 


-二 2 (Mg|(X)) -TMICE), vE eZ, 


其 中 入 = frdx. 则 和 之 入 上 且 lim M(B) 存在 , VE < 多 . 故 由 定理 (4.2) 知 Xk 之 六 


对 一致 . 但 刚才 我 们 已 经 证 明了 ; 由 和 < 入 对 一 致 , 可 以 推出 | < 入 对 一 
致 , 而 这 是 与 /5, |f|du >e 矛盾 的 , 定理 证 毕 


利用 这 个 推论 , 可 以 得 到 L1 中 强 收 全 与 弱 收 敛 的 如 下 关系 . 


定理 (4.10) 设 { 记 } 是 L1 中 序列 . 则 {fn} 强 收 敛 于 f, 当 且 仅 当 {f} 弱 收 
鲜于 f 且 在 任意 有 限 测度 集 上 f, 过 f. 


证 明 必要 性 是 显然 的 , 只 需 证 充分 性 . 设 {fi,} 弱 收 敛 于 f 且 在 任意 有 限 测度 
集 上 所 一 > f, 则 由 推论 (4.9) 知 , {| 反 |dx} 与 {fdx} 一 样 也 有 对 的 一 致 绝对 连 
续 性 , 以 及 一 致 的 可 列 可 加 性 (这 两 者 合 起 来 就 是 以 前 指出 的 一 致 可 积 性 ). 再 由 定 
理 (3.1) 知 { 访 } 强 收 敛 于 f. 定理 证 毕 . 
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注 由 定理 (3.1) 知 , 本 定理 将 L1 改 为 I?(1 < p < oo) 也 对 . 此 外 , 当 只 考虑 条 
件 的 充分 性 时 ,“f, 一 f” 可 用 “六 一 f,a.e.” 代 替 . 


81.5 连续 函数 空间 


本 节 我 们 研究 连续 函数 空间 , 这 时 底 空间 要 求 从 一 般 测 度 空间 转 到 赋 有 拓扑 结 
构 的 空间 . 连续 函数 空间 的 重要 性 在 于 : 它 几 乎 到 处 可 见 , 凡 有 拓扑 结构 的 地 方 , 都 
有 连续 函数 ; 它 性 质 较 好 , 可 以 用 来 逼 近 既 有 拓扑 结构 也 有 测度 结构 的 空间 内 的 可 积 
函数 ; 从 逼近 论 的 观点 看 , 它 经 常 是 L% 的 一 种 “替代 ”; 此 外 , 它 是 交换 Banach 代 
数 的 重要 、 简 单 、 典 型 的 代表 , 而 且 在 某 种 意义 上 来 说 . 所 有 交换 Banach 代数 都 是 
这 一 特殊 交换 Banach 代数 的 子 代数 (根据 Gelfand 理论 ). 不 过 , 正如 我 们 在 本 章 前 
言 指出 的 , 本 节 将 只 介绍 Stone - Weierstrass 逼近 定理 与 Arzela - Ascoli 紧 性 定理 . 

为 了 读者 查阅 方便 , 我 们 首先 叙述 Riesz 表示 定理 . 本 节 考 虑 的 是 局 部 紧 TD 拓 
扑 空 间 (TD 的 意义 是 ,对 和 的 任意 两 点 zl 关 xz2, 存在 邻 域 V,, VV,, 使 得 VV, 自信。 = 
oj), Co(X) 表示 连续 且 无 穷 远 处 趋 于 0 的 全 体 函数 所 组 成 的 Banach 空间 , M(X) 表 
示 X 上 所 有 有 界 正 规 复 值 Borel 测度 在 通常 线性 运算 与 全 变 差 范 数 下 所 成 的 Banach 
空间 . 

Riesz 表示 定理 : Co(X)* 与 M(X) 在 下 述 映 射 下 等 距 同 构 . 


ul,:l(f)= 人 f(z)du(rz), vf € Co(X). 


现在 我 们 来 讨论 Stone - Weierstrass 定理 . 经 典 的 著名 的 Weierstrass 乙 近 定理 
说 , R 上 有 限 闭 区 间 上 的 任意 连续 函数 , 可 用 多 项 式 在 这 个 区 间 上 一 致 逼近 . 类 似 地 ， 
周期 连续 函数 可 用 三 角 多 项 式 一 臻 逼近. M. Stone 给 出 了 这 个 定理 在 一 般 拓 扑 空 间 
上 的 推广 , 这 个 推广 条 件 简单 , 证 明 巧 妙 , 非常 漂亮 . 


定义 (5.1) 设 XX 是 一 个 (局 部 紧 荆 ) 拓扑 空间 , 多 是 X 上 定义 的 ( 复 值 或 实 
值 ) 连续 函数 组 成 的 任何 集合 , 我 们 称 .多 是 可 分 辨 多 的 , 如 果 Vx,y e 久 ,z 关 yy, 存 
在 fe. 多 ,使 f(x) 冯 f(y). 


引 理 (5.2) 设 X 是 紧 拓 扑 空间 , 4 是 实 连续 函数 代数 CE(X) 的 一 个 财 子 代 
数 , 则 4 在 min 与 max 两 运算 下 封闭 . 


证 明 我 们 要 利用 数学 分 析 中 的 一 个 初等 事实 (古典 Weierstrass 定理 的 一 个 特 
例 , 它 可 初等 地 证 明 ): 定义 在 [-1,1] 区 间 上 的 连续 函数 |x| 可 用 多 项 式 一 致 逼近 , 设 
这 样 的 多 项 式 为 {P,(z)}. 对 任意 ge 4,g 半 0, 以 及 [-11] 上 任意 多 项 式 P(z), 由 


4 是 代数 知 了 (一 ) < 4 再 根据 9 是 (和 8) ) 的 一 至 极限 ,而 4 又 


81.5 ”连续 函数 空间 . 31 . 


是 闭 的 , 故 站 < 4, 从 而 lol e 4. 注意 初等 表示 式 

4 十 b 一 la 一 吕 
9 9 

at+b+|la—do 
2 


min(a,b) = 
max(a,b) = ,Va,beR, 
知 4 在 min 与 max 运算 下 封闭 , 引 理 证 毕 . 

现在 我 们 过 渡 到 通 向 主要 定理 的 关键 引 理 . 


引 理 (5.3) 设 X 紧 ,4 是 CR(X) 的 一 个 任意 子 集 , 满足 
(1) 在 min 与 max 下 封闭 : 
(2) Yzx,y € X,YVa,bE 民 , ( 当 7x =y 时 , 有 a = 65) 存在 gzw(t) € 4, 使 


gr,y (7) 三 Q,， gz,y(y) = b. 
则 4= CR(X). 


证 明 任 取 f e CR(X) 与 a > 0, 我 们 要 证 明 存在 4 中 函数 g, 使 得 |f(z) - 
g(7)| < 2,Vz EX. Vz,y € 义 , 令 a 二 f(z),b = f(y), 设 gz,y(t)€ 4 为 条 件 (2) 中 给 定 
的 函数 . 现 固定 y, 由 于 g;,y(t) 与 f(t) 都 是 连续 函数 , 且 在 t = z 处 相等 , 故 存在 邻 
域 V, 使 得 

gry(t) > f(t)—e, vteV. 


由 X 的 紧 性 知 存在 {zx}?, 使 得 X = UV 现 令 

9y = max(gzri,y,*** ,Yrn,y)) 
则 由 性 质 (1), g, € 4, 且 

gu 的 > 的 -se WexX, gly) = f(y). (1 
同样 的 推理 知 存在 {yj}Y, {U,,}Y, 使 得 六 = Ut 且 
9y(t) < ft) +e, vteU,,,vy. 

这 样 g = min(gy,,… ,9y,,)& 4, 且 

g(t) <f(t)+e, vtexX. 


由 式 (1), 当然 也 有 
g(t) > f(t)—e, vtexX. 


这 样 |g 一 f| < s 一 致 成 立 . 引 理 获 证 . 
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注 假设 引 理 中 条 件 (2) 再 加 上 限制 : 对 某 两 定点 zl zz, 当 z = zx1,y = z2 时 ， 
a 也 要 求 与 一 样 , 则 结论 变 为 


A={f eC"(X): f(z1) = f(r2)}. 
证 明 是 完全 一 样 的 . 
从 前 述 两 个 引 理 可 以 直接 推出 本 节 的 一 个 主要 定理 
定理 (5.4) (Stone - Weierstrass) 设 X 紧 ,4 是 CR(X) 的 一 个 可 分 辨 针 的 
子 代 数 , 且 含 常数 1, 则 4 = CR(X). 


证 明 我 们 把 4 取 作 引 理 (5.3) 中 的 集合 , 由 引 理 (5.2) 知 它 在 min 与 max 运 
算 下 封闭 . 现在 我 们 证 明 4 可 分 辨 X 与 含 常数 1 这 两 个 条 件 , 纺 含 了 引 理 (5.3) 中 
的 条 件 (2). 事实 上 , vz,y ab ( 当 x =y 时 要 求 a=), 令 


gz,z(t) 一 QQ, vte 从 ， 
ab ah(y) — bh(z) 1 
oo AZ) 一 TD ”二 (2) 
TAYy, vitexX. 


其 中 he 4 是 满足 h(z) 六 hly) 的 函数 . 由 于 4 是 代数 , 是 1 < 4 知 gz.s,9zw E 4 
这 就 证 明了 4 满足 引 理 (5.3) 中 的 两 个 条 件 , 故 由 该 引 理 知 4 = CR(X), 定理 获 证 . 


注 1 如 果 定 理 条 件 中 “4 可 分 辨 X” 改 为 如 下 意义 下 的 “A4 弱 可 分 辩 X”: 除 
某 两 点 z1,z2 外 , 对 其 他 点 4 皆 可 分 辨 . 则 由 引 理 (5.3) 后 面 的 注 知 , 定理 的 结论 相 
应 地 变 为 
A= {fe CR(X): f(z1) = f (22)}. 


证 明 中 唯一 要 改动 的 是 , 在 wy 人 的 定义 式 (2) 中 补充 
drziza (t) 一 4. 


注 2 注 1 指 出 了 定理 中 的 条 件 “4 可 分 辩 X"” 是 必要 的 , 这 是 因为 , 根据 X 
的 宛 性 , 显然 CR 关 {f eCR(X) :f(z1) = f(z2)}. 后 面 我 们 将 用 例子 指出 , 条 
件 1 es 4 却 不 是 必要 的 , 为 此 先 看 看 除去 条 件 1 € 4 后 , 将 会 有 怎样 的 结果 . 


定理 (5.5) 设 X 紧 ,4 是 COX) 的 可 分 辨 X 的 子 代 数 , 则 或 者 4 = CR(X)， 
或 者 存在 to < X, 使 得 


A=CR(X)= {f ECR(X): f(to) = 0}. 
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证 明 先 考虑 vz e X, 存在 ge 4, 使 得 g(z) 0 的 情形 . 要 证 引 理 (5.3) 中 的 
条 件 (2) 此 时 成 立 , 从 而 4 = CR(X). 首先 指出 , vzy e XX,z 六 vy, 存在 he 4 使 
h(z) 天 0, jz) 关 h(y). 这 内 需 分 别 取 hi < 4, ho e 4, 使 得 


hi(z) # hi(y), ho(z) #0. 


再 令 
hi(t), 当 hi(z) #0, 
h(t) = ¢ h(t), 当 hi(zx) = 0, hz(x) # ho(y), 
hi(t) + h2(t), 3 hi(z) = 0, ho(7) = ha(y). 


我 们 进一步 指出 , h 可 以 改造 使 得 此 外 还 有 h(y) = 0. 事实 上 , 当 h(y) 产 0 时 , 考虑 


ht) AAA 
0 = Ry) ~ (i) 


则 h(z) 关 0 (因为 h(z) 天 0,h(z) 类 hl(y)),K(y) = 0. 现 进一步 考虑 jd) 它 便 


在 zx 为 1, 在 y 为 0” 类 似 可 得 4 中 在 y 为 1, 在 z 为 0 的 函数 这 说 明 引 理 
(5.3) 中 的 条 件 (2) 确实 成 立 . 现 设 存在 to e X, 使 得 4 中 函数 都 在 to 为 0， 考 
虑 4 = {f+c:f eh,ceRR}, 则 和 是 CR(X) 的 子 代 数 , 可 分 辨 义 , 含 常数 1. 故 
vf < CR(X) 以 及 e > 0， 存在 ge 4， c € 民 , 使 得 |f 一 (g +o)lw < z; 特别 以 加 代 
入 , 知 |c| < 6, 从 而 |f 一 9g < 2e. 4 = CR(X) 获 证 . 


注 1 如 果 可 分 辨 X 的 条 件 改 为 除 zi, zy 外 可 分 辨 X, 则 结论 为 或 者 = 
{f < CR(X) : f(z1) = f(z2)}, 或 者 存在 de XX 使 得 有 = {f < CR(X) : f(z1) = 
f(z2), f(to) = 0}. 我 们 把 证 明 作为 一 个 习题 留 给 读者 


注 2 现在 举例 说 明定 理 (5.4) 中 条 件 1 s 4 不 是 必要 的 . 设 4 是 区 间 112] 上 
所 有 不 带 零 次 寡 的 多 项 式 的 全 体 并 补充 函数 0 所 成 的 代数 . 则 它 可 分 辨 X, 且 vz， 
存在 f e 4, 使 得 fz) 夭 0, 故 4=CR(X 但 1c&4. 


上 面 的 讨论 , 我 们 都 假设 了 X 是 紧 的 , 我 们 现在 考虑 X 只 是 局 部 紧 情形 
我 们 还 考虑 复 函数 子 代数 4 的 情形 


定理 (5.6) 设 久 是 局 部 紧 ZT 空间 , 4 是 CF(X) 的 可 分 辨 X 的 子 代数 , 则 或 
者 4= CFR(X), 或 者 A = CR (XX), 对 某 固定 to e X. 


证 明 考虑 X 的 单 点 紧 化 X. 则 CR(X) = CR(Xoo)|x,，4 = Aw|x, 其 中 
4 = {fw : foolx = f,f € 4}. 4。 是 COXco) 的 子 代数 . 假设 vz e X, 存在 
fe 4, 使 f(z) 冯 0, 则 4 是 可 分 辨 XX 的 , 且 存 在 一 点 , 即 ce 使 4 中 一 切 函数 
均 在 该 点 取 值 为 0. 故 由 定理 (5.5) 知 (A) = CR(X。o), 即 (4 ) -CR(X %), 从 而 
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4= CF(X). 当 存 在 texX, 使 得 vfFe4 有 Fio=0 则 4。- 除 加 与 co 外 可 分 
辨 X。, 故 
(Aw) = {f EO (Xow): f(to) = f(%) = 0} = OC%1 Xo). 
从 而 4 = CB& (XX). 定理 证 毕 . 
我 们 现在 看 两 个 具体 例子 . 


例 1 设 X 是 Rn 的 紧 子 集 . 则 每 个 fe CR(X) 可 用 实 多 项 式 序列 在 这 上 一 
臻 逼近 . 这 是 由 于 所 有 实 多 项 式 构成 一 个 可 分 辨 X 的 子 代数 , 且 含 常数 1. 


例 2 {cos kzjge 生成 的 实 线性 空间 在 CR([0,]) 中 稠密 , 这 是 因为 它 是 一 个 子 
代数 , 其 乘法 封闭 是 根据 
2coskrcosmz = cos(k+m)z+t+eos(k— m)r, Vk,m > 0. 
它 可 分 辨 [0, 7], ( 因 cosz 在 [0,T] 单调 ), 且 含 常数 1 是 显然 的 . 


现在 我 们 来 看 复 孙 数 代数 C(X) 的 情形 . 在 不 附加 任何 条 件 时 , 定理 (5.4) 对 
C(X) 是 不 成 立 的 , 在 对 4 加 上 目 共 辆 的 条 件 ( 意 指 fs 4 => fe 4) 后 , 则 相应 的 
结果 对 C(X) 成 立 . 


定理 (5.7) 设 义 紧 , 4 是 C(X) 可 分 辨 X 的 子 代数 , 自 共 轿 , 则 或 者 A = 
C(X), 或 者 4 = O4,(X), 对 某 to E XX. 


证 明 设 4R 为 4 中 所 有 实 函 数 的 全 体 以 实数 域 作 纯 量 的 实 代 数 , 则 它 可 分 辨 
X (否则 4 不 能 分 辨 XX), 因此 , 或 者 4 = CR(X), 或 者 AZ" = CR(X). 在 第 一 种 情 
形 , 推出 4 = C(X). 事实 上 , vf e C(X), 任 给 s > 0, 存在 9,h e 48. 分 别 逼 近 Ref 
与 Imf, 故 
If (9 十 ih)||oo < IRef gl|o 十 | Imy hl|w < 25， 


而 g++ihe 4h, 于 是 fe A. 第 二 种 情况 推出 A = Cs,(X) 是 类 似 的 , 定理 证 毕 . 


定理 (5.8) 设 久 是 局 部 紧 空间 , 4 是 Co(X) 可 分 辨 X 的 子 代数 , 且 自 共 
特 , 则 或 者 4 = Co(X), 或 者 4 = Co (X). 


证 明 是 类 似 的 
例 3 全 体 三 角 多 项 式 位 oe)} 在 C(T) 中 稠密 , 这 里 T 是 复 平面 上 的 
单位 圆周 这 时 , 定理 (5.7) 的 条 件 很 容易 验证 
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例 4 设 X= {z:|z|< 1 考虑 复 多 项 式 全 体 (God 则 它 不 在 C(X) 中 
0 


稠密 . 这 是 因为 复 多 项 式 的 一 致 极限 必须 是 开 圆 内 解析 的 、 闭 圆 上 连续 的 函数 . 定 
理 (5.7) 不 能 应 用 的 原因 是 该 子 代 数 不 自 共 斩 . 

下 面 , 我 们 讨论 两 个 有 关 的 问题 . 一 是 连续 函数 的 扩张 问题 , 一 是 X 上 有 紧 支 
集 的 连续 函数 的 全 体 Coo(X) 在 Co(X) 中 的 稠密 性 问题 . 先 看 局 部 紧 TZ 空间 的 一 
个 初等 性 质 . 


引 理 (5.9) 设 X 是 局 部 紧 TT 空间 , C 是 紧 集 , UV 是 开 集 , C C U, 则 存在 
fe Cw(X), 使 得 flc=1,flve =0,0<f<1. 


证 明 承认 局 部 紧 T2 空间 的 全 正则 性 , 即 单 点 与 不 含 此 点 的 闭 集 可 被 函数 分 
离 . 这 样 ， 对 每 个 V Ee C, 存在 fy(7) C C™(X), 使 0 < fy < 1, fy(y) 一 1, 中 rs 一 


0, 令 0y = 和 2: 所 (z) > 下 则 {ovjuec 构成 了 C 的 开 覆 盖 . 故 存在 {ui}? 使 得 


n n 1 
C CUO,. 令 g=1- [| (1 — f,;), 则 0 < 9 < |， 并 且 9|ru- = 0,9|c > 9 再 令 
1 1 


f =min(29,1), 则 0< 了 < flv: =0,flc =1. 如 果 可 是 紧 的 , 则 fe Coo(X), 定理 

获 证 . 在 一 般 情形 下 , 由 局 部 紧 ZT 性 质 , 对 任意 紧 集 C, 开 集 VU,C c U, 总 存在 开 集 

V, 使 得 V 紧 , 且 CCY CT c TU. 在 前 述 证 明 中 , 用 V 代替 U, 则 引 理 (5.9) 证 完 . 
定理 (5.10) 大 X 是 局 部 紧 的 丈 空间 , 则 Coo(X) 在 Co(X) 中 稠密 . 


证 明 设 js Co(X), 则 对 任意 s > 0, 存在 紧 集 K 使 得 |fl|i。 < s. 由 引 理 
(5.9), 存在 xX & Coo(X) = {f € C8(X) :了 > 0}, .使 得 0 < Xx < 1,xlg = 1 这样 
Xf < Coo(X) 满足 | 

|f — xf|=0, rEK, 
f—xfl<2fl<2e, rek.. 

现在 用 Stone - Weierstrass 定理 给 出 关于 连续 函数 扩 张 的 Tietze 定理 . 

定理 (5.11) (Tietze 扩张 定理 ) 设 X 是 局 部 紧 胞 空间 , Y 是 非 空 紧 集 , TI 是 
开 集 ,了 CTcX, 则 C(Y) 中 的 元 素 都 可 保 范 数 地 扩充 为 在 Ue 上 为 0 的 Coo(X) 
中 的 函数 . 

证 明 不 妨 设 上 5 是 紧 集 , 只 考虑 CR(Y) 情形 . 设 D 为 CR(Y) 中 那些 能 扩张 
为 在 re 上 为 0 的 函数 的 全 体 . 显然 , 它 是 子 代数 , 且 包 含 常数 (应 用 引 理 (5.9)), 此 
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外 , 它 还 可 分 辨 Y.， 最 后 一 点 是 由 于 , 设 zy e Y,x vy, 则 存在 x 的 邻 域 W, 使 
y #4 W, 选择 x 的 邻 域 V, 使 得 V 是 紧 集 , 且 Vc UN 站 W， 则 由 引 理 (5.9) 知 ， 
存在 y Ee .Coo(X), 使 ply = 1,plvnNw): = 0. 这 样 ply e 也 且 :w 分 辨 了 x,y 
( 因 w(x) = 1,w(y) = 0). 下 面 证 明 , 每 个 f e D 都 有 保 范 的 扩张 . 设 /se D,a = 
max{f(y) :y EY},8= min{f(y) :yeEY}), 设 g 是 了 的 属于 Coo(X) 且 在 U 外 为 0 
的 扩充 . 记 & = max(a,0),B = min{6,0}, 令 : 


2 = min(max(g, f), &), 
则 ps C™*(X), p(7) = f(x), vr Ee Y, wlve =0, 且 
lellw = max(a, -6) = max(|al, |B|) = Jfllo- 
最 后 证 明 D 是 闭 的 , 设 je 万 {j} c D, 扣 一 一致 取 {所 ,} 使 得 | 
frilloo < 2*, 则 
f = fno + Di., 一 万 小 


芭 OK 是 fn 一 fnx 的 保 范 扩张 ， 00 是 fno 的 相应 的 扩张 ， 则 9 一 Dg 便 在 C(X ) 


中 收敛 , 且 和 函数 是 f 的 所 需 扩 张 , 从 而 fe D. 这 样 , 由 Stone - Weierstrass 定理 
知 D = CR(Y). 定理 获 证 . 


下 面 , 我 们 转 到 本 节 的 另 一 个 主题 , 即 C(X) 中 紧 集 的 刻画 问题 . 说 得 确切 些 就 
是 , 设 X 是 紧 了 拓扑 空间 , K 是 C(X) 的 任意 子 集 , 我 们 要 给 出 刻画 KK 是 相对 紧 
集 的 必要 充分 条 件 . . : 


定义 (5.12) 距离 空间 内 的 子 集 K 称 为 全 有 界 的 , 如 对 每 个 。> 0, 都 存在 有 
限 个 以 K 中 元 素 为 心 , 半径 为 。 的 球 覆 盖 天 


定义 (5.13) 称 距 离 空 间 内 的 子 集 K 为 序列 紧 的 , 如 果 其 中 任意 序列 {zn} 都 
有 子 序列 {xn} 收敛 于 原 空 间 的 某 点 ; 称 为 列 紧 的 , 若 KK 的 任意 可 列 开 覆盖 必 有 有 
限 子 窗 雷 ; 称 为 相对 列 紧 的 , 者 KK 是 列 紧 的 ; 称 为 紧 或 相对 紧 的 , 知 对 应 的 列 紧 , 相 
对 列 紧 概 仿 中 可 列 宪 盖 改 为 任意 覆盖 . 


引 理 (5.14) 设 KK 是 距离 空间 X 内 的 任意 子 集 , 则 下 述 断 言 等 价 : 
(a) K 是 序列 紧 的 , 或 等 价 地 玉 是 序列 紧 的 ， 

(b) K 是 全 有 界 的 , KK 是 完备 的 ， 

(c) K 是 列 紧 的 ， 

(d) 天 是 紧 的 . 


证 明 (a) 中 两 断言 等 价 是 显然 的 . 
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(a) 苇 (5) 讽 es>0, 任 取 z 作 球 S(z1,E)， 在 其 外 找 zy 作 球 S(z2,€). 
在 S(z1,E) LS(z2,e) 外 找 za 作 球 S(z3,E), 如 此 继续 . 它 只 能 在 有 限 步 中 止 . 二 则 
{zn}? 将 是 两 两 相距 至 少 = 的 无 穷 点 列 , 而 不 能 有 收敛 子 序列 . 故 KK 全 有 界 . 现 设 
{zn}? 是 KK 中 的 Cauchy 列 . 由 到 序列 紧 性 及 闭 性 , 知 {zn} 有 子 序列 收敛 于 到 
中 菜 反 , 此 点 必 是 整个 序列 {zx,} 的 极限 , 这 就 证 明了 到 完备 . 


电信 (oj 设 {zx}> CK 对 se-= - 作 全 有 界 性 质 中 的 有 限 覆盖 球 族 ， 对 
n 二 1, {zk}?? 有 无 穷 子 列 {ztxjge 含 于 某 个 半径 为 1 的 球 51 内 , 同样 又 有 {zi}> 
的 无 穷 子 列 {fza kjse 含 于 某 个 半径 为 5 的 球 5 内 . 如 此 继续 下 去 , 则 对 角 线 子 列 


{zkk}? 便 满足 zi < 5%, 而 {S54} 是 递 降 的 半径 趋 于 0 的 一 个 球 族 . 故 {z64}? 
是 Cauchy 序列 . 由 到 完备 , 推出 它 有 极限 属于 K, 从 而 KK 序列 紧 获 证 . 
在 证 明 (c) <<> (a) 之 前 , 我 们 要 证 明 , 全 有 界 蕴含 了 下 作为 相对 距离 空间 是 
kr, 
可 分 的 , 从 而 具有 可 列 基 . K 全 有 界 显然 推出 无 全 有 界 , 设 | 5 (a 加 | nn 
+ 二 1 
1,2,… ,是 去 的 全 有 界 性 给 出 的 球 族 , 要 证 {z("} 是 云 的 稠密 子 集 on 任 给 
ze 专 , 则 对 一 切 n, 存在 zoo) 使 得 ze 5 (a 中， 本) 也 就 是 说 ,z 的 二 球 邻 域 必 会 


这 个 点 zt™. 这 证 明了 {fzt?} 的 稠密 性 . 我 们 现在 来 证 明 , 集合 


0= {5 (2 3) :i be hn 1 2. 
构成 了 KK 的 一 个 开 基 . 设 G 是 KK 的 任意 开 集 , z < G， | 
下 同 ) 球 邻 域 S(z， PNR c G,s(z, NK 必 含 此 稠 集中 的 某 点 y. 设 5 > = 
5 Nyes(s§)NKc s(n:)NE, 这 样 ，5 s (9 i) NKRcs(s 人 


S(z,p) 门 KC G. 这 说 明了 G 中 每 点 都 属于 一 个 包含 在 G 内 的 上 述 6 中 的 (相对 ) 
球 中 . 6 是 开 基 获 证 . 至 此 我 们 已 经 证 明了 (a) 与 (b) 等 价 , 且 它 们 都 草 含 入 有 可 列 


河 


人 人 (co 用 反 证 法 , 如 果 (c) 不 成 立 , 则 存在 空间 的 递增 开 集 序列 {G,,}>, 满 
中 Gn 和 SGnH1D 天 C U Cr， 以 及 (G (G nil\Gn )()K # OO. 取 Qn E (Gn+1\Gn) NK. 这 
时 {an}? 便 没有 收敛 子 序列 这 是 因为 对 空间 的 任意 点 a, 总 可 找到 a 的 某 个 邻 域 
使 它 只 含 此 序列 的 有 限 个 点 . ( 当 a ¢ 天时 显然 ; oe 玉 时 存在 no 使 ne G41\G,， 
这 个 Gno+1 使 是 所 求 的 邻 域 .) 

(©) 一 (a) 议 {al az…} 是 任意 序列 . 令 A, 一 {Qn, an+l 本 = 4n， 则 Fn 
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是 非 空 闭 集 的 递 降序 列 , 故 门 互 , 非 空 . 任 取 ae 门 瓦 , 则 a 便 是 {falaz…} 的 茶 个 
子 序列 的 极限 . 

至 此 , 我 们 证 明了 (a), (b), (c) 是 等 价 的 , 且 均 强 含 距离 空间 有 可 列 基 . 从 而 由 列 
紧 性 可 推出 紧 性 , 即 (c) 全 (q). 而 (qd) 坊 (©) 是 显然 的 . 引 理 证 毕 . 


注 我 们 下 面 需 要 的 仅仅 是 (8) 与 (d) 等 价 . 它 的 证 明 中 往往 借助 于 序列 紧 概 
念 . 故 为 了 完备 起 见 , 我 们 给 出 了 这 个 引 理 . 


现 过 渡 到 紧 空 间 X 上 复 连续 函数 代数 C(X) 的 子 集 K 的 相对 紧 性 判别 法 . 前 
述 引 理 中 给 出 的 几 个 等 价 性 质 , 甚至 最 简单 的 全 有 界 性 实际 上 也 并 不 好 应 用 . 下 面 
将 介绍 的 Arzela - Ascoli 定理 把 全 有 界 性 化 为 更 好 判别 的 有 界 性 与 等 度 连 续 性 . 


定义 (5.15) 设 X 是 任意 拓扑 空间 , K Cc C(X). 我 们 称 K 是 等 度 连 续 的 , 如 
果 对 每 个 es > 0, 每 个 z < X， 都 存在 邻 域 V = Y(z,s), 使 


* sup sup|f(7)— f(y)| 和 <. 
feK YET 


定理 (5.16) (Arzela - Ascoli) 设 义 紧 , KK CC(X), 则 KK 相对 紧 , 当 且 仅 当 
K 有 界 且 等 度 连续 . 


证 明 由 于 C(X) 是 完备 距离 空间 , 引 理 (5.14) 中 条 件 (3) 中 K 完备 永远 成 立 ， 
因此 , 根据 引 理 (5.14), 只 需 证 明 全 有 界 性 等 价 于 有 界 加 上 等 度 连 续 . 我 们 来 证 明 后 
者 可 以 推出 前 者 . 任 给 。 > 0, 由 K 的 等 度 连续 性 与 X 的 紧 性 , 知 存在 {V(xi,e)}? 
覆盖 了 X, 其 中 V(xi,e) = Vi 是 x; 的 满足 下 述 关系 的 邻 域 


sup sup |f(y) — f(zi)| < &. (3) 

feEK VEV 
记 B= {f(zi):1<ign,f eK}. 由 的 有 界 性 , 知 B 是 复 平面 C 内 的 有 界 集 ， 
故 相对 紧 ， 从 而 全 有 界 .于 是 存在 有 限 个 复数 集 {oj}, 使 BC U Sei,<). 考虑 任 
意 将 {1,… ,n} 上 映 到 {1…… ,m} 内 的 映射 r : 7(i) = jj, 其 总 数 是 有 限 个 . 令 

Kr ={f EK: f(x) ES(cr)E),i= 1, ,n}. (4) 
则 K = UK 现 证 每 个 K 均 是 直径 小 于 等 于 4e 的 集合 , 由 此 便 知 K 是 全 有 界 的 ， 
事实 上 , 任 取 f1, fo € Kr,z EX. 则 ze Vi 对 茶 个 i 这 样 
fi1(7) — fo(z)| < [fi(z) — fi(za)| + |fi(zi) 一 cxd)| 
tlexc) — fo(zi)| + |f2(7i) — f2(7)| < 4e. 


至 此 , 我 们 证 明了 K 有 界 且 等 度 连 续 蕴 含 了 K 全 有 界 . 反 过 来 的 缠 含 关系 比较 容 
易 证 明 , 我 们 把 它 留 给 读者 作为 一 个 习题 . 定理 至 此 证 上 毕 . 
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型" 有 很 丰富 的 结构 , 例如 可 以 定义 平移 与 伸缩 , 由 此 可 以 诱导 出 作用 在 函数 上 
的 平移 、 伸 缩 与 微分 等 运算 . 这 些 结构 无 疑 会 使 Rn 上 的 IL? 理论 远 比 只 有 测度 结 
构 时 的 L? 理论 更 丰富 . 本 节 我 们 主要 关注 平移 , 伸缩 以 及 微分 运算 与 L? 理论 相 
结合 所 得 到 的 一 些 结果 . 例如 , 我 们 可 以 用 平移 与 伸缩 定义 L? 的 逼近 单位 , 即 每 个 
fe I? 可 以 用 这 两 种 运算 得 到 的 函数 序列 在 L? 意义 下 或 点 态 意义 下 任意 逼近 , 并 

且 这 个 函数 序列 可 以 足够 光滑 , 俗称 光滑 化 子 . 此 外 我 们 还 可 以 用 Lr 中 的 度量 来 措 
述 函 数 的 连续 模 , 进而 研究 普通 的 Lipschitz 空间 A。 以 及 L? 中 的 Lipschitz 空间 
Ap,a. 最 后 我 们 还 可 结合 微 商 与 L? 得 到 Sobolev 空间 用 . 当然 本 节 我 们 只 是 初步 接 
触 函 数 的 光滑 性 与 L? 理论 的 结合 , 我 们 在 第 四 章 还 会 回 到 这 个 课题 , 更 细微 地 讨论 
一 些 结合 这 两 种 概念 所 得 到 的 空间 : Hardy 空间 8H,,，BMO 空间 与 Besov 空间 Bs, 

所 谓 平移 变换 7 是 对 he Rn 所 定义 的 如 下 变换 


Th:T— Th, vreR". (1) 
它 目 然 诱导 出 作用 在 函数 上 的 算 子 
mm IfZ) Thf(7) = f(z —h). (2) 


所 谓 伸缩 变换 ds,5 > 0, 是 R* 上 的 如 下 变换 


ds :7 一 00，Vr E R". (3) 
同样 它 也 可 诱导 作用 在 函数 上 的 算 子 
ds : f (7) — dsf (7) = f(67). (4) 


这 两 类 变换 可 被 用 来 构成 作用 在 函数 空间 上 的 卷 积 算 子 序列 , 本 节 我 们 首先 讨论 这 
一 问题 . 

定理 (6.1) 当 1<p<o 时 ,每 个 7 都 是 L? 上 的 保 范 算 子 . 而 当 1 <p<oo0 
时 , 对 fe L? 或 fe Co 固定 , 7% 是 由 R" 到 L? 内 或 cy 内 的 连续 算 子 这 里 Co 如 
通常 那样 表示 及 ”上 所 有 无 穷 远 处 为 0 的 连续 函数 的 空间 . 


证 明 mm 的 保 范 性 显然. 为 证 第 一 个 断言 , 简 记 
AU 有 = (人 nyra-TaPaz) 


Ia f — Tha fllp = rhs -psf — flly = Ap(f, hi — h2), 


注意 到 
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因此 充分 地 只 需 证 明 lim Ap(f,h) = 0 对 任意 s > 0, 存在 有 € Coo(R") 使 户 = 
j 一 态 满足 follp < s 。 我们 反 Co 情形 看 成 p = co 情形 , 讨论 是 一 样 的 ， 注 意 
用 万 一 万 一 0 对 >z -至 故 只 需 h 充分 小 ， 例如 |h| < 5 就 有 mh 有 i 一 所 ||p < e. 这 样 
Ap(f,h) & Ap(fi,h) + Ap(fo,h) < 3e, |h| <i. 
定理 证 毕 ， 
函数 


wplf, 0) = 一 Ap(, h), (5) 


称 为 f 的 IL? 中 的 连续 模 ， 它 是 更 为 人 熟知 的 C 中 的 连续 模 的 类 似 ， 同 C 中 连续 模 
一 样 , 它 是 一 个 有 界 、 连 续 、 递 增 、 与 次 可 加 的 函数 . 由 次 可 加 性 知 ， wp( 记 5) = of0) 
当 且 仅 当 f 为 常数 函数 . 事实 上 , 由 
wp(f,6) < mwp (5 5)- = 6 一 FP (f 5 — 0,，m 一 co， 

知 wy(f,6) =0,v6 > 0. 这 显然 只 当 f = c,a.e. 才 有 可 能 . 

还 有 一 个 类 似 事实 也 反映 L? 中 函数 的 光滑 性 , 即 关 于 Lebesgue 点 的 下 述 断 言 . 

定理 (6.2) 设 1g<p< o,f eL?, 则 

| f(z Et) f(r) lpdt = o(h"), ae. (6) 
B(O0,h) 

其 中 B(0,h) 表示 以 0 为 心 , h 为 半径 的 R" 中 的 球 . 

证 明 设 ”> 是 有 理 数 , 则 因 f(zx 土 t) 一 + 作为 上 的 函数 属于 L?. 故 由 Lebesgue 
关于 积分 的 微分 定理 ( 见 83.4 推论 4.3), 知 


、 1 
六 Oo AG Je )—rl, ae. 2 (7 


记 EE, 为 使 (7) 式 不 成 立 的 点 集 , EE = A 则 E 是 零 测 集 不 妨 设 f(x ) 处 


处 有 限 , 要 证 vz ¢ E, 式 (6) 成 立 . 事实 上 . 对 x 4 EE, 任 给 。 > 0, 找 有 理 数 7 使 
f(z) -| < es, 则 当 h 充分 小 时 ;有 


1 p ” 
Cr Bi0h f(z 土 t) — f(z) 9 


1 p " 
< (6 Je 二 日 一 9 + f(z) 一 7 


B(0,h) 
< 2|f(r)—r7r|+e < 3e. 


这 就 证 明了 定理. 
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注 使 式 (6) 成 立 的 z 称 为 f 的 Lebesgue 点 . 本 定理 说 对 任意 f e L?,1 <p< 
co, 几乎 所 有 的 点 都 是 f 的 Lebesgue 点 . 


现在 我 们 用 平移 与 伸缩 变换 来 定义 Ze 中 的 某 种 意义 下 的 逼近 单位 通 近 单位 
概念 来 自 于 拓扑 代数 ( 即 一 个 既 有 拓扑 结构 又 有 代数 结构 并 且 两 者 适当 配合 的 集合 ). 
议 4 是 一 个 没有 单位 的 拓扑 代数 , 元 素 族 {zs} 称 为 4 的 一 个 左 或 右 明 近 单位 , 如 
末 za .7z 一 7 或 者 zz 一 TVz， ZL? 空间 一 般 不 是 一 个 代数 . 但 LP? 中 所 有 元 素 可 
以 与 L* 中 元 素 作 卷 积 , 它 是 一 种 类 型 的 乘法 , 我 们 将 在 81.7 与 82.1 对 它 作 更 多 的 
讨论 . 设 {pn} 是 L! 中 函数 序列 , 自然 可 问 什么 时 候 仍 有 


f * pn(z) = / pa(z — Wf (Wdy f(z). (8) 


这 里 收敛 通常 考虑 LP? 收敛 与 几乎 处 处 点 收敛 两 种 . 在 rp 收敛 的 情形 , 则 说 {op} 
征 L? 的 台 近 单位 ; 在 点 收敛 的 情形 , 则 说 {e} 是 L? 的 点 逼近 单位 . 将 伸缩 变换 应 
用 于 上 述 卷 积 , 可 以 构造 出 L? 的 这 两 种 收敛 意 义 下 的 许多 逼近 单位 来 . 


定理 (6.3) 设 p(z) e 7 有 plzjdz = 1 对 任意 es > 0 记 ez) = 
engp(e-17x). 则 有 


limf*we(z)= f(z), vferLl?, 1<p<%, feoo. 
证 明 我 们 有 
pe# (2) — f(a) = -人 (f(z 下 ondy 


由 广义 Minkowski 不 等 式 ( 见 81.7 习题 1) 


eer ttl < (fe -soar) mg 
< [sdboD lelay = fod,aly) etay = 0 


其 中 最 后 一 步 用 了 控制 收敛 定理 , 因 被 积 函数 被 ?| /|e(o)| 控制 . 而 w,(f,elyl) 0 
处 处 . 定理 证 毕 . 


对 点 收敛 的 逼近 单位 要 求 要 严格 得 多 .一 个 应 用 上 方便 ， 条 件 又 不 太 苛 刻 的 点 
收敛 逼近 单位 如 下 定理 中 所 述 . 


定理 (6.4) 设 ps ZL, 所 elzjdz = 了 并 且 o 的 最 小 径 向 递 降 控制 函数 即 
yz) = sup le (9) 


19| 兰 jz| 
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也 是 L1 中 函数 , 即 4 = fy(z)dz < co, 则 对 上 述 {pe}, 有 
lim f * pc 二 Jae Vf EL,1<pEo. (10) 
其 中 了 = oo 时 函数 空间 是 L” 不 是 指 Oo. 
证 明 我 们 需要 应 用 关于 Hardy - Littlewood 极 大 算 子 M 
M0) = sop I Oe 
的 如 下 事实 ( 见 83.4 中 定理 4.2,4.4,4.9) 
{Mf > A < slf lp, YA>0 vie L?, 1<p<o%0, (11) 
以 及 对 满足 定理 条 件 的 p 有 
sup |f * pe(T)| < AMT(z). (12) 


下 面 我 们 利用 这 些 事实 证 明 1 < p < oo 时 的 式 (10). 这 个 证 明 很 典型 , 我 们 可 
以 叙述 得 一 般 些 . 设 {Ts} 是 定义 在 ZP 上 的 线性 算 子 族 , 其 极 大 算 子 T* 


Tf(7) = sup Taf (7) (13) 


满足 更 一 般 些 的 式 (11), 即 其 中 右边 可 以 换 为 羡 | jl, 对 某 个 9,1 < 9 < co. 并 且 对 


LP 的 某 个 稠密 子 集 D 的 所 有 元 素 f, {Tsf(z)} ae. 收敛 于 f(z), 则 对 所 有 f € ZP， 
也 必 有 lim Tf(z) = f(x),a.e. 现 来 证 明 这 个 断言 . 任 取 f € 1?, 无 妨 设 Taf(7x) 大 
实 值 的 (否则 分 实 、 虚 部 考虑 ), 记 


bj(z) = llimTo f(x) — limToaf (7)|. (14) 
对 f 的 任意 分 解 f = g 十 h,g € D, 总 有 
07(7) = Oh(7¥) < 27°*h(z). 
现 设 。 >0 与 6>0 是 任意 给 的 , 并 设 |h|l, < s, 则 


6 C EN9 
一 plla 二 
{0r > 6 < {T+ > 3) < flals <e(§) . 


由 = 是 任意 的 , 知 |{604 > 5}| = 0,v6 > 0， 因此 , 0 = 0,a.e., 从 而 lim To f(x)a.e. 存在 ， 
Vf e LP?. 现 证 这 个 极限 只 能 是 f(z) 自己 , 事实 上 , 记 bj(z) = |limTsf(zx) — f(z) 
则 同样 的 证 明知 人 (zx) = 0, a.e., 这 便 证 明了 断言 


) 
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现在 将 这 个 结论 应 用 于 定理 中 所 述 情况 : Tf = fx pe 由 (12), (11) 知 T* 满足 
要 求 , 而 当 1<p<o 时 , 对 D = Coo 中 所 有 元 素 g, Tg 一 g. 这 样 当 1<p<o0 时 
获 证 . 当 p = oo 时 , 对 任意 方 体 令 f = fxrit+ fxre = fi+ fo, 易 和 i pe #4 户 (z) 一 
f2(7), Vz ET; 同时 因 fi e Li, 故 pe * 1(7z) 一 1(7X),a.e., XT ET. 定理 证 毕 . 

上 面 构造 的 逼近 单位 能 对 函数 提供 任意 光滑 的 逼近 函数 , 这 只 需 提高 p(z) 的 光 
测度 . 此 外 , 我 们 还 可 以 适当 修改 , 得 到 不 仅 光 滑 而 且 具 有 紧 支 集 的 逼近 函数 .最 后 
如 采 被 遏 近 的 函数 有 某 种 意义 的 可 微 性 , 则 我 们 也 能 得 到 同时 使 其 导数 逼近 这 个 函 
数 的 导数 的 逼近 函数 . 我 们 这 里 所 指 的 导数 是 如 下 意义 的 弱 导数 . 设 w 二 (Q1 .…an】 
征 多 重 指 标 ( 指 oj eZ,j = 1 ,n), 记 


pa ola 
= o_o D Ore Or... ra (15) 
设 六 9 是 局 部 可 积 函 数 , 我 们 说 9 是 7 的 弱 a 阶 导数 人 ,如果 
OO 
人 fd = (—1)lo| 上 人 gpdz， vy € DB(R"). (16) 


这 里 B(R") 是 C89(R") ( 即 无 穷 次 可 微 且 有 紧 支 集 的 函数 集合 ) 的 另 一 通用 记 法 . 
(也 有 细微 差别 , 通常 记号 BZ(R") 暗 指 其 中 赋予 了 一 个 特定 的 拓扑 结构 , 见 82.9.) 


定理 (6.5) 设 1<p< o,f elL?r, 且 va, |a| < 大 ， 这 在 如 上 弱 意 义 下 存在 ， 


且 属 于 12, 则 存在 9(R") 中 函数 序列 {fm 使 fjn} 与 | 全 上 在 17 中 收 全 于 


O°f 
1 与 za 

证 明 设 e 9, 忆 ,wdz =1, 令 f==f*wWe, 则 fe Cw (表示 Rr 上 无 穷 次 可 
微 函数 的 全 体 ), 且 由 Young 不 等 式 ( 见 81.7 习题 3), 有 | 万。 < wf = | fly 
还 有 if -fllp 一 0, 并且 


O°f. O°f 
Dre 一 * We. (17) 
式 (17) 可 用 如 下 推导 获得 
O° f(z) 


Oo 
-~ 一 一 一 We 一 d 
Bro fy) sa er — Ydy 


= CD /av ydy 


Da Da 
= | sa f(y Ye(rt — Ydy = > * We. 
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这 样 ,22 所 也 在 Z 中 收敛 于 号 。 太 这 就 是 说 , { 太 } 除了 不 必 具 有 紧 支 集 外 , 满足 
其 他 所 有 要 求 . 现 稍 作 修改 , 设 5(z) < 9, 且 6(0) = 1. 考虑 函数 族 {5 (二 ) f(z))， 
则 它 就 是 所 要 求 的 . 事实 上 


;1 


. 显然 在 L? 中 收敛 于 0; 此 外 , 对 非 零 a 
名) -全 本 ovro 人 wa 


中 的 第 一 项 同样 在 LP 中 收敛 于 二 志 , 而 第 二 项 求 和 号 学 中 是 有 限 个 1? 中 的 函数 


其 范 数 有 不 依赖 于 m 的 上 界 , 故 第 二 项 在 L? 中 收敛 于 0. 这 证 明了 定理 的 断言 . 
现 讨论 L? 连续 模 及 某 些 相关 问题 


定义 (6.6) 设 1<p<o,feL?, 式 (5) 定义 的 函数 wp(f,6) 称 为 1 的 L? 连 
续 模 . 如 果 对 茶 a > 0, 有 
wp(f,0) 三 OO (18) 
则 称 fe Ay oa. 对 fe Apa, 令 


fla = fp + inf{A :wp(f,6) < A (19) 


现在 利用 前 面 有 关 逼 近 单 位 的 一 些 事实 , 给 出 某 些 特殊 指标 时 的 空间 Ap,a 的 刻 
画 . 


定理 (6.7) 设 wc=11<p<co 则 jsAna 当 且 仅 当 / 及 了 的 弱 意 义 下 的 
导数 过 都 属于 L?,j=1,.…,n 
心 了 7 


证 明 设 fe Ap1,wp(f,6) < 456 (无 妨 设 4 是 式 (19) 中 的 极 小 常数 ), e; 是 zx; 
轴 上 的 单位 癌 量 , 则 
{mf (e+) -19)] 
是 L? 中 以 4 为 范 数 的 上 界 的 有 界 集 . 由 L? 的 有 界 集 的 弱 序 列 紧 性 ( 见 81.3 定理 


3.5), 知 存在 子 列 z 
(+t 总) -9)] 
有 弱 极 限 g;, 特别 地 , vp es 9 在 下 式 两 边 取 极 限 


fm ( (z+ 总 各 ) -1(0)) plzjdz 
= /mfln) (9 (s- 筷 ) -wj dz, (20) 
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/weaz=- 人 (21) 


这 就 是 说 , 9; 是 /的 弱 导 数 了 2 -并 且 由 5 是 L? 中 半径 为 4 的 球 内 的 元 素 的 弱 


即 得 


极限 , 知 Es 


< 4. 这 样 ， 
p 


n of 
ot DBE) < hot na < nf 
1 7 lp 


反 过 来 , 设 fs 9, 则 f 有 如 下 积分 表示 


iv| 
f(z + — f(z) = | (Vf yz + sy )ds. (22) 
其 中 Vf 是 f 的 梯度 向 量 (i 下) y 是 y 方向 的 单位 向 量 , 即 y = jyly 
此 外 ( ，) 是 借用 的 Rn 中 内 积 的 记号 即 
(V1) = + + Hy (23) 


式 (22) 的 证 明 如 下 : 引进 定义 在 [0,1] 的 函数 f(z 上 + 切 ), 则 


f(z + ty) = (VW)(s+ ty), 


从 而 z 
f(r+Y)— f(z)= [ Ha 十 怒 )d 
=-/ (Tf) (e+) 
= / " (Vf,y)(z + sy )ds. 
这 便 得 到 了 式 (22). 由 式 (22) 及 广义 Minkowski 不 等 式 即 得 


上 
< 人 (Vf,y (z+ sy Pear)” ds 


|y| 
if(z +y)— f(z)l|ly = (/ 人 (Vf,y)(z + sy )dr 


(24) 
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现 设 fe L? 使 得 
在 弱 意 义 下 存在 , 且 属 于 ZP,j 一 1,.… ,nn 
Tj 
由 定理 (6.5) 知 存在 {fi} C 多 , 使 


. Dj oj 
im fm= J mo Br ™ dry ] 三 | ) 儿 ， 
将 式 (24) 应 用 于 f, 并 令 m 一 co 即 得 
一 || 
f(z 4D fa), < yl >) 站 
1 p 
这 就 是 说 
wp(f,6) ~ | of 
fa = flp + sup 一 < lflo + 2 动 | 
定理 获 证 . 


空间 | f er of < | 就 是 我 们 即将 要 定义 的 所 谓 Sobolev 空间 L?. 
2 

当 维 数 n = 1 时 , 定理 (6.7) 可 以 更 精确 化 . 

定理 (6.8) 设 1<p<oo, 则 及 上 可 测 函 数 f(x) 使 得 


(he 


是 L? 中 的 有 界 集 , 当 且 仅 当 /普通 意义 下 的 导数 fr 存在 , 且 P e Zz. 而 可 测 函 数 
f 使 得 {| 是 L1 中 有 界 集 , 当 且 仅 当 /是 R 上 有 界 变 差 函 数 
hEeR 


证 明 设 广 使 得 {于 总 -二 | 是 L? 中 有 界 集 , 1 < p < oo. 构造 适当 


heR 


光滑 且 有 紧 支 集 的 在 几乎 处 处 点 收敛 意义 下 的 逼近 单位 {p.(z)}. 令 


(ter faar) < wot) lee(Wlay < 4 


对 每 个 e > 0, f/(x) 处 处 存在 , 故 由 Fatou 引 理 知 | 天 | < 4. 当 1<p< wo 时, 存在 
民 上 L? 函数 g(x) 与 {f(x)} 的 一 个 子 序列 {f。,}), 使 得 { 有 大 } 弱 收敛 于 g. 特别 地 ， 
对 任意 0, 迪 ， 有 


dim 人 fi, (t)dt = 人 g(t)dt. (25) 
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如 果 取 zo 使 im fe (zo) = f(xo0), 则 对 几乎 所 有 x, 有 


fz) = li fo (wr) = F(z0) + {gla 


这 说 证 明了 , 可 以 在 一 个 零 测 集 上 修改 f(x) 的 值 , 使 得 它 有 普通 意义 下 的 导数 g(z)， 
并 且 geL?. 


现 看 p = 1 情形 同样 取 zo 使 lim fe(zo) 二 f(zo) 存在 . 考虑 函数 族 
{所 (0)dt), 则 它 是 一 个 一 致 有 界 的 , 且 全 变 差 也 是 一 致 有 界 的 函数 族 . 根据 Helly 


选择 原则 ( 见 81.7 习题 25), 知 有 子 序列 { [of (tat 在 所 有 点 zx e R 都 收敛 于 某 
个 有 界 变 差 函数 F(x). 这 样 , 对 几乎 所 有 的 x, 也 有 


f(z) - f(a0) = lim (fe (2) ~ fe, (20)) 
一 im 人 fe, (tdt = F(z). 


这 也 证 明了 , 可 以 在 零 测 集 上 修改 f(x) 的 值 使 得 它 是 及 上 有 界 变 差 函 数 
必要 性 至 此 获 证 . 现 证 充分 性 
设 1<p<o%, 设 可 测 函 数 了 使 fe Lr, 则 
z+h 
f(z +h)— f(z) = / f(at, 


f(z +h) — f(r) < 人 xn(zst)| F(t ladle 


其 中 
(2, ], zt<r+i+h, 
Xh\w， 一 
。 0， 其 他 
1 t—-h<zrsgt, 
0， 其他. 


f(z + -fol < ( /neroOP/ ne Ddrdt "< Jal 


当 p= 1 时 , 由 f 是 有 界 变 差 知 , 它 可 在 及 上 产生 一 个 有 界 测度 u. 这 样 , 对 任意 区 
间 (a,b), 


b 
<| dlu|, 
(op 


b 
(6) ~ f(a)| = fa 
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其 中 人 | 为 4 的 全 变 差 测度 . 这 样 , (不 妨 设 h > 0) 


/e+ 及 -falars 上 人/ qluldr 


t 
= | /ardin < nllal, 
了 Jt—h 


wi(f, 1hl) < lhlllyll. 


这 束 证 明了 


定理 证 毕 . 
比 空间 An 。 更 自然 的 Lipschitz 空间 是 普通 意义 下 的 Lipschitz 空间 A。. 本 市 
我 们 只 考虑 0 < a < 1 时 A。 如 何 用 积分 来 刻画 的 问题 . 


定义 (6.9) 设 fe C(R"), 则 


wf6)= sup suplf(z+h)— f(z)| (26) 


0<Ipl<5 Zz 
称 为 『 的 连续 模 . 对 0 < aw 世 1, 定义 Lipschitz 空间 A 为 


Au = {f EC(R") :wf,6) < Ao®}. 


并 记 
[fas = inf{ A :w(f,6) < 40 VO}. (27) 
显然 , | :||A、 有 如 下 等 价 写法 
[fllas = sup sup 0 (28) 
I zvel | 如 = 


其 中 , 7 了 表示 边 平 行 于 坐标 轴 的 方 体 (简称 方 体 ), |7| 表示 方 体 的 体积 . 

定义 式 (26) 与 (28) 中 均 要 求 fe C(R") 这 一 先决 条 件 . 我 们 下 面 要 给 出 的 A。 
的 积分 刻画 说 明 这 一 先决 条 件 只 是 表面 的 . 为 给 出 这 种 积分 刻画 , 我 们 先 给 出 || ||、 
的 两 个 等 价 范 数 . 

定义 (6.10) 设 0<a<1,l1<g<o%, 定 义 


A = {7 e LR. : fi, = sup Me < = (29) 


A 一 1 E LY. : | 一 supl7| ” ( 寺 帮 = 方 |? ) < “| (30) 
其 中 L% _(R") 表示 它 的 元 素 在 任意 有 界 集 上 属于 La, 其 中 1 < gq < co (如 果 底 空间 


只 是 一 般 测 度 空间 , 则 Z 表示 在 任意 有 限 测度 集合 上 4 次 可 积 的 函数 的 空间 ), 此 


外 , fi 是 f 在 1 上 的 积分 平均 , 即 二 三 Flzjdz 
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定理 (6.11) 设 0<ag1l,l1<g<o, 则 
Aa = A。 = AQ). (31) 
且 空 间 的 相等 除了 指 集合 的 相等 以 外 , 还 包括 范 数 的 等 价 . 


证 明 显然 , A。C A。C A%), 且 空 间 的 包含 除了 集合 的 包含 以 外 , 还 包含 空间 的 
连续 幅 入 , 或 等 价 地 (对 赋 范 或 拟 赋 范 空间 而 言 ), 包含 范 数 的 相应 不 等 式 : 粗略 地 说 
同一 元 素 在 越 小 空间 内 的 范 数 越 大 . 为 证 反 向 包含 关系 , 充分 地 只 需 证 Ag) < 入 。 等 
价 地 只 需 证 fa。 < cllfllxw. 设 fe A ,7, J 是 任意 两 个 方 体 , 且 了 TcCJ. 则 


1 1 a 
lfri—fi< A < (i /ne) 


JIN? a 
< (1m ) Mae (32) 


由 此 可 进一步 推出 更 精确 的 估计 
fr— fi < cr" fl v1,J,TC. (33) 
事实 上 , 记 16 = 了 到 = 2*J, 其 中 247 表示 7 的 同心 扩大 , 扩大 倍数 为 2*， 设 


2 TSJcC2x+ 用 2x+17 简 记 7. 则 我 们 有 


N N 
fr- fs Df -fnls > 2° | 天 HH 
k=0 k=0 
NY N 
< c2 > ,241D#T fx < cw | | fix 
k=0 
< cl|J|™ fx- 
这 就 证 明了 (33). 现 设 了 任意 给 定 , z,y e 并 设 [13 x, 了 3 y,T; CT,i=1,2. 则 
fn fa sfn -frt+lfr- fil < cl*lflxeo. 
令 五 缩小 至 zx, 了 2 缩小 至 y, 则 由 Lebesgue 关于 积分 的 微分 定理 ( 见 $3.4 推论 4.3)， 
知 对 几乎 所 有 的 z,y 都 有 
f(z) — FW < cl* fxr, 


从 而 


flla, < cl fx 


定理 证 毕 . 
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下 面 我 们 讨论 可 微 性 与 L? 的 结合 所 得 到 的 Sobolev 空间 I?.， 我 们 只 讨论 
Sobolev 空间 理论 中 比较 重要 的 一 个 定理 , 即 舱 入 定理 . 


定义 (6.12) 设 kezZ,, 即 为 非 负 整数 ,1 < p< oo, 定义 


R= {fe :va=(a.on)lol <h 有 te) (34) 
oO°f 
fl = > | (35) 
lal<k p 


其 中 ww-0 时 如 通常 那样 表示 f 本 身 . 


下 面 我 们 给 出 Sobolev 空间 嵌入 定理 , 它 说 f 连同 它 的 ( 弱 ) 微 商 的 某 种 L? 属 
性 缠 含 f 本 和 喘 对 适当 大 的 g 的 Z2 属性 . 

定理 (6.13) (Sobolev) 议 keZi,l<p< =, 一 一 = 则 

(a) 大 gq <o%, 则 2c 4 (Cc 表示 连续 租 入 )， 

(0) 大 9 = 0%%0), 则 区 CL"(K),Yr < oo0,v 紧 集 KK， 

(9 若 p >“ 则 每 个 fe 到 可 在 一 零 测 集 上 修改 而 成 为 连续 函数 


证 明 首先 证 明 k = 1 情形 . 一 般 有 情形 可 由 归纳 法 而 得 , 这 只 需 注 意 如 下 
两 件 事 : 一 是 fe LP, 当 目 仅 当 f 与 7 - 1,.… ,m 都 属于 L?_,; 二 是 若 令 
J 
1 现 证 二 1 情形. 先 假设 p > 1 
gd p nn d d nn 


(a) 我 们 要 用 到 如 下 初等 等 式 , 即 对 充分 好 的 函数 f, 例如 /es 2 (或 只 是 f e 
.79,9 表示 Schwartz 函数 类 , 见 82.8), 都 有 


,= )) 攻 各 2 和 y) )dy, (36) 
其 中 c 是 仅 依 赖 于 n 的 常数 , 无 需 精确 化 . 它 可 如 下 证 明 , 其 思想 我 们 已 在 式 (22) 


的 证 明 中 用 到 . 设 f(x) 在 无 穷 远 处 快速 衰减 且 一 次 连续 可 微 , 对 & € 5,,_1 (R" 中 单 
位 球面 ) 有 


df 


8 
入 -的 


Br —té)é; = —(V f(z — té),é), 


f(z) = (Vje te), dt 


§1.6 R” 上 的 L? 空间 与 某 些 光滑 函数 空间 . 51. 
在 球面 5,_1 上 对 上 式 关于 & 积分 , 并 将 球面 极 坐 标 化 为 普通 坐标 , 即 得 


f(z) =。 | / (Vf(z ~ té), dtao(e) 


y\ dy 
hv We 风光 一 
f > < (2Z 一 dy. 
全 0 Wp 
这 就 是 等 式 (36). 现在 应 用 分 数 次 积分 算 子 I 
laf(7x)= 大 dy, 0<a<n (37) 
的 (L?,L") 有 界 性 质 , 其 中 - = - — 一 ( 见 81.7 题 4), 我 们 得 到 
bl < (起 咱 <:| 直 
< ope, Vf 充分 好 . (38) 


现 设 1 < 到 是 任意 的 , 取 好 函数 (例如 9 中 函数 ) 序列 {f}, 使 一 了 在 IP 中， 
以 及 = 吉 - 人 i 也 在 LP 中 收 全 , 极限 gj 必须 是 1 -这 是 因为 守 i * 在 z 中 收敛 理 信 


te lim /入 lim fi 
m0O0 Oz; 


而 式 (38) 缠 含 f%, 也 在 L? 中 收敛 于 f, 且 f 满足 (38). 断言 (a) 获 证 . 
(0) 设 fe 17,K 是 任意 紧 集 . 取 7 e 9,n|k = 1, 既然 在 弱 可 微 意义 下 , 有 


这 说 明 nf < 8， 现 设 {所 } c 9 是 在 £9 中 收敛 于 /的 序列 则 切记] 便 是 收 
敛 于 nf 的 序列 . 选 p 充分 大 , 使 得 以 原点 为 心 , p 为 半径 的 球 包含 -Ki + KK, 其 中 
Ki = supp 7 包 . 则 


n(z)fn(z)| < e / 


lylsp 1 


Fo (Mfm)(z —Y) yl "tdy, vrek. 
yj 


中 对 连续 函数 f,suppf 定义 为 {x : f(x) 关 0} 的 闭 包 , 称 为 f 的 支 集 . 
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注意 每 个 二 (nfm) < 1L7, 而 yl-"tix(wigp) < TYs, 二 > 一. 故 由 卷 积 算 子 的 
J 
Young 不 等 式 ( 见 81.7 习题 3), 知 


[nfmllr < cl fmll zz, . 一 ! 十 i 一 1 > 1 1 —0. 
7 pp 8 D Nn 
其 中 7 可 任意 大 , 只 不 过 系数 c 依赖 于 7. 这 完成 了 (5) 中 断言 的 证 明 . 


(c) 证 明基 本 上 同 (b). 只 需 注意 此 时 p > mw 故 lyl-?+1 .Xiflylgoy € L? ,因而 


On(fm — fl) 


SUP | 万 (zZ) 一 a 
7 


p 


这 说 明 {i,} 在 紧 集 及 上 一 致 收敛 , 因此 , f 可 在 某 个 零 测 集 上 修改 成 为 连续 的 . 
现 还 剩 下 =1 与 p=1 的 情形 . 此 时 要 用 到 如 下 不 等 式 


"orl y nn 
| la, < 在 7 。 》 vf SC Coo (R )， 

j=1 7 Il1 

1 一 1 


这 可 对 维 数 进 行 归纳 而 得 . n = 1 时 , q1 = co, 有 


Is = / rd < FI. 
设 -1 时 已 证 , 注意 gn-1 = 5 与 -1 正 是 一 对 共 罗 指 标 , 故 ( 记 dz = dz'dan) 


9 
| fl”dr’ < / (/ 
R"—1 R"*-—1 \JR 


of 


可 dn) az 


<( a | 人 (人 jd) 
< (/. ee 下 人 EE oo 


两 边关 于 zn 积分 , 并 利用 推广 的 H6lder 不 等 式 ( 见 81.7 题 2). 


/ITarmwsII( Ap， 其 o<m<l Dn 
~ j=1 j=1 \*X 


I=1 


RR?—1 


of 
OZ 
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人 Heans 人 2 中 


fe, < ld 
j=1" R" 


由 多 在 L? 中 稠密 , 知 (39) 对 一 切 fe L? 成 立 . 这 正 是 所 需要 的 p 二 1,k = 1 情形 
的 断言 . 定理 至 此 全 部 获 证 . 
最 后 , 我 们 借助 L? 中 连续 模 的 概念 讨论 L?(R") 的 子 集 的 紧 性 问题 . 


定理 (6.14) 设 1<yp< ow,A4 是 I?(R") 的 子 集 . 则 4 是 相对 紧 的 , 当 且 仅 当 
A 是 有 界 的 , 且 对 任意 s > 0, 存在 有 界 闭 区 域 K. 与 正 数 i. 使 


(/. ru) <e, Vfehd, (40) 


An 有 = (人 f(z + -f(ar) <e， 只要 IA < 5., Vie A (4)) 


则 得 


证 明 条 件 的 必要 性 方面 , 我 们 只 证 式 (41) 的 必要 性 , 其 他 条 件 的 必要 性 证 明 
更 容易 , 我 们 把 它 留 给 读者 . 对 任意 给 定 的 。, 以 3 为 半径 , 4 的 每 个 元 素 为 心 作 球 
B (1,3), 则 这 些 球 的 并 集 覆 盖 了 4 的 闭 包 亏 由 有 的 紧 性 知 存在 有 限 个 球 


B(f,3) 1<igm, 
它们 的 并 覆盖 了 A. 对 这 有 限 个 {fi}m, 存在 5。 > 0 使 


Ap(fi,h) < 5， 只 要 |h| < 6c,i=1…,m 


设 fe 4 任意 , 则 存在 ie {1,2,… ,m}, 使 fe B (有 5). 这样 , 当 |h| < 65。 时 ,有 


(人 f(z +h) - rt)pae)” < (人 fe Ret he) 
(| fs tO) fle dr) + +(/. f(z) — stopas)" <e. 


这 完成 了 条 件 的 必要 性 的 证 明 . 
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现 证 条 件 的 充分 性 . 设 {px } 是 如 定理 (6.3) 中 给 出 的 1? 中 适当 光滑 的 , 有 
紧 支 集 的 , 在 L? 收敛 意义 下 的 逼近 单位 . 记 Fn(f) = f* yp, 则 
En) -flo < [As (fv) vildy m0 对 fe A- 至 
现 设 。 > 0, Ke 是 使 得 下 式 成 立 的 R" 中 有 界 闭 区 域 


(/. Par) <e, vfeAh. 


并 设 mo 使 得 | (f) 一 了 ll < ,对 fe 4 一 致 .在 K。 上 考虑 连续 函数 空间 CK .), 
则 {P (hg : fe 4} 是 C(K.) 的 子 集 . 因为 


Folpo)= | | vWf We 


< lp lzlyls 


mo 十 用) — Fmolf, 72)| 一 


加 OCT 一 功 一 f(x — y))dy 
< Ca » Ap(f, h), 


知 {Fno(f) : fe A} 是 C(K。) 的 有 界 子 集 , 且 是 等 度 一 致 连续 的 . 由 Arzela - Ascoli 
定理 ( 见 81.5 定理 5.16) 知 {fmo(f) : js 4} 是 C(K.) 的 相对 紧 集 , 当然 更 是 L?(K。) 
的 相对 紧 集 . 这 样 , 对 4 的 任意 序列 { 记 }, 存在 子 序列 {fn.} 与 ko, 使 当 ,kz > ko 
时 ， | Fr, ,mo 一 Fnk roj| Lr (Ks ) <&, 其 中 Fn, mo 一 fn +* ?二 这 样 


fn, 一 fn [LecK,) < | fr, Pn, ,mo || Le (Ks ) 十 Fn,,, mo nk mo lLe(K.) 


十 | nkavmo 一 fni, Lp cK.) < 3E, | 


1 


| fn, i fn | < | fn 和 fn | LecK,) 十 (/ 万。 nae | 
Ke 
nal d < 5e， 
+ (fi ,| | < 5e 
因而 {fi ) 在 L? 中 收敛 . 这 就 证 明了 4 的 相对 紧 性 . 定理 证 毕 . 
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1. 证 明 如 下 广义 Minkowski 不 等 式 . 设 (X, dz) 与 (Y, dy) 是 任意 两 个 一 般 测 度 
空间 , K(x,y) 是 乘积 空间 上 非 负 可 测 函 数 , 1 < p < co. 则 


(/ (/. ke 四) 1)" < | (/ corar) dy. 
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这 个 不 等 式 说 明 一 个 函数 族 对 参 变 量 求 和 以 后 的 L? 模 总 小 于 等 于 它们 的 L? 模 对 
参 变量 的 求 和 . 

2. 证 明 如 下 广义 H6lder 不 等 式 . 设 (X, 多 ,由 是 任意 一 般 测度 空间 , f; € L1 ,0 < 
Qi; < 1,i=1,...,n, Dai=!1 则 


fi fol < fl fl”. 


3. 证 明 如 下 Young 不 等 式 . 设 1 < p,g < oo + >1. 令 r+ 使得- 一 了 
则 LP(R") 与 Fe(Rn) 中 函数 的 卷 积 


f * g(x )= | f(s -wal 


|f * gl < fllyliglla, vf Ee L?, ge LL. 
上 5 ri/WNN ~ 1 ] 1 1 
更 一 般 些 ， 各 广 EL i ( 民 ) ,2 一 ], ;+ 之 mn 一 二 一 一 十 …: 十 一 一 (n 一 1)， 
1 nN ， n 
有 f= fixfox*..…* fi, 则 有 


满足 


Mf |; < | fi), frr, . 


4. 设 0<a<nm1l<p<ooq 满 足 - 一 了 一 人 以 及 k(z) = zl 定义 如 下 
积分 算 子 I: 


laf (x) = kx f(x) = 人 E es 


称 为 a 次 分 数 次 积分 算 子 . 从 Fourier 变换 的 观点 看 , I 是 满足 如 下 性 质 的 算 子 


dy, 


(Jaf)^(é€) = clé]-*f(E)，V& e R"，VYf 充分 好 . 


其 中 ^ 表示 Fourier 变换 . 这 个 等 式 只 用 到 Fourier 变换 的 定义 ( 见 82.1), 以 及 函数 
zl 的 Fourier 变换 (作为 某 种 意义 下 的 极限 ) 是 clt|-* 的 初等 计算 . 本 书 中 不 需 
要 用 到 这 一 事实 , 但 却 要 用 到 I 作为 定义 在 L?(R") 上 的 算 子 的 有 界 性 质 : 


laflla < cllflly, VferL?, 1<p<o%, 


- 一 -二 ,ec 只 依赖 于 p,q,n. 这 一 不 等 式 的 比较 简单 的 证 明 是 先 证 7 是 所 谓 


! 
q 
L?, ro) 有 界 的 即 


弱 (了 


{af > A < (Flfls), VA>0, vfelL?, 1<p<o0, 
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然后 再 应 用 Marcinkiewicz 内 插 定 理 ( 见 83.5 定理 5.7). 这 个 弱 型 不 等 式 的 证 明 是 初 
等 的 . 对 给 定 入 > 0,6 待定 , 令 
人 


ki 一 大 (ZJ)X{lzlg5sl， ja 三 KZ)Xflzl>5j， K(X)= |7 


这 样 我 们 得 (无 妨 设 fp = 1) 


ka # f(z)| < / lef ly 


1 
p’ 
< (/ 多 站 jp 二 co “. 
Iy|>5 


若 令 6 使 cw6-# = 入, 则 (注意 ||kill1 = c6?) 
{kf > 2 < Hl | > A < 地 | fll 
< Hall = ?= eA 


这 便 证 明了 所 需要 的 弱 型 不 等 式 . 

5. 设 (X,. 多 ,1) 是 任意 一 般 测 度 空间 , 1 < p < co, 证 明 当 p = 1 时 Minkowski 
不 等 式 中 等 号 成 立 , 当 且 仅 当 存在 非 负 可 测 函 数 p(z), 使 在 集合 {x : f(x)g(x) 夭 0} 
上 f(x) = p(x) :g(x). 当 1< 2 < co 时 等 号 成 立 , 当 且 仅 当 存在 非 负 实数 a 使 


f=ag 或 g=af. 


6. 设 (X, 多 ,1) 是 任意 一 般 测度 空间 , 1 < p < co, 设 f,g 都 在 L? 的 球 B(0,7) = 
{ :A <7} 内 , 则 


fe gplan < 2pr lf gle 
这 说 明 映 射 一 |fl? 是 Ze 到 六 内 连续 的 (提示 : 证 明 初等 不 等 式 
z2 yp < pr — yr +y | 1<gp<o%0,vrx,y eR+). 
7. 设 (X, 多 ,4) 同 题 5, 但 0<p<1, 则 
If + gl < 257 (flls + llglly). 


如 果 X 包含 两 个 不 交 的 正 测度 集 , 则 存在 f,g s L?, 使 得 | + gllp > ||fllp + llglly. 
8. 设 (X, ,1) 是 一 般 测度 空间 ， f eL™” fi ,je > 0， 令 an = /x 用 du 


、 。 QO 十 1 
证 明 lim 一 一 = fllo. 
和 
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9. 在 [0, co) 上 构造 函数 fs LP, 但 f ¢ Ta 对 任意 v 类 六 其 中 0 < pp < oo. 
10. 必 了 是 一 般 测度 空间 (X, 多 ,/) 上 非 负 可 测 函 数 , fd = c0<c<oo. 则 


oo0, 0<a<l, 


tm / niog (1+ ({) ) n= c, Qa=1, 


0， 1<a<o. 


(提示 : a < 1 时 用 Fatou 引 理 ; 而 当 a > 1 时 注意 初等 不 等 式 log(1 + 2°) & ar). 
11. 六 (X, 多 ,4) 是 一 概率 空间 , jy 取 [0,1] 中 间 的 所 有 值 , B(w) 是 民 ， 上 可 测 函 
数 ; 或 者 (X, 多 ,1) 是 一 无 原子 的 概率 空间 ， DB(u) 是 及 + 上 连续 函数 . 则 等 式 


s (lm lfls) = su 


对 一 切 非 负 可 测 函 数 f 成 并 , 当 且 仅 当 Bu) = alogu+b,a,beR,. 
注 我 们 称 测度 空间 的 可 测 集 为 原子 , 如 果 4 的 任何 可 测 子 集 B, 只 有 IB| = 0， 
或 |B| = |A4l. 


12. 设 0<p<o, 设 fe LI?(R") 且 一 致 连续 , 则 fe Co(R"). 

13. 讨论 如 下 各 种 收敛 概念 之 间 的 关系 : L?(1 < p < co) 中 弱 收 敛 , 强 收敛 {fn} 
的 一 致 收敛 , 几乎 处 处 收敛 与 依 测度 收敛 

14. 设 1<p< o,f EL?(R) 以 及 {有} c IP(R), 则 {f} 弱 收 敛 于 六 当 且 仅 当 
{fn} 是 有 界 的 , 且 


lim Pd= | f(t)dt, vx € RR. 
RPO Jo 0 


15. 设 (X, 多 ,hn) 是 任意 一 般 测度 空间 , 若 {所 } 在 LP?(1 < p < co) 中 弱 收敛 于 
某 f, 则 ||fllp < lm | fn ly- 

16. 设 (X, 多 ,/) 同上 题 , 且 { 记 } 在 Zz 中 ( 弱 收 敛 ) 于 f, {gn} 在 L?"” 中 弱 收 敛 
于 9, 其 中 1<p< oo 了 +=1 则 


人 fngndh 一 人 fgdk. 


17. 证 明 如 下 不 等 式 .， 设 /是 [0,h] 上 绝对 连续 函数 ,满足 f(0) = f(h) = 
0, f(z) > 0, x € (0,h), 则 


h ， h h 
/ fr)f (zdr < i/ If'(t)l2at. 
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18. 设 la 引 是 及 上 有 限 闭 区 间 , f 在 fo, 如上 绝对 连续 , 且 f(a) = f(b), [) f(t)at 


= 0. 则 
fu OP < (于 2) fir (Dlat. 


19. 设 f 在 [a,9] 上 绝对 连续 , f(a) = 0, 设 p>0, 则 


b b 
/ fl?|f'ldzr < i — | If'IPtidzx. 
20. 设 fe Cm-D) (a 四, fm- 了 绝对 连续 , f(a) = Po) = …= f/f" 了 D(a)=0, 
则 
t Nn b 
| ular< C=) / fp 2gz. 


21. 证 明 Mills 比 R(x) =e= -[™ e- 气 必 满足 
r(1+2) < R(X) < x, Vz. 


22. 证 明 Hardy 不 等 式 的 如 下 推广 . 设 r(z) > 0 且 在 [0,00) 的 任意 有 限 区 间 上 
绝对 连续 . 又 设 p > 1, 并 且 存 在 某 个 > 0, 使 得 


/ 


Zr Pp-1、 


1 

7 DD -元 Xi VX. 

则 对 fe Im 定义 的 
1] 化 
H(r) = 下 疝 | r(t)f(t)dt 
满足 HIs < AH = 和 (J? FlPa)?. 
23. 记号 同 题 22, 但 + 满足 的 条 件 改 为 
rr’ 7 一 1 、1 
TR 7 


则 对 /< L? 定义 的 
rr 有 
J 四 = 空 / et 
满足 yllp < Xfily- 
24. 在 非 线性 偏 微分 方程 的 研究 中 有 一 个 重要 的 技巧 , 即 所 谓 “ 弱 收敛 方法 ”. 粗 
略 而 言 , 这 个 方法 大 致 如 下 . 假设 我 们 要 解 一 个 非 线性 侦 微 分 方程 
A(u)= ff. 
其 中 4 是 一 个 给 定 的 非 线 性 算 子 , f 是 已 知 函 数 . 一 般 的 方法 是 先 解 近似 方程 


Ay (up) = fr- 
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其 中 A 当天 充分 大 时 与 4 接近 (例如 4x 是 4 的 有 限 维 投影 , 或 离散 化 等 ), fi 与 
f 接近 , 我 们 希望 证 明 近 似 方程 的 解 we: 在 某 种 意义 下 收敛 于 原 方程 的 解 u, 这 等 价 
于 说 要 证 明 Aj (wy) 在 某 种 意义 下 收敛 于 A(w), 通常 , 最 初 的 信息 能 给 出 {wi} (或 它 
的 茶 个 子 列 ) 在 某 空 间 中 弱 收 敛 于 某 个 w, 而 w 强 收敛 于 w 则 往往 保证 了 Aj (wx) 
收敛 于 A(w). 因此 所 谓 “ 弱 收敛 方法 ”的 主要 内 容 之 一 , 便 是 研究 某 些 空间 (通常 是 
Sobolev 空间 获 ) 中 序列 的 弱 收 和 敛 性 何 时 蕴含 了 强 收敛 性 ， 这 本 质 上 是 LP 空间 中 
弱 收 敛 与 强 收敛 的 关系 的 研究 . 这 方面 的 一 些 研究 可 以 在 L. C. Evans 的 书 [PE 中 找 
到 . 我 们 这 里 只 是 指出 微分 方程 研究 中 关心 的 弱 收 敛 是 哪些 . 它们 主要 是 


T2L 和 D<oco) 中 : hf 如 果 hngde = | toads vge 1?, 
L% 中 : 所 红 、f， 如果 人 fngdr =» | fodr, vgeL!, 
M(R") 中 : jon 如 果 三 oo 一 人 gdh, Vg E Coo, 
LP(1<p<o0) 中 :所 时 且 Def, Def, Va al < 上 , 均 在 L? 中 . 


这 里 个 别 叙 述 与 传统 的 稍 有 差别 , 例如 对 M(R") 的 弱 收 敛 , 传统 的 应 是 对 一 切 y e 
M(R")*, 这 里 是 对 一 切 9 e Coo, 此 外 , Lx? 中 的 弱 收 敛 , 传统 的 是 


(fn, 9) > (f,9), Vg E (Ly)”, 


其 中 (f,g) 表示 泛 函 g 在 f 上 的 作用 . 但 这 个 传统 的 定义 与 这 里 的 叙述 事实 上 是 等 
价 的 , 这 只 需 注 意 到 , 粗略 地 说 , (L?)* 是 由 所 有 那些 9 使 得 它 目 己 以 及 它 的 从 次 
积分 ”都 属于 Z2z 所 组 成 的 (形式 上 记 为 Z2,) 这 一 事实 我 们 将 (在 84.8 命题 8.20 
中 ) 不 加 证 明 地 指出 : “- 

25. 根据 泛 函 分 析 中 的 Banach - Alaoglu 定理 : “ 洲 Bi1, Bs 是 Banach 空间 , 且 
B1 = BB3, 则 Bi 的 有 和 界 集 是 弱 * 相对 紧 的 ”, 知 M(R) 的 任意 有 界 集 是 弱 * 紧 的 . 其 
中 M(R) 中 弱 * 收敛 的 定义 是 Vf es Oo,(f,1n) 收敛 . 关于 用 点 收敛 代替 弱 收 敛 的 
相应 事实 , 是 由 古典 的 Helly 定理 所 揭示 . 这 个 定理 说 , 车 {f(z)} 是 区 间 (a,b) Cc RR 
上 的 一 个 有 界 变 差 函 数 序列 , 其 全 变 差 是 有 界 的 , 且 对 某 zu < (a,b), {F(zo0)} 是 有 
界 的 , 则 存在 子 序列 {F(z)} 与 有 界 变 差 函 数 所 (zx), 使 得 Jim Fn(z) = F(z) 处 处 


成 立 , 且 |F(zo)| < sup|Fn(zo) 以 及 V(F) < supV(Fm), 其 中 V 表示 全 变 差 . 证 明 
这 个 定理 . 

26. 一 个 比 连续 概念 更 一 般 的 是 所 谓 半 连 续 的 概念 . 设 X 是 任意 拓扑 空间 , f 是 
X 上 定义 的 不 取 -co 值 的 实 值 函数 . f 称 为 在 zo 处 下 半 连 续 , 如 果 当 f(x0) < ow 
时 , 对 任意 s > 0, 存在 zo 的 邻 域 V 使 f(x) > f(z0) -se,Vr € Vi; 当 jzo) = oo 时 ， 
对 任意 a > 0, 存在 zo 的 邻 域 所, 使 f(x) > ayz e Vo. 如 果 f(x) 在 所 有 zeD 都 
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下 半 连 续 , 则 谓 f 在 D 下 半 连 续 ; 如 果 一 f(x) 下 半 连 续 , 则 称 f 上 半 连 续 . 下 半 连 
续 在 正 系 数 的 线性 组 合 , 有 限 个 中 取 极 小 , 以 及 任意 个 中 取 sup 等 的 运算 下 是 封闭 
的 . 此 外 , 下 半 连 续 性 可 以 等 价 地 定义 为 : va € 有 R, {zx : f(x) > a} 是 开 集 . 用 收敛 的 
语言 , 也 可 等 价 地 定义 为 : 对 一 切 收敛 于 zo 的 广义 序列 {za}, 有 f(x0) < limf (xo). 
此 外 , 紧 集 K 上 的 下 半 连 续 函 数 f 总 取 到 它 的 极 小 值 . 证 明 这 些 断 言 . 

27. 关于 凸 函 数 . 设 I 是 RR 的 任意 有 限 或 无 限 区 间 , T 上 定义 的 实 值 函 数 B(x) 
称 为 凸 的 , 如 果 对 一 切 a,be 了 ,与 te [0,1l, 总 有 


Bta+(1—t)b) <tE(a) + (1 —tE(0). 


这 个 不 等 式 的 几何 解释 是 说 , 联结 曲线 y = B(xz) 上 任意 两 扣 (a, B®(a)) 与 (6, ®(b)) 
的 弦 总 不 会 有 任何 部 分 严格 位 于 曲线 的 该 段 弧 的 下 方 . 证 明 , 如 果 事 先 假设 更 是 7 
上 连续 函数 , 则 只 要 存在 to e (0,1) 使 上 述 不 等 式 对 to 成 立 , 但 a,b 可 任意 , 则 更 便 
是 凸 函数 . 下 面 设 8 是 TT 上 则 函数 . 

(a) 证 明 V(x1… xn) CT 与 正 实数 族 (t1…tn), 有 

t17T1 十 … 二 tnTn 1 
(Re ) < Hr) + te) 

(5) 证 明 对 了 工 的 任意 内 点 z(e 1°), 的 左 , 右 导数 D-B(z) 与 D+E(z) 存在 , 且 

满足 


—00 < DE(r) < DiE(7) < co， 
D- B(x1) & Dt®(r1) < DB(r2) & DTE(72), 只 要 ZX1 < To. 


这 样 , B(x) 在 了 的 内 部 是 连续 的 , D+ (类 似 地 D-B) 是 单调 增 的 , 从 而 际 全 多 可 列 
个 点 外 是 连续 的 , 而 在 D+G (或 D-B) 的 连续 点 x 处 必 有 D-B(z) = D+E(z), 从 而 
更 除 至 多 可 列 点 外 是 可 微 的 , 且 导 数 单调 增加 . 

(c) 证 明 B 在 I 上 是 凸 函数 , 当 且 仅 当 更 是 不 减 函数 p 的 积分 . 

(d) 设 zo € 70, 且 大 是 满足 D-B(zxo) < kDt®(xo) 的 数 , 则 过 后 (zo, B(x0)) 
且 以 大 为 斜率 的 直线 总 在 曲线 的 下 部 , 即 


P(r) 过 KZ 一 Z0) 十 下 (Zo)， vr EI. 


这 样 的 直线 称 为 曲线 y = B(z) 在 点 zo 处 的 支撑 线 . 
(e) 证 明 如 下 关于 积分 的 Jensen 不 等 式 . 设 (XX, 多 ,1) 是 任意 有 限 ( 非 负 ) 测度 
空间 , fe ReL1(X), f(X) CT 则 对 工 上 任意 凸 函 数 B®, 只 要 Bof e Li(X), 总 有 


(高 /网 < 高 后 


81.7 ”进一步 事实 、 习 题 与 注 记 . 61 . 


提示 : 无 妨 设 Y = 0 fx yan 属于 7 的 内 部 , 在 端点 情况 是 平凡 的 ， 设 上 是 过 
{7, (7Y)} 的 任 一 支撑 线 的 斜率 , 则 
(LAz)) > k(f(7) 一 7Y) 十 下 (7)，ae. TEX. 


28. 放下 是 及 上 实 函数 , 且 对 一 切实 值 有 界 可 测 函 数 f, 有 
1 1 
5 ( / f(r)dz ) < / B(f(z))dz. 
则 是 凸 函 数 


29. 设 (X, 多 ,1) 是 概率 空间 ，f,g 是 非 负 可 测 函 数 ， 满足 f .gog > 1,a.e. 则 
fol > 1. 
30. 设 B(u) 是 及 + 上 任意 一 个 满足 条 件 Jim te = oo 的 正 值 函 数 , 4 是 一 般 


测度 空间 (X, 多 ,1) 上 可 测 函 数 的 集合 , 满足 凡 E(lg)du<E< coyygec4 则 4 中 
函数 有 一 致 绝对 连续 的 积分 . 此 即 , ve > 0,36。 > 0 , 使 得 只 要 |B| < 6., 就 有 


/ 9ldu < ee, vgeAh. 
已 


31. 议 B(w) 是 R+ 上 满足 8(0) = 0 的 增加 凸 函 数 . (X, 多 ,四 是 任意 一 般 测 度 
空间 , f 是 其 上 定义 的 可 测 函 数 . 定义 


L® = {7 可 测 : pa(f) = 人 6(|/)du < > | 
L3 不 必 是 一 个 线性 空间 , 例如 ps(f) < oo 甚至 并 不 保证 pa (2 让 < so 为 了 得 到 一 


个 更 合理 的 空间 , 定义 
Na(f) = inf 人 : ps 人 < 上 
L? = {j 可 测 : Ns(f) < cool 


L? 称 为 由 凸 函数 定义 的 Orlicz 空间 , Vs(.) 是 一 个 范 数 (应 用 更 的 凸 性 证 明 三 角 不 
等 式 ). 单位 球 B = {f : Ns(f) < 1} 是 闭 的 , 并 且 这 个 集合 与 集合 {f : ps(f) < 1} 
是 一 样 的 . Fatou 引 理 说 明 


AR 大 国人 (二 人 


| 
< 四 人 ss 
从 而 由 @ 的 凸 性 , 当 Ns(f) < 1 时 有 


Nh 人 B(|fl)dp < 人 ® (起 三 ) du <1. 
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这 说 明 在 闭 单位 球 B 上 , pgs(f) < Na(f); 从 而 在 22 中 , Ns(f 一 f) 一 0, 推出 
ps (fn — f{)—0. 

32. 记号 同 31, 并 设 更 是 限制 增长 的 . 即 B(2w) < cB(w),vYu > 0 (这 样 的 条 件 有 
时 称 为 Vs 条 件 ). 证 明 序 列 { 户 } 在 2 中 收敛 于 f, 当 且 仅 当 pg(f 一 了 ) 一 0. 且 
我 们 有 $1.3 中 定理 (3.1) 的 类 似 , 即 {f} 在 LY 中 收敛 于 f, 当 且 仅 当 {f} 依 测度 
收敛 于 f, 且 ve > 0, 存在 有 限 测度 集 4。 与 正 数 6e, 使 得 


/ Bfo)dh < e, wn, 
AAS 


/ 5(|fu)dn < se， 只 要 | 可 < Wn 
五 


33. 设 更 是 限制 增长 的 凸 函 数 , 则 { 访 } 在 L” 中 收敛 于 f, 当 且 仅 当 户 一 凡 
以 及 palfn) 一 ps(f). 


34. 记号 同 32. 设 0 > 0, 使 得 / (F) n= 证 明 Ng(f) = 4 举例 说 明 可 
以 有 人 RF) a < 


35. 现在 设 B(w) 是 RR 土 满足 @(0) = 0, 以 及 im GB'(w) = oo 的 增加 上 是 函数， 


记 olw) = BB/'(w) (在 间断 点 处 按 左 连续 规范 化 ), 则 81.1 中 定义 的 2 的 ( 厂 义 ) 逆 函 
数 %(u) 是 处 处 取 有 限 值 的 左 连 续 增加 函数 . 我 们 称 更 (v) = 用 W%(s)ds 为 B(w) 的 
Young 补 函 数 . (例如 


以 及 
和 (一 所 一 V 一 1， 更 (三 (1 二 Ulog(1L 二 一 
便 是 典型 的 两 对 Young 互补 函数 .) 对 这 样 的 6, FP 有 如 下 等 价 定义 
12 = {f 可 测 : fg € L,Vg,py(g9) < 1}, 
|flls = sup {/ fgdh| : py(g) < 上 


人 si ) < 
Na(f 


) < ||flls < 2Ns(f). 


试 证 明 
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利用 这 个 新 范 数 , 可 以 证 明 L? 是 完备 的 , 因而 是 一 个 Banach 空间 , 以 及 


| 人 fganl < lylslolv， vf ek, we 了 


人 fgdp 


这 个 积分 不 等 式 说 明 L*, LY 互相 连续 地 贬 入 到 对 方 的 对 偶 空间 内 去 . 

36. 设 B 是 限制 增长 的 Young 同 函 数 , 则 简单 函数 类 S 在 L? = (L?) 中 稠密 ， 
以 及 (L®)* = LY. 

37. 设 更 同 题 36. 设 可 测 函 数 g 使 得 Vf e L* 都 有 fg e L1 则 geLY. 设 可 测 
函数 序列 {gn} 使 得 Vf e L?,{fgn} 是 L! 中 有 界 集 ( 界 可 以 依赖 于 f), 则 {g,} 是 
LY 中 有 界 集 . 如 果 {9,,} 只 是 使 得 vf < LY, {fgs} 是 L1 中 有 界 集 , 则 存在 0 > 0 使 
{0gn} 满足 py (9gn) < 1. 证 明 这 些 断 言 . 

38. 设 (X 多 ,1) 与 (Y, 多 ,v) 是 任意 两 个 一 般 测度 空间 , $, @1 是 两 个 如 题 31 中 
的 凸 函数 , 设 了 是 定义 在 L?* 上 取 值 于 L?: 中 的 正 齐 次 算 子 (T 称 为 正 齐 次 的 , 如 
Va <R+, 只 要 f 使 Tf 有 定义 , 则 T(aj) 也 有 定义 , 且 |T(af)| = alT( 有 )), 满足 


<2Na(f)Ny(g) vf eL®, VgerLY. 


hm < 4/ alfa B, viers. 
Y X 
则 工 可 以 扩充 为 L* 上 的 算 子 , 且 有 

Na (Tf) < cNg(f), vf eL®. 


39. 设 B(wu) 是 R+ 上 满足 8(0) = 0 的 增加 凸 函 数 , p(w) = B'(w) 按 左 (或 右 ) 连 
续 规范 化 . 令 (i (i 
.up(u 加 up(u 
qs = inf BU)’ fb Bl) 


(a) 证 明 是 限制 增长 的 , 当 且 仅 当 ps < co, 且 此 时 ps < sup D2W) 1 


2 - 
(6) 证 明 当 p 二 ps < oo 时 2 只 是 _ 的 下 降 函 数 , 从 而 YX > 1 有 


ub 


BMu) < PBu), vu>0. 
(c) 证 明 0 是 wv 的 上 升 函数 , 从 而 VA > 1 有 
BM) ATBu), vu>0. 


这 说 明 B 增加 得 比 we 快 , 但 (5) 中 结论 说 更 增加 得 比 wz 慢 . 
(d) 对 指标 p e [1, oo0], 记 mw 为 p 的 相伴 数 , 设 更 是 Young 函数 , 亚 是 更 的 
Young 补 函 数 . 证 明 9%4 = py. 
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(e) 同样 设 亚 , 亚 是 Young 互补 函数 ,证明 ps > 1 且 


亚 (Z) < (ps — 1)®(Y(r)), 
其 中 W(z) = YY'(v). 


注 记 
§1.1 一 1.3 内 容 比 较 初 等 , 可 以 在 很 普通 的 实 分 析 类 书籍 中 找到 类 似 的 叙述 . 81.4 中 定理 (4.2)， 
推论 (4.3), 与 定理 (4.4) 合 起 来 称 之 为 Vitali - Hahn - Saks 定理 , 其 证 明 是 广 为 流 行 的 , 属于 S. 
Saks. 关于 元: 中 序列 的 弱 紧 性 的 定理 (4.8) 与 推论 (4.9), 基本 上 取材 于 Dunford - Schwartz|DS3|. 
81.5 中 Stone - Weierstrass 定理 与 Alzela - Ascoli 定理 的 证 明 也 是 比较 流行 的 . 81.6 主要 取材 
于 Steinlst ,例如 关于 L? 的 点 逼近 单位 的 定理 (6.4), 光滑 函数 连同 微 商 一 起 在 L? 中 逼近 f 的 
定理 (6.5) 以 及 Sobolev 嵌入 定理 (6.13) 等 . 关于 刻画 A。 。 的 定理 (6.8), 取材 于 ZygmundL2y 


关于 A。 的 等 价 定义 的 定理 (6.11) 也 是 比较 流行 的 , 它 与 以 后 将 讲述 的 BMO 持 间 的 John - 
Nirenberg 定理 的 处 理 方法 相似 . 


第 二 章 经典 Fourier 分 析 


Fourier 分 析 来 源 于 函数 的 三 角 级 数 展开 . Fourier, Dirichlet, Cantor, Riemann 等 
人, 在 上 一 世纪 对 三 角 级 数 展开 的 收敛 、 求 和 、 唯 一 性 等 方面 的 研究 , 引导 到 函数 
的 定义 、 集 合 论 、Riemann 积分 的 建立 . 他 们 的 研究 ， 构成 了 19 世纪 经 典 实 分 析 的 
核心 内 容 . 20 世纪 初 , Lebesgue 也 是 在 研究 三 角 级 数 展开 的 过 程 中 , 元 服 了 Riemann 
积分 的 缺陷 , 建立 了 Lebesgue 积分 理论 . 以 后 , 加 上 泛 函 分 析 观 点 的 注入 ， Fourier 分 
析 成 了 在 平面 的 单位 圆周 TT 与 直线 及 上 应 用 Fourier 变换 研究 Lebesgue 空间 与 连 
续 函 数 空间 等 的 有 效 工具 . 20 世纪 50 年 代 初 , Schwartz 的 广义 函数 理论 , 为 Fourier 
分 析 提 供 了 更 宽阔 的 舞台 . 我 们 把 那些 主要 在 50 年 代 以 前 建立 的 理论 , 统称 为 经 典 
Fourier 分 析 . 

具体 地 说 , 经 典 Fourier 分 析 的 第 一 个 主要 研究 对 象 是 Fourier 级 数理 论 . 从 近 
代 的 观 扣 看 , 函数 的 自 变量 所 在 的 底 空间 就 是 复 平面 (或 二 维 实 平面 ) 上 的 单位 圆周 
T. 单位 圆周 可 以 通过 z 一 etz 而 与 及 的 任何 一 个 长 为 27 的 区 间 (通常 是 [-7,7) 
或 [0, 2r)) 等 同 起 来 . 如 果 把 R 看 成 一 个 群 (对 通常 的 加 法 而 言 ), Z 是 整数 群 , 2rZ 
契 2r 的 整数 倍 构成 的 群 , 则 T 同 构 于 商 群 凡 /2rZ. 定义 在 人 上 的 函数 等 同 于 以 27 
为 周期 的 函数 . T 上 的 函数 可 积 相当 于 对 应 的 以 2r 为 周期 的 函数 在 [一 mr T) 可 积 : 


[ f(t)dt = 人 _ f(x)dz. 


这 样 区 间 [7,7) 可 以 看 作 T 的 模型 , T 上 的 测度 可 以 看 成 及 上 的 Lebesgue 测度 
在 [-7,7) 的 限制 . 因此 , T 构成 一 测度 空间 . 根据 第 一 章 , 我 们 便 有 空间 L?(T),0 < 
p < co. 它 完全 等 同 于 


(7: 以 27 为 周期 ，/ (OpPat < ~} 


-66 第 二 章 经典 Fourier 分 析 


实数 的 拓扑 自然 诱导 出 T 上 的 拓扑 , 因此 T 上 可 以 定义 连续 函数 空间 C(T), 它 等 同 
于 以 27 为 周期 的 连续 函数 , 其 范 数 定义 为 


| Flcm= max |f (7)|. 


同样 , 还 有 T 上 的 有 界 Borel 测度 空间 M(T). 注意 T 上 的 有 界 Borel 测度 都 是 由 
有 界 变 差 水 数 产 生 的 Lebesgue - Stieltjes 测度 . 

T 上 可 以 自然 定义 平移 算 子 7 :x 一 zz 一 h. TT. 上 上 Lebesgue 积分 的 一 个 最 重要 的 
性 质 是 , 它 对 平移 是 不 变 的 : 


/ f(t)dt = /| f(t — h)dt = / f(x)dx. 
T 的 为 外 一 个 重要 特点 是 它 的 紧 性 . 紧 性 的 一 个 重要 表现 是 有 下 面 的 包含 关系 : 
C(T) C rc 人 CI CLI(T) Cc M(T), 


其 中 1 < p < co. 

经 典 Fourier 分 析 的 另 一 个 主要 研究 对 象 是 所 谓 的 Fourier 积分 理论 . 20 世纪 
50 年 代 以 前 基本 上 只 有 一 维 结果 , 50 年 代 以 后 才 有 了 比较 丰富 的 高 维 内 容 . 它 的 研 
究 对 象 不 再 是 周期 函数 , 而 是 R* 上 的 非 周 期 函数 . 这 时 的 底 空间 R"? 仍然 是 一 个 加 
法 群 , 同时 在 它 的 自然 拓扑 下 构成 一 个 交换 局 部 紧 2 拓扑 群 , 通常 的 Lebesgue 测度 
也 是 在 平移 下 不 变 的 测度 . 这 些 是 与 T (乃至 T") 相似 的 地 方 . 因此 按照 Fourier 级 
数理 论 平 行 建立 的 Fourier 积分 理论 , 无 论 从 方法 与 结果 而 言 , 大 体 上 与 Fourier 级 
数理 论 差 不 多 . 当然 差别 也 是 存在 的 , 一 方面 T (乃至 T") 的 拓扑 结构 是 紧 的 , 而 R" 
则 否 , 因此 在 某 些 方面 , Fourier 积分 比 Fourier 级 数 在 成 熟 方 面 或 难 易 方面 要 欠缺 一 
些 . 但 作为 补偿 , 由 于 R" 具有 比 群 结构 更 多 的 结构 , 例如 伸缩 变换 与 正 交 变换 , 以 
及 更 完整 的 微分 结构 . 更 完整 之 意 是 指 R" 除 自 己 以 外 ,Fourier 变换 目 变 量 所 在 的 
旗 空 间 , 称 为 R" 的 对 偶 空间 , 也 是 R", 它 也 具有 微分 结构 ; 而 TY" 则 否 , 其 对 偶 空 间 
是 Z". 因此 Rn" 上 的 Fourier 积分 理论 在 某 些 方面 又 更 丰富 , 也 更 富有 生命 力 . 

本 章 将 对 经 典 Fourier 分 析 (包括 级 数 与 积分 两 种 理论 ) 中 的 最 基本 的 结果 与 方 
法 作 一 介绍 , 其 中 Fourier 级 数 部 分 主要 是 对 一 维 , 而 Fourier 积分 部 分 则 为 了 便于 
与 该 领域 的 近代 发 展 衔接 而 对 高 维 进行 叙述 . 主要 内 容 有 Fourier 变换 的 初等 性 质 ， 
Fourier 展开 的 收敛 与 求 和 , 连续 函数 的 三 角 通 近 , L? 的 Fourier 分 析 (包括 I? 理论 ， 
蔡 函数 的 L? 理论 , 联系 整 函 数 增长 级 与 Fourier 变换 文集 大 小 的 Wiener - Paley 
理论 ), 正定 函数 与 Bochner 定理 , Fourier 级 数 的 绝对 收敛 , 以 及 广义 函数 的 Fourier 
分 析 等 . 这 些 内 容 , 不 仪 在 偏 微分 方程 、 解 析 数 论 、 概 率 统计 等 学 科 中 有 许多 应 用 ， 
而 且 是 本 书 以 后 各 章 的 基础 . 它们 将 为 后 面 的 内 容 提 供 问 题 、 背 景 、 模 型 与 方法 ， 
因为 近代 实 分 析 正 是 在 经 典 Fourier 分 析 的 基础 上 发 展 起 来 的 . 


82.1 Fourier 变换 的 初等 性 质 ,67 . 


82.1 Fourier 变换 的 初等 性 质 


能 定义 Fourier 变换 的 对 象 首先 是 底 空 间 上 的 可 积 函数 与 有 界 测度 . 我 们 的 底 
空间 是 T 与 R"， 按 习惯 , 我 们 考虑 T 上 的 规范 化 测度 红 ， 它 使 全 空间 T 的 测度 
为 1, 而 Rn 上 规范 化 测度 为 uodz, 其 中 on = 3 ”( 这 个 记号 将 永远 适用 ). 我 们 
的 研究 对 象 是 LL! (™ 2 ) ;, M(T), Li1(R",aodz) 与 M(R"), 其 中 空间 M(.) 的 定义 见 
81.5, 在 那里 我 们 叙述 了 Riesz 表示 定理 . 根据 这 样 的 测度 的 取 法 , 相应 的 LP 范 数 应 
理解 为 (仅仅 在 本 章 我 们 才 作 这 样 的 理解 ， 


1 /" r 
Wm = (a) , 1<p<% 0 


He = (of rds) ，1<p<o (2) 


而 ‖ ||w 将 不 受 影 响 . 此 外 , 为 了 保证 L1 能 够 保持 范 数 地 嵌入 到 M 中 , 相应 地 也 
应 有 


lolwm = 去 厂 w 

=sup {| wanl :we cn) ple <1) (3) 
Ionlweo = oo flan 

=sup {oo {van : we colR"), ol <1) 0 


式 (3)，(4) 中 第 一 个 等 式 给 出 的 是 全 变 差 范 数 ， 第 二 个 等 式 给 出 的 是 C(T)* 与 
Co(R”)* 中 的 范 数 . 已 知 L1 与 M 是 Banach 空间 . 按照 群 上 调和 分 析 的 近代 观点 ， 
被 研究 的 对 象 最 好 还 应 该 有 更 多 的 代数 结构 , 这 样 便 可 研究 一 些 代数 结构 在 Fourier 
变换 下 的 同 态 或 同 构 . 所 幸 L! 与 M 的 确 可 以 赋 于 卷 积 作为 乘法 , 还 可 赋 于 对 合 运 
算 使 之 成 为 对 合 Banach 代数 . 本 书 并 不 打算 沿 着 这 个 观点 走 下 去 , 只 要 求 读 者 知道 
有 这 么 回 事 , 并 不 要 求 了 解 细节 (当然 有 兴趣 的 读者 例外 , 他 们 可 以 参考 有 关 群 上 调 
和 分 析 的 专著 ). 但 卷 积 却 是 个 非常 重要 的 概念 , 不 可 不 知道 . 对 合 这 个 概念 对 本 书 
说 来 比较 次 要 一 些 , 为 了 完全 的 目的 , 也 一 并 给 出 定义 . 我 们 只 叙述 R" 情形, T 的 情 
形 是 类 似 的 . 

现在 讨论 卷 积 与 对 合 这 两 个 算 子 . 我 们 在 $1.6, $1.7 已 经 遇 到 过 卷 积 算 子 , (相差 
一 个 常数 倍 ) 它 是 


f+ gz) =00 | fg — Way (5) 
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由 Young 不 等 式 知 
|f*gllp < |lfllillglly, 1<p<o. (6) 


这 特别 说 明 当 p = 1 时 , 卷 积 算 子 可 以 看 成 定义 在 Li(R*) 上 的 “乘法 ?， 并 且 使 
L'(R") 代数 (一 个 Banach 空间 4 称 为 一 个 Banach 代数 , 如果 其 中 定义 了 一 个 
满足 结合 律 以 及 与 线性 运算 联系 的 分 配 律 的 乘法 , 且 ||zyl| < |zl 川 yl. 此 外 Li(R") 
上 还 有 一 个 目 然 的 对 合 运 算 (代数 4 中 * 运算 称 为 对 合 , 如 果 


(ar +PYy)* =ar* +hy, r=7, (ry)*=yr, 7,y€d, 
oa, 0 为 复数 纯 量 , 其 上 横 线 一 表示 复数 的 共 斩 ) 
jz) = f°(7) = f(-2). (7) 


我 们 如 何 将 (5),(7) 定义 的 这 两 个 运算 扩充 至 M(R") 呢 ? 注意 到 M(R") = Co(R")*， 
因此 我 们 只 需 考虑 M(R") 中 元 素 在 Co(R*) 上 是 如 何 作 用 的 就 行 了 . 


定义 (1.1) 设 jv eM(R"7). 定义 jx*v 为 由 Co(R"?)* 中 元 素 
2 = 1(p) = a0 / 人 e+a)du(zjd(，vYp e Co(R"), (8) 


所 对 应 的 M(R") 中 的 元 素 . 这 个 运算 * 称 为 卷 积 . 对 je M(R"), 定义 jv* 为 Co(R”)* 
中 元 素 


p (9) = ( 人 ro) ,Vp € Co(R”) (9) 
所 对 应 的 M(R") 中 的 元 素 , 这 个 * 称 为 对 合 . 
注 易 知 式 (8),(9) 中 i(w) 的 确定 义 了 Co(R"*) 上 有 界线 性 泛 函 , 因而 的 确 分 别 
对 应 于 M(R") 中 某 个 元 素 , 记 为 jx*v,n*. 易 知 ， 
lax* vl < lglllizll, ll = lgll. (10) 


如 果 dp = fdz, dv .= gdz, f,g e 三, 则 这 里 定义 的 卷 积 与 对 合 与 L* 上 原来 的 定义 相 
同 . 此 外 , 由 于 R” 是 交换 群 , 知 卷 积 是 交换 的 , 请 读者 自行 证 明 这 些 断 言 . 


对 这 两 个 运算 , 我 们 主要 关心 的 是 它们 与 Fourier 变换 有 什么 关系 . 在 讨论 这 个 
关系 以 前 , 自然 地 应 先 定义 Fourier 变换 , 以 及 讨论 Fourier 变换 的 一 些 初 等 性 质 . 
设 fe L1(T), 耻 的 Fourier 变换 (此 时 通常 称 为 Fourier 系数 ) 被 定义 为 


~ 1 


f(n) = 去 上 Flz)e-mzdz，mEZ. (11) 
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和 fl(n)ein® 被 称 为 f 的 Fourier 级 数 , 记 为 


了 fvem. (12) 
MI(T) 的 所 有 元 素 痢 由 T 上 有 界 变 差 函数 生成 , 所 以 测度 的 Fourier 级 数理 论 就 是 
Fourier - Stieltjes 级 数理 论 . 设 F(z) 有 界 变 差 , 则 
(dF) “ (n) = 二 / e "dF (rz), nezZ, (13) 
称 为 下 的 Fourier - Stieltjes 变换 (或 系数 , 这 里 积分 是 Riemann - Stieltjes 积分 )， 


dF ~ > (dF)“ (n)e’™” (14) 


称 为 Fourier - Stieltjes 级 数 . /或 dF 的 Fourier 系数 {f(n)}, {(d4F)“ (n)} 通常 简单 
地 记 为 某 个 复数 序列 , 例如 {c,,}. 高 维 情 形 是 类 似 的 . Rn" 情形 z 


-~ 


f(€)= a0 人/ ez)dz， vf e L'(R”), (15) 


(dj) ~ (€) = ao / eetqp(z), Vp e M(R"), (16) 


分 别称 为 f 的 Fourier 变换 与 dj 的 Fourier 一 Stieltjes 变换 , 其 中 (dy) ”经 常 简 记 
为 到 而 


/~ | ele) (17) 


dh~ oof es(an) Gd (18) 
分 别称 为 f 的 Fourier 积分 与 dh 的 Fourier - Stieltjes 积分 . 这 里 z = (zx1)… ,zn)， 
€ = (€1,.… ,én), £2 = 2 是 Rn 中 内 积 , 现在 讨论 Fourier 变换 的 初等 性 质 . 仍 
然 主 要 只 对 Rn 叙述 , 偶尔 提 到 T 情形 
定理 (1.2) 设 / 人 EM, 则 六 一 致 连续 , 且 
[Rll < ula. (19) 
证 明 式 (19) 是 显然 的 . 一 致 连续 性 是 因 


A(E + AE) = a0 人 emt(e en 1)dp(e), 
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而 被 积 函数 当 7 一 0 时 对 & 一 致 地 对 一 切 > 有 界 地 趋 于 0, 加 之 / 是 有 界 测度 , 即 
得 断言 . 定理 证 毕 . 
对 L! 中 元 素 结论 要 更 强 一 些 , 即 有 所 谓 Riemann - Lebesgue 引 理 . 


定理 (1.3) (Riemann - Lebesgue) Vf € FTIR"), 六 < Co(R"). 
证 明 设 fe 1 由 定理 (1.2), 只 要 证 jim 成 0 =0. 设 teR", 令 n= ar 
则 
f(é£) = an 人 e jz)dz = ao 人 ez 十 0)drz 


-1 eetnde = | ee) — fle+ mn))de, 


令 由 一 0%, 这 时 有 |nm| 一 0. 因此 ， 


Fo < 3) -f+ Dh = 0. 
这 就 证 明了 定理 


注 这 个 证 明 很 典型 , 从 它 还 可 以 得 到 由 /的 光滑 性 推出 Fourier 变换 的 大 小 
估计 , 见 82.9 的 有 关 习 题 . 
现在 讨论 Fourier 变换 与 平移 、 什 缩 ， 正 交 变换 ， 以 及 微分 运算 等 的 关系 . 


定理 (1.4) 设 7%,ds 分 别 是 平移 算 子 与 伸缩 算 子 ( 见 $1.6), Qs。 是 由 R" 上 正 


f =» Qpf (7) = jp(z)) (20) 
则 我 们 有 

(mf) ° (€) = esf(e), (21) 

(em?f) (= (7f)(8), (22) 

sn) "(© =07"F($), : (23) 

(Qpf) (9 = Qpf(é). (24) 


证 明 式 (21),(22),(23) 直接 由 定义 得 . 如 看 (23), 有 


Q0 人 f(6r)e™’**dr = 了 人 f(r)e-ir$ dr 一 元 (和 . 
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现在 看 (24). 设 p 是 正 交 变换 , 这 时 pr-1 等 于 po 的 转 置 pt. 注意 到 p 的 Jacobian 为 
1, 有 
(四国 = 人 fps)e "sas 
-人 f(x)e- "Wedr=o0 | f(r)e '®P) dr 
Rn 
= f(p(é)) = Qof(é). 
定理 证 毕 . 
注 在 T 情形 , 式 (21),(22) 同样 成 立 (23) 有 下 述 类 似 结果 : 记 f(z) 二 
f(mz),m € Z, 则 
~ 六 一 )， 当 m 除 得 尽 m， 
(fp) 四 = 忆 站 
证 明 作 为 习题 留 给 读者 . 


推论 (1.5) 设 f 是 有 Rr 上 径 疝 函数 ( 即 f(x) 只 依赖 于 z 的 长 度 lz|, 与 z 的 方 
向 无 关 ), 则 fF 亦 然 . 
证 明 设 | 和 | = |&|, 则 存在 正 交 变 换 p 使 得 &。 = p(&1). 既然 f 是 径 向 的 , 则 
Qof = f, 故 Qof = (Qof)”= .特别 f(&2) = fl(p(&1)) = f(&). 这 就 完成 了 证 明 . 
现在 讨论 微分 运算 与 Fourier 变换 的 关系 . 
定理 (1.6) 设 feLi, 且 zwxf eL, 其 中 zs 是 xz 的 第 k 个 坐标 , 则 广 关 于 部 
可 微 , 且 
of 
OEk 
类 似 地 , 若 fe L1, 且 半 在 通常 意义 下 存在 且 属于 L1, 或 在 L1 中 按 如 下 意义 下 
存在 , 即 存在 ge Li, 使 


/二 一 人 9 在 7 中 ,hh=(0,… ,ha 0) 


i (€) = (~izkf) (6)， (25) 


hx 
则 ; 
(起 ) = 各 jg (26) 
一 般 地 设 a = (a1,… ,an) 是 一 多 重 指标 , 其 中 ai 是 非 负 整数 , De 是 微分 单项 式 
Da ola 


D* = Ba - Bm Ga al = > (27) 


. 92 . 第 二 章 经典 Fourier 分 析 


设 P(z) 是 任 一 多 项 式 , P(D) 是 对 应 的 微分 多 项 式 , 即 用 D* 代替 


T= TY Te" (28) 

所 得 到 的 微分 式 , 则 对 充分 好 的 函数 f (例如 在 Schwartz 函数 类 .> 中 ), 有 
P(D)f(é) = (P(-iz)f) “ (8), (29) 
P(ié)f(€) = (P(D)f) “ (&). (30) 


证 阴 设 h 二 (0,-…- ,hx,..* ,0), 则 


fl(E+h)— f(t) /eish— 1N\. 
A (一 1 四 


一 :及 _ ] | 
一 oo/ f(r)e ®tdzx. 
了 Rn k 


当 hx 一 0 时 , 被 积 函 数 被 |zkf(z)| 控制 , 且 收 敛 于 一 izpf(7z):e-*， 这 就 给 出 了 
(25) 当 2 在 通常 意义 下 存在 时 , 分 部 积分 即 得 (26). 当 过 在 L1 中 存在 时 , 注 
意 到 


(rpf —f)“(€) = (et 一 TS 


我 们 有 
I/ of\. eih'é —1~ Of Tnf—f 
上 (总) OTT jo) < Bx he 
?PS _ 
注意 到 一 -ié;, 这 就 给 出 了 (26). 式 (29),(30) 可 类 似 证 得 . 定理 证 毕 . 


注 式 (26) 在 工人 情形 下 的 类 似 为 : 车 f 是 TT 上 绝对 连续 函数 , 则 f' 的 Fourier 
系数 为 
(f) (mn = inf(n), Vn. (31) 
此 外 , 设 fe L1, f(0) 二 0, 则 F(x) = 三 f(t)dt 的 Fourier 系数 为 


Fln) = =fln), n#0 (32) 
与 式 (32) 类 似 , 设 g(z) 是 T 上 有 界 变 差 函 数 , 则 
jp) = =(dg) “(nm), wn #0 (33) 


作为 (31) 的 应 用 , 可 得 Fourier 级 数 绝对 收敛 的 如 下 的 充分 性 条 件 : 设 f 使 得 f' 绝 
对 连续 , 则 f 的 Fourier 级 数 绝 对 收敛 . 作为 习题 请 读者 证 明 这 些 断 言 . 
最 后 我 们 回 到 卷 积 、 对 合 与 Fourier 变换 的 关系 . 
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定理 (1.7) 设 ,ve M(R"), 则 


(Ar 1v) (é) = A(E) DE), (34) 


(1°*) (8) = £(é). (35) 


证 了 明 当 j= fdxz,v = gdzx,f,g eL! 时, (34),(35) 的 证 明 是 直接 的 . 一 般 情 形 ， 
注意 到 式 (34),(35) 左右 两 边 出 现 的 函数 都 是 有 界 连续 函数 , 充分 地 只 需 证 明 它 们 作 
为 作用 在 L! 上 的 泛 函 是 一 样 的 , 一 旦 得 证 , 则 它们 必须 处 处 相等 . 注意 下 述 出 现 的 
积分 都 是 绝对 收敛 的 , 故 可 自由 交换 积分 次 序 . 于 是 Vg e L1， 


fr oa = {a fg)deanr vo) 


一 Q ei(z+y) rT)}dv 
= 有 人 人 teg(é)dédn(r)dv(y) 
= 人 ProGe 


这 里 应 用 了 Ze) e Co(R") 的 事实 . 类 似 地 , 我 们 有 


fl) Og)ae = oo ff egal) 


=a ( 人 (人 seoue) wo | 
-oo 人 (全 am) ok= 人 二 ok 


定理 获 证 . 


Fourier 变换 与 卷 积 、 对 合 的 上 述 关系 非常 重要 . 它 指出 , 对 固定 上 e Rn", Fourier 
变换 “ (有 时 也 记 为 多 ) 建立 了 M(R") 到 C 内 的 对 合 Banach 代数 同 态 . (两 个 代 
数 体系 之 间 的 同 态 是 那些 与 所 讨论 的 代数 体系 内 所 有 运算 可 交换 的 映射 .) 如 果 不 固 
定 & ,而 将 (Ej(1 Ee M(R")) 或 f(E)(f e L1(R")), 看 成 R* 上 的 函数 , 则 多 建立 了 
M(R") 到 全 体 有 界 一 致 连续 函数 所 组 成 的 代数 的 一 个 子 代数 B(R") ( 称 为 Fourier - 
Stieltjes 代数 ) 上 的 同 构 , 以 及 Li(R") 到 Co(R"7) 的 一 个 子 代 数 A(R") ( 称 为 Fourier 
代数 ) 上 的 同 构 (一 一 映 上 的 同 态 称 为 同 构 ). 这 里 同 态 断 言 中 映射 与 各 种 运算 的 可 
交换 性 , 有 些 是 显然 的 , 有些 可 由 本 定理 推 得 . 同 构 断 言 中 所 要 求 的 映射 的 一 一 性 ， 
就 是 在 下 节 要 建立 的 Fourier 变换 的 唯一 性 定理 的 一 个 推论 . 
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82.2 ”Fourier 展开 的 收敛 与 求 和 
首先 考虑 (一 维 ) Fourier 级 数 的 收敛 . 设 Fe L1(T),f 的 Fourier 级 数 为 
f ~ >, Cetnz 


它 的 Fourier 部 分 和 算 子 由 上 述 级 数 的 对 称 部 分 和 定义 


Sn(f, 7) ye cz = 人 DN(x — yf(y)dy (1) 
nN\J,， 一 n 一 从 N 一 1 
一 2T ,/_- 
其 中 
sin @ 十 3 7 
7) = >, e'"? 一 A (2) 
InlgN Ss 


称 为 Dirichlet 核 . 它 是 一 个 N 阶 三 角 多 项 式 , 是 z 的 侦 函 数 , 并 且 满 足 


二 三 D(z -= D(z (3) 


, 1 
IDN(z)j| < cmin 四 ,N |. (4) 
sin 


式 (4) 反映 部 分 和 算 子 本 身 性 质 不 够 好 . 通常 是 将 它 适当 修改 而 考虑 所 谓 求 和 算 子 ， 
通常 是 线性 求 和 算 子 ， 考 虑 矩阵 {A}, 先 作 和 和 Acueinz， 然 后 考虑 这 个 和 当 
k 一 oo 时 的 极限 . 如 果 极 限 存在 , 则 说 过 cnemz 可 用 {Xkn} 求 和 . 我 们 将 在 82.9 习 


题 中 介绍 一 般 的 级 数 的 正规 矩阵 求 和 . 本 节 对 Fourier 级 数 只 讨论 两 种 最 简单 的 求 
和 , 即 (c,1) 求 和 与 Abel - Poisson 求 和 . (c,1) 和 定义 为 


1 ~ /MN 
oN(f,7) = Ni i(f, 7) = > -有 ez 


j=- 


= 元 = Kn(z —Yy)f(y)dy. (5) 


容易 证 明 


1 2 
N . in 一 (N 十 1)Z 
| 1 sin 可 
K = 》 (1-~ er = 一 一 | 一 一 一 | 
N (7) ( Nil/)” Ni nT (6) 
2 
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Kn(z) 称 为 Fejér 核 . 它 也 是 N 阶 三 角 多 项 式 , 偶 函 数 , 且 满 足 


元 广 Kw(z -3/ Kw(z (7) 


. 1 1 
2 
f 的 Fourier 级 数 的 Abel 和 定义 为 
OO | 1 
— In| inz _ | 
f (7,7) 2 cne 5 / P(x —y)f(y)dy (9) 

容易 证 明 

1— 2rcosz++r? 


它 称 为 Poisson 核 , 是 z 的 偶 函 数 , 满足 


1 /7™ 1 广 
5 广 P(x)dz = 二 P(x)dzx = 1, (11) 


c(1—r) 


0<P. 芝 -一 一 一 一 一 一 一 . 
(7) (一 站 2 十 2 


(12) 
信人 计 式 (8) 与 (12) 本 质 上 是 一 样 的 ， 只 需 把 局 与 1 一 7 对 应 束 可 看 出 . 这 类 估计 ， 


即 非 负 性 、 以 及 原点 邻 域 外 的 控制 形式 ， 远 比 (4) 为 好 . 因而 这 两 个 求 和 算 子 , 对 
Fourier 级 数 来 说 , 比 部 分 和 算 子 性 质 要 好 . Poisson 核 还 有 一 个 优点 是 与 解析 、 调 和 
性 的 联系 . 由 于 


P(x) = Re 二 z=re”?, Og<r<1, |z| < T， (13) 
因此 它 是 调和 函数 . 它 的 共 轿 调和 函数 是 
Q(z) =Imi +t- 27 sinz (14) 


1—z 1—2rcoszr+i+r2 
称 为 共 斩 Poisson 核 . 我 们 在 82.5 将 会 看 到 , 共 恩 Poisson 核 使 我 们 可 在 Fourier 分 
析 中 引入 卓有成效 的 复方 法 . 这 方法 的 一 个 重要 结果 是 关于 共 轿 函数 算 子 的 有 界 性 . 
它 在 讨论 部 分 和 算 子 {Sn} 是 否 在 L?(T),1 < p< co, 与 C(T) 中 依 范 数 收敛 , 将 是 
一 个 有 用 的 工具 . 所 谓 共 力 函数 ， en 


f(z) = A J dy 


yy 
—n 2t 
CD 


在 82.5 中 将 证 明 , 若 f e LP?(T),1 < p< o%, 或 C(T), 则 广 在 一 定 意义 下 是 存在 的 ， 
且 /一 上 是 IL?(T) 有 界 的 , 1 < p < co, 但 不 在 Li(T) 与 C(T) 中 有 界 . 


(15) 
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引 理 (2.1) 设 B 是 TT 上 函数 构成 的 Banach 空间 ,三 角 多 项 式 的 全 体 儿 在 B 
中 稠密 . 则 Fourier 部 分 和 算 子 序列 {SN}> 在 B 中 依 范 数 收敛 , 当 且 仅 当 {Sw}> 
是 B 上 一 致 有 界 算 子 序列 . 


证 明 设 SN(f) 一 f, vf & B, 则 由 一 致 有 界 原理 ( 见 83.1 定理 1.3) 知 {Sw} 
一 致 有 界 , 即 sx 和 ec. 反之 , Vf € B, 任 给 e > 0, 找 ge 多 ,使 上 f -gllp < e, 则 当 
N 大 于 9 的 阶 , 有 


[SN(f)— flls < lSN(f ~ 9)lls+|f — ollp < cllf ~ gllp < ce. 
引 理 证 毕 . 


定理 (2.2) 设 B= ZL?(T),1 < p<o, 或 C(T). 则 对 任意 fe B, 有 {Sn(f)} 
在 B 中 收敛 于 f, 当 且 仅 当 共 轿 函数 算 子 f 一 f 是 B 上 有 界 算 子 . 


证 明 只 需 证 {SN} 一 臻 有 界 与 共 罗 函数 算 子 有 界 等 价 . 为 此 将 Sy 修改 为 


Sh(f,) = DN fay (10) 
其 中 / 
Sin Nz 
DN(X) = DN(X) — cos NY = 一 一 一 . (17) 


tamn 一 
2 


既然 Sy 一 5#% 是 一 个 以 cos Nz 为 核定 义 的 卷 积 算 子 , 它 在 空间 B 中 显然 是 一 致 有 
界 的 . 因此 充分 地 只 需 证 明 {5%} 的 一 致 有 界 性 与 共 轿 算 子 的 有 界 性 等 价 . 后 者 显 
然 推 出 前 者 , 这 是 因为 在 (16) 中 , 把 sin N(x 一 y) 展开 , 便 有 


SN(f,7) = sin Nx(cos Nrf)~ (x) — cos Nzr(sin Nzf)~ (7). (18) 

反 过 来 , 设 {Sn} 一致 有 界 . 对 fe B 定义 

2n 

Tf _ > f (hk)eik” _ einzSn (ein?f, 7), 

0 . 
则 {ZT} 也 是 B 上 一 致 有 界 算 子 序列 . 显然 , 对 任意 pe 多 , Th(p) 在 B 中 收敛 ,而 
多 在 LI?(T),1 < p< oo 与 C(T) 中 是 稠密 的 ( 见 定理 (2.11) 后 的 说 明 ). 因此 , {7,} 
在 B 上 收敛 , 即 Vf < B, Tf Dflk)eitr 在 B 中 , 记 其 极限 算 子 为 T+. 类 似 地 

0 

可 定义 了 ， 

f 一 T f ~ fkew®, 


它 也 是 B 上 有 界 算 子 . 由 于 共 白 函数 算 子 等 于 -i(T+ 一 了- ) ( 见 82.5), 便 知 它 是 B 
上 有 界 算 子 . 定理 获 证 . 
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结合 共 王 函数 算 子 的 有 界 性 结果 与 本 定理 便 知 {Sw} 在 LP,1 <p < oo 上 收 策 
但 在 Li 与 C 上 则 不 然 . 
现在 讨论 {Sw] 的 定点 收敛 . 只 讲 一 个 常用 的 充分 性 判别 法 . 先 将 式 (16) 进 一 
步 改写 为 a / 
sn(1.7)== | (eWay + ee) (19) 


其 中 s(z) 是 了 与 


1 2 
二 一 2 sin Ny 二 cosNy = p(y)+cosNy 
an 


的 郑 积 . 我 们 首先 指出 , Vf s Li1(T),e(x) = o(1)8 对 z 一 致 成 立 . 其 中 对 应 于 cos Ny 
的 那 一 项 是 显然 的 , 它 是 Riemann - Lebesgue 引 理 的 推论 . 至 于 对 应 于 p(y) 的 那 一 
项 , 也 是 o(1), 只 需 用 到 p(y) 在 [-7,7] 上 有 界 变 差 的 事实 . 事实 上 , 先 用 he C1(T) 
(一 次 连续 可 微 函 数 ) 在 L! 中 逼近 f, 则 这 一 步 带 来 的 误差 至 多 为 ol -hlli = 
ol) (对 z 一致). 现 设 fe C1(T), 则 有 


/ fe Woe ay 


= of -opera 


一 / f(z — ye Ydp(y) 


二 广 f'(rx—Yyp(y)e ydy =O (5) , 
对 z 一 致 地 成 立 . 这 证 明了 断言 . 现 给 出 SN(f,X) 定 上 所 收 敛 的 下 述 Dirichlet - Jordan 
判别 法 . 


定理 (2.3) (Dirichlet - Jordan) 设 /是 T 上 有 界 变 差 函数 , 则 
(a) Jim Sw(f,z0) = = flzo+0) + f(xo -0)), 有 界 地 收敛 ， 
(5) 车 此 外 , f 在 区 间 了 (包括 左右 端点 ) 连续 , 则 上 述 收敛 对 z < 了 一致 
证 明 修改 定义 在 可 列 个 不 连续 点 上 的 值 , 使 f(z) = 5 (flz+O)+ Fe 一 0 
处 处 成 立 . 不 妨 只 需 考虑 (a) 中 zo = 0 情形 . 此 时 
Sv(O = fedy + ol) 


sin Ny 


=3) UW + 
中 如 通常 , o(1) 表示 无 穷 小 O(1) 表示 有 界 . aa f,9 是 两 个 非 负 冰 数 或 序列 , 则 f = 
o(9),7 = 0(g) 分 别 表示 当 自 变量 趋 于 某 极 限时 , ”= o(1), = O(1); 而 /~g 则 表示 7+ -00) 


一 一 一 0y 十 o(1), 
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其 中 f(y) + f(-y) = 9(y) 是 有 界 变 差 的 . 既然 任意 有 界 变 差 函数 的 实 虚 部 都 可 表示 
为 单调 函数 的 差 , 故 不 妨 设 9 自己 在 [0,7] 上 单调 增 . 这 样 我 们 有 
_1 " sin Ny 
Sw(f,0) =# | GW -9+0) a 
1 /sinNy 
19(H0) 元 人 dy +ol)) 
二 J 十 ;9(+0) 十 of1)， 


其 中 的 7 可 用 积分 第 二 中 值 公式 以 及 有 界 变 差 函 数 的 Fourier 系数 的 估计 和 处理, 从 


而 得 到 
7J= = (ff) = L660) =g(+0) 人 Yay 
+O (5v 人 = 0(1). 


这 里 应 用 了 9(5) 9(+0) = oGD), 氏 S dy = 0(1), 以 及 V() 有 限 的 事实 .这样 


Sw(f,0) = (f(z+0)+f(z 一 0)) +o(1) 获 证 . 收敛 是 有 界 的 是 因为 对 任意 有 界 变 六 
函数 了 


N 
Sy(f,2) =on(fo) + i Ylhlene” = Ofleo + VI). (20) 
_N 


这 束 证 明了 (a). 
现 看 (5) 中 断言 . 有 


SN(f,7) = 2 | (lary f(z +0 4 fr- fe- 0 Yay 


+(f(z+0)+ f(z— 0)= 人 gy + o(1). 


其 中 第 一 项 对 z e 7 一致 是 o(1) 可 如 (a) 一 样 处 理 , 只 需 注意 到 , 实 有 界 变 差 函数 
表示 为 单调 函数 的 差 的 分 解 并 不 破坏 连续 性 . 定理 获 证 . 
这 个 定理 推出 Fourier 级 数 总 是 可 以 逐 项 积分 的 . 


推论 (2.4) 设 fe LiT), ~ 入 oneinz. 则 


B oo 


/ec | 
— MD ,ina 21 
/ f (7X)dz = cox 12 了 ee (21) 


(CC 


其 中 级 数 是 普通 收敛 , 且 对 a 6 一 致 
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证 明 考虑 函数 广 f(t)dt - coz, 它 是 有 界 变 差 连续 函数 , 而 且 Fourier 级 数 是 


人 f(t)adt— cor~ d+ De 
其 中 d 是 某 个 常数 . 由 定理 (2.3) 知 , 这 个 级 数 处 处 收敛 . 用 a, 6 代入 即 得 推论 结论 . 


Fourier 部 分 和 的 几乎 处 处 收敛 是 一 个 相当 深入 的 问题 . 其 中 , “对 f e I2,， 
SN(f,X) 一 有 (7),a.e.” 是 著名 的 Lusin 猜测 . L. Carleson 于 1966 年 作出 了 肯定 的 
回答 . 其 后 不 久 , R. Hunt 将 结果 推广 到 f e LP?,1 < p < oo.p = 1 时 , 其 结论 是 否定 
的 , 则 早 在 1921 年 由 A. Kolmogorov 证 明 . 我 们 在 此 不 讨论 这 些 问 题 . 

现 转 到 Fourier 展开 的 求 和 , 以 R* 情形 为 对 象 进行 叙述 , 偶尔 也 与 或 RR 进 
行 对 照 . 为 了 引进 R* 上 几 个 常见 的 求 和 方法 , 我 们 先 看 及 上 如 何 定 义 . 

设 fe Li(R), 则 了 的 Fourier 变换 为 


A l | 一 人 人 
RO= Aa/ fe dr, (22) 
f 的 Fourier 积分 为 | 加 
Pr, piTé 
/ov A fa (23) 
Fourier 积分 的 部 分 和 算 子 为 
ol /Aizte _ 工 / sinXy 
S09 Ao-t ee-yay 0 
(c,1) 和 算 子 为 
Ow 1 -lf (1 KY). fae 
D5h son0= A (1) fea 
1 f/™Y 1—cosw 
一 人 mp (25) 


为 了 引进 Abel - Poisson 求 和 算 子 与 Gauss -~- Weierstrass 求 和 算 子 , 我 们 先 叙 述 几 
个 初等 的 积分 等 式 ， 实际 上 是 计算 几 个 函数 的 一 维 Fourier 变换 . 


引 理 (2.5) 设 上 > 0, 则 


1 &2 
-一 一 ce 一 te 十 izE yy 一 天 -ee 竺 ， 26 
v 款 / J/ 亨 (20) 
OO 
l —t|z| - 士 2rE t 
一 -一 一 一 ee dx 一 ， 27 
V2T 太志 V2n + 本 t2 (27) 


1 
etizé — -tlz| D8 
万 |; i ‘i (28) 
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证 了 明 由 
! f/f -村 dz 二 1 29 
Vr), ~ (29) 
应 用 围 道 积 分 即 得 
— T IT = Z 干 并 ) a 4t 
去 上 V2T 


/ -tz? 1 _ 1 
一 一 e TE t ”全 一 -一 
V2T ,/ V 2 


这 就 是 (26). 式 (27) 的 证 明 是 容易 的 . 事实 上 , 我 们 有 


_&2 
4t . 


etlzlotiré yx 


1 ~ 1 
万 | 2T 
1 三 (二 这 -bz 1 1 广 ( 士 论 +b 1 
= - 喜 / C rt/ TX 
1 1 1 \ 1 + 
-六 (a 


为 证 式 (28), 需要 如 下 初等 事实 : 设 4,B >0,f>0, 且 广 f(y)dy <oco. 则 


(CN a0) 
事实 上 , 作 代 换 y= 4z - 二 , 则 ze (0,00) 与 ye (-o0,0o) 互相 映照 ,因此 
[ww 
再 作 代 换 z = -元 ， 则 > e (0,co) 与 te (-o0,0) 互相 映照 , 故 
si)) sf ) 
这 样 便 得 


fs) =3/ fa 


eA) 
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从 而 (30) 得 证 . 现 来 证 明 式 (28). 我 们 有 


/ 远 三 人 一 (Z +t? )u yetiré gr 
让 三 e 一 4 “+izé yy et uy 


和- “au = 2VR e-(tw- 典 ) e -ttl gq 
J u 


0 


t / t 


ezed7 一 


引 理 至 此 全 部 获 证 . 
注 式 (26),(27),(28) 的 高 维 类 似 是 


] \3 ] \ 2 
全) feet (2) -和 (31) 


1 ? -tlz| tiré yy 22 r € 十 
(去 ) 上 vy /te 3 
(去 ) | | P(Ae dé =e "™, (33) 


其 中 已 ( 是 式 (32) 中 两 边 表 示 的 函数 . 式 (31) 显然 是 一 维 结果 的 平凡 推广 ， 式 
(32) 的 证 明 是 类 似 的 . 从 式 (28) 的 推导 中 我 们 已 得 


etl| -= / 2 四 = 到 却 人 志 2 du, 
故 ( 暂 记 (32) 左边 的 函数 为 P(&)) 
TG 0- (二) 友人 所 和 
-人 加 , 
-去 广 (科大 4 


7 2 
2 呈 fco 。，。， -( + 和 后) : 
一 te du 


VT Jo 


23 T (号 t 

vw 2 /EP+e) 

这 殊 是 (32), P(E) 称 为 R*t+* 上 的 Poisson 核 , 需要 指出 , Poisson 核 还 有 一 个 常见 
的 定义 , 即 z 


7 十 了 
(3) 
| e227tlz| oe-27ir.é yy 盖 — t tl ， 


T (et) 
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它 是 我 们 这 里 的 去) ” 倍 . 至 于 式 (33) 它 可 应 用 我 们 马上 要 建立 的 Fourier 逆转 
公式 来 证 明 


现在 定义 及 上 Fourier 积分 的 Abel - Poisson 求 和 与 Gauss - Weierstrass 求 和 . 


fo(z,t) = 声 / eilt| flé)eiréqe, (34) 
falz,t) = / ee fee (35) 


我 们 马上 要 指出 , 这 种 从 Fourier 变换 出 发 定义 的 求 和 , 可 以 通过 对 f 上 自己 的 积分 来 
表示 . 根据 这 样 的 表示 , Poisson 和 正 是 f 与 Poisson 核 


/2 /21 
P(r) = re TZ 之 一 和 十 计 
21 2 ZX 
Moe Cr | 


它 称 为 R414 上 的 共 斩 Poisson 核 . 如 同 T 的 情形 一 样 , R 上 Poisson 求 和 可 应 用 复方 
法 . 我 们 将 在 82.5 回 到 这 一 课题 . 

现 定义 R* 上 的 几 种 常见 的 求 和 算 子 . (c,1) 求 和 与 Abel - Poisson 求 和 当然 可 
以 定义 为 R 情形 的 乘积 ( 即 所 谓 矩形 求 和 ), 但 这 涉及 到 多 参数 问题, 在 调和 分 析 中 
这 是 很 复杂 的 待 发 展 领域 . 比较 常用 的 是 用 径 向 函数 来 定义 ( 即 所 谓 球形 求 和 ), 例 
如 Gauss - Weierstrass 求 和 , 以 及 径 同 的 Abel - Poisson 求 和 . 此 外 作为 径 同 的 (c, 1) 
和 的 推广 有 所 谓 Bochner - Riesz 求 和 . 我 们 下 面 只 着 重 讨论 Gauss - Weierstrass 求 
和 与 径 同 的 Abel - Poisson 求 和 , 也 顺便 看 看 别 的 一 些 求 和 . 

矩形 (c,1) 求 和 定义 为 


ru 了 = (EE) [ I[ (1- 竺 ) Fleertde, w= (on. sm) (37) 


的 卷 积 . 引进 


Gauss - Weierstrass 求 和 既是 乘积 形式 也 是 径 同 形式 , 定义 为 
falz,t) = 3 | 人 etlél flé)e'®saqé. (38) 


径 同 的 Abel - Poisson 和 定义 为 


fp(z,t) = (去) - 人 ee)eie ede. (39) 
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我 们 希望 用 统一 的 方法 来 处 理 这 些 求 和 法 . 设 B(x) e Li(R"),p = GB,t > 0, 记 
pi(7) =t-"yp (二 ). 定义 的 Fourier 积分 的 更 平均 (或 盏 求 和 ) 为 


Ptcb= (去 ) | | le) Ae)er sae. (40) 


我 们 要 讨论 的 是 , 对 更 加 什么 样 的 条 件 , 可 以 保证 更 平均 在 L? 与 C 空间 收敛 , 或 


引 理 (2.6) 设 ,fe Ll,y=G. 则 


(去 | 人 JRJened = (去 ) | ply ~ 2)f (dy (41) 


证 明 这 可 由 Fubini 定理 推出 . 事实 上 

人 5(t)7e)cinetde = / BE Tsf) “~ (Edé 
Rn Rn 

= / 7_sf(y) (BE)) “ (ydy = | rofly)pe(Wdy 
R™ R™ 

-人 fy+ oplydy = { pi(y 一 Z) (vy) dy. 
R” RR 

引 理 证 完 


引 理 (2.6) 告诉 我 们 , 上 面 定 义 的 B 平均 实际 上 是 卷 积 算 子 , 我 们 对 它 并 不 陌 
生 . 在 81.6 所 得 到 的 关于 通 近 单位 的 一 些 结果 , 可 以 应 用 到 对 平均 的 研究 . 我 们 
先 给 出 三 种 求 和 的 积分 表示 . 


命题 (2.7) vf DAR) 有 


nN 
- (i 六 2 (42) 


er 


2 2 n+l1 1 
a 2 抽 [Mr — Yy)dy, (43) 


~ \27 [ fe -Wey 9 
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证 明 由 式 (31),(32),(33) 知 
PE 1) 2 (2 ) 二 
e 与 加 e ,© 与 yn 5 (1 + 
是 彼此 互 为 Fourier 变换 的 两 对 函数 , 此 外 
全 (2) 1— coswr; 
i i) 与 {二 -7 
|| ( Wj 3 nn ll wj 


也 彼此 互 为 Fourier 变换 . 由 引 理 (2.6), 并 注意 这 里 出 现 的 函数 都 是 偶 函 数 , 式 (41) 
可 改 为 卷 积 的 标准 形式 ( 即 oly - z) 可 改 为 p(x 一 y)), 从 而 xz -yy 既 可 出 现在 yp 中 
也 可 出 现在 f 中 . 命题 证 完 . 


定理 (2.8) 设 y 属于 Li(R"),ao 大 2dz = 1, 且 wv 是 偶 函 数 . 则 对 fe€ L?,1 < 
p<o0 或 f 三 Co, 


fa(z,t) = f*pi(z) 一 J， 依 范 数 成 立 ; (45) 
此 外 假设 
le(olg c(1+|2)-"-, 2>0, (46) 


则 对 fe LP,1 < p < co, 也 有 limpe* f(z) = f(z), 在 了 的 连续 点 成 立 ， 


证 明 事实 上 , 我 们 已 在 81.6 定理 (6.3) 中 给 出 过 (45). 记 B= L?,1<p<o， 
或 C0， 


je-J@=o pew) (Fle —) fle)ay 
fs) = FO < oo flee = -Oa 


-he hi 
lvl<s Jlyl>5 


mf leewWlay = lm {pWlay =0, 
Jlyl>5 
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即 得 (45). 现 设 zx 是 f 的 连续 点 , f € L?,1 p< oo0. 则 


fant) = fo) to0 pW- fe) 


9+ 人 人 


< = p(y) dy, 


< oolf (a) | ,eslay + oollfl (/,, I) 


| 
1 


3 


由 显然 的 等 式 
lim | py) dy 一 0， 1 < 7 芝 co， (47) 
“ANVlyl>6 
以 及 
ct 
lim sup jpoxr(Z)| = lim sup 一 一 一 一 一， 48 


便 得 fy(x,t) = f(x) +o(1). 定理 获 证 . 
注 假设 {yi} 不 是 由 pe Li 的 伸缩 形成 的 族 , 而 是 L1 中 的 任意 族 , 但 满足 


wo pele)dr =1 (49) 
RR? 
| Ipi(T)|dr < ce, vt>0, (50) 
Rn 
lim lexr(z)ldaz =0, $6>0. (51) 
t™—0 .jz|>6 


则 同样 的 证 明 给 出 pj x* 了 一 f,Vf Ee L?,1 p<o0, 或 Oo0. 若 (51) 换 为 
9 | 1 wu] =0, TS <%, (52) 
则 Vf e LP.1 <p < oo,p+f 在 的 连续 点 处 成 立 .为 称呼 方便 , 我们 也 称 一 个 
满足 (49),(50),(51) 的 Li 中 的 族 为 一 个 逼近 单位 , 而 称 一 个 满足 (49),(50),(52) 的 族 
为 一 个 L? 点 通 近 单位 . 
现在 应 用 定理 (2.8) 于 我 们 已 引进 的 几 个 求 和 算 子 ， 先 看 Gauss - Weierstrass 


2 1 \? al 
BO) = pee) = () 和 
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它 显然 满足 (49),(50),(51),(52), 因此 由 定理 (2.8) 得 
(2)* {er Roereae 
= 全) 人 全) fee- y)dy 一 Fz)， (53) 


只 要 f 适当 好 , 收敛 可 以 在 L? 与 C 空间 内 依 范 数 或 点 态 地 成 立 . 由 此 我 们 可 以 推 
出 下 述 Fourier 逆转 公式 . 


定理 (2.9) 设 f,f 都 属于 Li(R"), 则 
f(z) = 去) Ree*sas, 处 处 成 立 (54) 


证 明 由 fe Li, 知 (53) 中 间 积 分 在 L! 中 收敛 于 f. 但 由 fe L! 知 , 左边 积 
分 控制 收敛 , 且 它 的 极限 是 式 (54) 右边 的 积分 . 定理 证 毕 . 


式 (54) 表明 , 如 果 Fourier 变换 在 某 空间 上 有 某 种 意义 下 的 道 算 子 , 则 这 逆 算 子 


必然 具有 如 下 之 形式 
GC ) | ef)ar (55) 


27 
我 们 称 它 为 Fourier 逆 变 换 , 或 记 为 多 -1. Fourier 变换 的 这 个 性 质 给 许多 问题 的 讨 
论 带 来 了 方便 . 
再 将 定理 (2.8) 应 用 于 Poisson 求 和 . 我 们 已 定义 
”22 /n+l t 
ng ) (6 十 区 等 
n++l 
(27r) 2 - < ) 2 
7 (P+ 如 ) 守 
mn 
(Ié + 如 ) 


n+] 
在 本 节 的 后 面部 分 , 永远 用 cn 表示 特殊 常数 3 ) . 记 a = ao fn (6)dé. 我 


7 2 


们 先 不 管 a 是 否 为 1. 显然 { 书 } 满足 (50),(51),(52). 考察 式 (43) 两 边 . 假设 f 与 
都 属于 元:, 则 


t—0 


lim ao 人 太一 1g) 四 =ajflz)， 在 于 中 


7 了 1 


1 \? ~ 1\?/ ~ ， 
由 (到 | oe (EE) ee 
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第 一 个 事实 当 a = 1 时 我 们 已 知 , 一 般 a 时 的 证 明 是 一 样 的 . 第 二 个 事实 用 到 控制 
收敛 定理 . 既然 fe L1, 这 样 , 由 定理 (2.9) 所 述 的 Fourier 道 转 公式 知 a = 1 必须 
成 立 . 同样 , 我 们 曾经 遗留 下 式 (33) 的 证 明 , 它 也 是 定理 (2.9) 的 结果 ; e-tl*| € 工 1, 
它 的 Fourier 变换 忆 (€) e L1, 故 式 (54) 立即 给 出 (33). 

最 后 看 定理 (2.8) 应 用 于 (c, 1) 求 和 可 以 得 到 什么 , 不 能 得 到 什么 . 此 时 


2:0= (2) [I = Ke) 


£2 
j=1 Wj 


严格 讲 这 里 参数 w = (w1,… ,wn) 已 不 是 单 参数 , 我 们 的 记号 更 (二 ) 与 px (6) 已 经 


有 些 勉强 了 . 但 我 们 还 能 由 定理 (2.8) 得 到 一 些 结果 . 首先 我 们 约定 w 一 co 是 指 所 
有 wj 一 oo. 在 这 样 的 约定 下 , 仍 有 


lim lp (8)laé =0. (57) 


“T° J|élz6 


这 是 因为 |z| > 6 意味 着 至 少 一 个 |zj| > cb, 而 w 一 co. 意味 着 所 有 wj 一 co, 故 乘 
积 中 至 少 一 个 因子 为 o(1), 其 他 因子 保持 有 界 . 此 外 , (49),(50) 显然 成 立 (只 是 一 维 
结果 ). 这 样 由 定理 (2.8), 知 


Ku,* f(r7)— 依 范 数 ， vf eL’, l<p< oo， C0, 
Ko * jz) 一 f(z),， 扩 态 ，Vf es 在 的 连续 点 . 


注意 我 们 的 确 得 不 到 f ¢ L% 时 的 上 述 点 态 收 敛 结果 . 我 们 将 在 Fourier 级 数 情形 举 
出 反例 . 
最 后 看 看 Bochner - Riesz 求 和 . 设 0 区 6, 令 


BROE) = 代 一 全 2)5xtlels (58) 
注意 任意 径 回 函数 f(x) 的 Fourier 变换 有 如 下 表示 
fe) = f 0 /ty 
=a0 fF) er) 7s (rléD)ar 
当 f(r7)=(1—r 7) Xt{r<1}, 有 
Fé) = dé|-3-5.73 +s(lé)) 
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其 中 ,7245 是 Bessel 函数 . 由 于 当 > > -5 时, Bessel 函数 (xz) 满足 


=c， |J(z)| < zr>0, 


VT 
我 们 得 
有 界 ， 在 任意 紧 集 上 ， 
O(| 引 - 哇 -5)， 在 上 = oo 邻 域 
这 样 当 6 > 一 了 时 , prto e L1, 定理 (2.8) 可 用 . 指标 一 2 称 为 Bochner - Riesz 
平均 的 临界 指标 . 当 5 < ”= - 时, Bochner ”Riesz 平均 还 有 许多 问题 值得 研究 . 
作为 定理 (2.8) 的 推论 , 可 以 得 到 Fourier 变换 的 唯一 性 定理 
定理 (2.10), 设 we M(R") 使 有 (é) = 0 处 处 , 则 j=0. 


证 明 充分 地 只 和 需 证 明 jy 在 Co(R”*) 的 稠密 子 空间 Coo(R") = {f < C(R") : 
suppj 是 暴 的 } 上 作用 为 0. 但 易 知 Vg es Li(R"), 有 


br (é) = BR G)= | 


faa) = /goed =0. 


现在 我 们 的 任务 就 是 用 4(R") = Li1(R"*) ”中 的 函数 来 逼近 Coo(R") 中 的 函数 . 设 
Fe Coo, 由 定理 (2.8) 知 f*P 一 臻 逼近 f. 但 fe Li( 这 是 我 们 用 Coo 代替 Co 的 理 
由 ), 我 们 有 

(x _, etlél Fe)eiv'éae, 

| WR -Wy = | er eae 


同时 e- 多 [76) e L1, 这 便 实现 了 用 4A(R") 中 函数 一 致 逼近 f 的 目的 . 这 证 明了 推 
注 ”我们 实际 上 已 证 明了 4A(R") 在 Co(R") 中 是 稠密 的 . 
现在 我 们 希望 上 面 考 虑 过 的 在 连续 点 处 的 收敛 定理 能 改进 为 对 所 有 Lebesgue 
扩 处 的 几乎 处 处 收敛 定理 . 但 这 已 不 是 新 任务 , 我 们 已 在 第 一 章 定理 (6.4) 中 讨论 过 
这 个 问题 , 那里 将 证 明 中 的 有 关 极 大 函数 的 部 分 后 移 到 $3.4. 我 们 这 里 只 叙述 这 个 
结果 . 


定理 (2.11) 设 we Li,y 的 最 小 径 向 控制 函数 


w(x) = ess suplp(t)| e Ll). (59) 
Iv|2|z| 


则 YFf Ee L?,1 p<&<o0, 在 了 的 Lebesgue 乓 处 ,有 


t—0 


im | pee WW = fr) 人 edz (60) 
加 , 
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最 后 我 们 指出 上 述 讨论 可 以 无 更 改 地 适用 于 T 情形 , 甚至 更 简单 .有关 Feiér 
核 , Poisson 核 的 估计 式 (7),(8),(11),(12), 说 明 它 们 满足 类 似 的 (49),(50),(51),(52), 因 
而 (c,1) 和 owf(x) 与 Poisson 和 f(z,7) 在 L?,1 < p< o%, 与 0 中 收 合 于 f. 作 
为 on(f,7z) 在 IL?(1 < p< oo) 与 C 中 收敛 到 了 这 一 事实 的 一 个 推论 ; 三 角 多 项 式 
在 L?(1 < p< oo) 与 C 是 稠密 的 . 而 Vf es Li, 则 它们 在 f 的 连续 点 处 点 态 地 也 收 
敛 于 f. 此 外 , 有 关 推 论 , 例如 Fourier 变换 的 唯一 性 定理 等 都 成 立 . 为 便于 读者 熟悉 
Fourier 级 数 , 我 们 把 on(f,7x) 与 f(x,7),Yf e L1, 在 了 的 Lebesgue 点 收敛 于 f(z) 
的 定理 再 证 一 遍 . 仍然 考虑 一 般 核 定义 的 卷 积 算 子 序列 . 


定理 (2.12) 设 {K(x)} 是 L1(T) 中 偶 函 数 序列 , 满足 


1 三 cn 
寺 |r)dl Mols (01) 
则 Yf e LI(T), 在 了 的 Lebesgue 点 z 处. 


im Ky * f(zx) = f(z). (62) 
证 明 有 
he 
人 Kn,( ) 十 f(x + y))dy 
= f(z i Kn(y) fa(y)dy, (63) 


其 中 f(y) = f(z 二 办 十 f(z 一 巷 一 2f(z). 由 于 z 是 Lebesgue 点 , 则 
- | f(ay = ot), t—0. (64) 
这 样 存在 常数 。 使 得 


< cn 和 |fr(y)ldy+ce | ref (0) 7 
= o(1). (65) 

这 就 完成 了 证 明 . 
我 们 在 应 用 定理 (2.8) 于 矩形 (c, 1) 求 和 时 已 经 看 到 , 即使 对 性 质 非常 好 的 Fejér 


核 , 多 参数 带 来 了 很 大 的 麻烦 . 在 f 的 连续 点 处 , 如 果 f ¢ L%, 它 的 (c,1) 平均 也 
不 见得 收敛 于 f(z)， 我们 现在 就 来 举 出 一 个 二 维 Fourier 级 数 的 反例 ， 设 f(x) E 
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L(T), 在 x = 0 的 某 个 邻 域 为 0, 设 f 入 过 cneinz 是 其 Fourier 级 数 , 则 cn( 记 0) 
一 定 在 某 个 子 序列 {nr} 上 非 零 , 除非 f 是 三 角 多 项 式 ， 事 实 上 , 如 果 存 在 no 使 
on(f,0) = 0,Yn > no, 则 self 0) = 0, Vn 70， 故 Sx(f,0) = 0,vk > no, 故 
ck = 0,Vk > no. 令 g(y) = YY 则 {on(g,0)} 无 界 , 这 样 对 nk, 可 找到 mx 使 


|on: (f, 0)on,(9, 0)| > h, 这 说 明 (ow ma(f9,0)} 不 能 收敛 . 便 在 0 的 茶 邻 域 fg = 0 
当然 0 是 fg 的 连续 点 . 这 就 是 我 们 所 要 证 明 的 . 


82.3 连续 函数 的 三 角 逼 近 
本 节 讨论 用 三 角 多 项 式 允 近 连续 函数 , 只 讨论 一 维 情形 , 假设 所 讨论 的 函数 都 
是 2x 为 周期 的 . 重点 对 象 是 Lipschitz 函数 . 我 们 在 $1.6 已 经 引进 过 , 在 此 先 回忆 
一 下 它们 的 定义 . 
定义 (3.1) 设 0<a<1. 连续 函数 f 称 为 属于 A。, 如 果 
|f(z+h)— f(r) < ch, Vz,h. (1) 
称 为 属于 Zygmund 类 A,, 如 果 
[f(z+h)+f(r—h)—2f(r)| ch, Vr,h. (2) 


式 (1) 与 (2) 中 最 小 常数 c 称 为 的 相应 范 数 . 此 外 , 一 般 地 


w(6) = wj(0) = sup [f(z + h) — fz), (3) 


Oglh|lsgé 


称 为 f 的 连续 模 . 
首先 考虑 用 (c 1) 求 和 逼近 Au 中 函数 的 阶 这 一 比较 简单 的 问题 . 


定理 (3.2) 设 feAo0<a<1l, 则 oi(f,z) 一 f(z) = O(n-*) 对 z 一 致 地 成 
立 . 车 fe A,, 则 ow,(f,7z) 一 了 (xz) = O(n-1logn) 对 zx 一致 地 成 立 . 


证 明 我 们 已 经 在 82.2 式 (65) 中 得 到 


lon(f,7) 


-5 K(f(T+Y + fT —Y) — 2f(7))dy 


| 
< f° K(fsly)lay +e / zalfe(W)ldy = +b 
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其 中 K(x) 是 Fejér 核 . 由 |f(y)| < clyl*,0 < a < 1, 即 知 


1l+oa 
l 
gen (5) 一 CI 


nT —1] 
cn -logn, a=1, 
| < = / y* 2dy < | ° 
1 


cn ~”, <1. 


这 就 证 明 了 定理 . 
用 (c,1) 求 和 芝 近 连续 函数 ， 究竟 能 逼近 到 什么 程度 ? 下 面 的 简单 事实 说 明 它 有 
局 限 性 . 


定理 (3.3) 设 cn(jz) 一 f(z) = o( 二), 则 /= 常数 


证 明 有 
1 


5 0 四 -on Z))e-izdz = |kf(k)n+1)!, Ik <n. 


各 果 om) 一 f() =o (二 ) 对 = 一 致 则 中 0 RD (n+ -1 =o (二 ) ,从 
而 f(k) = 0. 定理 证 完 . 

这 引 寻 到 我 们 考虑 所 谓 最 佳 逼 近 . 主要 内 容 是 D. Jackson 与 S. Bernstein 的 正 
反 定 理 . 

定义 (3.4) 设 feC(T),n eZ4, Fn 是 所 有 阶 数 不 超过 nn 的 三 角 多 项 式 组 成 
的 集合 . 则 称 

En(f) = Hin 上 一 了 lw (4) 

为 f 的 n 次 最 佳 追 近 . 

显然 , En(f) 是 单调 下 降 趋 于 0 的 序列 . 注意 最 佳 逼 近 多 项 式 是 可 以 达到 的 . 事 
实 上 , 设 {Ti} 是 n 次 三 角 多 项 式 序列 使 |f 一 Ti < Ena(f)+, 则 特别 地 | 到 |。 < cc. 
由 于 7% 的 系数 是 T 的 Fourier 系数 , 故 它们 的 所 有 Fourier 系数 的 集合 fc ， 


cn } 是 复数 的 有 界 集 , 故 存在 子 列 使 得 lim cf = cj,j = 0,… ,n. 于 是 以 {c 和 3 为 
系数 的 T(z) 即 达到 最 佳 逼近 , 这 是 因为 


|f 和 了 | < lim | 一 Txl|oo < En(f), 


而 En(f) < |f 一 Tw 是 显然 的 

虽然 对 光滑 程度 较 高 的 函数 来 说 , (c, 1) 平均 离 最 佳 和 逼近 甚 远 , 但 (c,1) 平均 的 
一 个 简单 修改 ， 即 所 谓 De La Vallke - Poussin 求 和 ， 或 称 延 迟 的 算术 平均 ) 却 基 本 能 
达到 最 佳 副 近 . 
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定理 (3.5) 令 
| ] 和 一 1 
Tn(f,7) 一 20on_1(f, Z) 一 On- 1 (f,7) i > Sk (f,7) (5) 
则 我 们 有 
maf, 2) — fz) < 4En(f), Vf EC (6) 


证 明 设 T 是 了 的 n 阶 最 佳 融 近 多 项 式 . 有 
f(z) = T(z) + R(z), 


其 中 BR(zl。 X 芭 五 (用 . 我 们 如 前 用 Si(f,x) 表示 f 的 Fourier 级 数 的 部 分 和 ， 
ok(f,7) 表示 (c,1) 和 . 则 当 丰 >mw, 有 


Sx(f,7) = T(r) 十 Sk(R, 7), 


从 而 
1 n+m—1 ] nm—1 
一 2 Sk(f,7) = T(z) + = 2 Sx (R, 7) 


注意 到 ci- 1f (7) = 总 5 k( 访 2) 我 们 得 


k=0 


1 十 = ontm-_1(], 2Z) 一 on-1(f, 2Z) 


一 人 了 (Z) 十 (1 十 一 ) on+m-1(R,7) 一 一 on-l( 忌 ， 也). 


己 知 , 当 1 < p < 0% 时 映射 f 一 op(f) 是 L? 有 界 的 , 且 其 界 为 1 (因为 | Ka = 1)， 
故人 已 zw < Bilw, 从 而 - 


Gt) entmi(hD -on i(f oT) < 1+ 
由 T(z) = f(z) - R(z) 以 及 |R(z)lle < Bn( 人 ), 知 
0) =- 1+) ontmi(ho) +on (fo) <2 1+) 可 (人 
取 m = mw 便 得 到 (6). 证 完 . 
值得 指出 的 是 , mr， 作为 三 角 多 项 式 , 它 的 阶 是 2n 而 不 是 nn. 
下 面 我 们 要 应 用 mm 的 如 下 积分 表示 


pa)= i fr) a, (7) 
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其 中 
h(t) = cost — cos2t. (8) 
我 们 不 准备 详细 证 明 此 式 , 只 想 形式 地 推导 一 下 . 事实 上 , 根据 亚 纯 函数 的 展开 
1 1 
i A 9 


S 


1 
2m-_1Sin{k+— 
og el Cu 机 


k=m sin > 2 sin” 一 


f,7) = zx) jz 十 如 a dt 


-za flz + 0h nD) Dh md 


1 (2n+1)7n 
= £3/ f (z+)h(mt) 
_o0 (2n—1)7 t 


Tee f+t)h(mt) 
= 二 / 二 
其 中 我 们 用 到 了 f(z),h(mz) 的 2r 周期 性 . 这 样 得 到 了 (7). 由 (7), 我 们 得 到 
天 — f(z 


这 里 我 们 用 到 初等 事实 


ce /sint\’ 1 
/ (于 ) dt =—7, cost—cos2t=2 (sin?t — sin? 3 . 
0 t 2 2 


记 


Holt) = 2 0=/ Hi;_1(y)dy, 1=1,2,.... (11) 
我 们 来 证 明 : 
() Hi(W) =0 人 当 +t oo. 因此 定义 HH 的 积分 是 绝对 收敛 的 
(i) Ha(0) = Hs(0) = .= Pi(0 =0. 


事实 上 , 若 记 hi(t) 为 h(t) 的 第 i 次 周期 的 且 没 有 常数 项 的 原 函 数 , 即 


hi(t) == 土 (cost 一 2 “cos2t) 或 土 (sint 27'sin2t)， 
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则 我 们 有 (应 用 分 部 积分 ) 


. Hi(t) = 三 RD A 2112(0) i p! jp 人 


人 ee 
ee 


Vy? 12 13 tp+1 
™ hp(y) 
rp+n)! | dy 
它 显然 推出 责 ( = 0(t-?), 当 +t 一 co 时 . 再 一 次 积分 , 类 似 估计 就 可 得 Hz(t) = 


O(t™). 继续 下 去 便 证 明了 (i). 
为 证 (i), 利用 如 下 两 个 初等 的 积分 等 式 . 
= Holt)dt = 1, >/ COS THolt)dt 一 1， m 之 1. (12) 


它们 可 直接 从 式 (7) 分 别 应 用 于 f(x) = 1 与 f(z) = cosz, 然后 令 z = 0 而 得 到 . 分 
部 积分 式 (12) 的 第 二 个 式 子 ， 


9 OO 
1 = =-/ COS — Holt)dt 
7 Jo t 


2 tl 2 /> t+ 
= 一 -Hi(t)cos 一 | 一 一 sin — Hil(t)dt 
2 /™ 2 tI 2 /> 
一 -| Holt)adt + — H(t) sin a -5 / cos — Ho(t)dt 
TT 0 Tm 7 0 MT 0 7 
2 人 t 
= 1—— cos — Ho(t)dt. 
mm? Jo m 


因此 
[ COS Halt)dt = 0. 
令 m 一 00, 由 于 Hz(t) 绝对 可 积 , 用 控制 收敛 定理 便 得 出 / H2(t)dt = 0. 继续 分 部 
积分 , 并 注意 H2;(zx) 在 x = 0 邻 域 有 界 , 因而 2i(t) 绝对 可 积 , 可 得 六 Hzi(t)dt = 0. 
现在 我 们 可 以 得 到 Jackson 正定 理 了 . 
定理 (3.6) (Jackson) 设 /是 大 次 连续 可 微 , wk(6) 为 Fo 的 连续 模 , 即 wx(6) = 
wu(0). 则 
BE,(f) < en-kwy (=) (13) 


特别 地 , 当 fe Ao,0 <a<1l 时 , (1) < cn*-*. 进一步 , 对 应 于 a = 1 的 情形 ， 
大 Fo eA,, 就 有 En,(f) < cn 一 一 1 
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证 明 对 (10) 实行 分 部 积分 得 
Tm(f,7) — f(7) 
i: (1 (z+ 二 ) + 
= 一 = 且 的 ( (z+ + 人 (= 


下 mm 
1 ~ 111 t /A// t 
ras) : ( (2 十 全 一 f € 一 二) ) Hal(t)dt. 


”如 此 继续 可 到 达 所 希望 的 导数 阶 ， 这 里 所 有 被 积 出 项 都 为 0, 因为 在 1 = oo 处 


Hi(00) = 0, 而 f+) 有 界 ; 在 t= 二 0 处 万 2i+1(0) = 0 或 ft (= 一 


1erD (= 二 用 = 0 由 此 , 当 Iol < M 时 有 Imn(fm- 一 ol < 
t=0 


cem*M, 当然 更 有 Bom_1( 了 ), 从 而 Eom(f) 被 csm NM 控制 . 
设 f 为 定理 中 所 设 . 对 任意 5 > 0, 令 f(z) = f(z) 十 g(x), 其 中 


fs(7x) = 太太 f(z +t)dt = #/ f0) 


_ F(z+0)—F(r— ;) 
26 


其 中 下 是 f 的 积分 . 注意 记 是 十 1 次 连续 可 微 的 且 


oaj|- a) ek hd Ci 0) < 81 (6). 


此 外 , 显然 


6 
3 0) f+) 


g(x)| = |f(7x) ~ fs (2)| = 


gz)| = f(z) 一 有 (zj < wld). 


< wr (0). 


(14) 
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由 刚 证 明 的 . 得 ( 记 8(f) = |7(f) -= fw%) 


Eo2n(f) < E,(fs) 十 FE. (9g) < can 6 一 LIwk(6) 十 ckn “wx(6). 


令 6= 一 , 即 得 (13). 剩 下 要 证 的 是 由 fb ec A,, 可 推出 (了 ) < crn-*-1. 定义 fs6 
为 ff 的 再 次 平均 , 即 


fsslT -页 [ jz 二 4 十 Vjdudv 


- 二 f(z +t)(26 ~ ltl)dt 


26 
= Bh Ueto + 0dt 


仍 令 f = fs5s+9, 有 ( 记 大) 的 Zygmund 类 中 的 模 为 M ) 
35 

Fo)(z 十 26) + f(z 一 20) aa ) 一 M 

-| ~ 26. 

9 (2)| = |f35 (7) ~ f(z) 


1 20 
= Ot + D270 (0))(25 = t)dt 
0 


fs" (2)| = 


1 /2 1 
之 <-M5. 
< 7 | Mt(256 — t)dt < -M6 


类 似 前 面 的 推理 , 令 5 = 一 , 便 得 
Fon(f) < E, (fss) 十 EF (9g) < cn 26-1M + cn M6 < cMn -1. 


定理 获 证 . 
现在 来 证 明定 理 (3.6) 的 逆 定 理 , 它 由 /的 最 佳 逼 近 阶 推 新 出 f 自身 的 光滑 程 
度 . 为 此 , 需要 下 述 Bernstein 不 等 式 . 


引 理 (3.7) (Bernstein) 设 T(zx) 是 nn 次 三 角 多 项 式 ,， 则 
(ol < 2nlT(z) No. (15) 


证 明 我 们 有 
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这 里 D,,(t) 是 Dirichlet 核 . 令 Q(t) = 一 $3 sin(2n 一 kt， 则 
k=1 


TO 人 Te td DD + Qa 
-2 下 T(z+t)sinntKn_1(t)dt. 
WS/ 


其 中 K%_1(t) 是 n 一 1 阶 Fejér 核 . 由 此 推出 (15) 是 显然 的 . 


定理 (3.8) (Bernstein) 设 ff 使 轧 (f) <<cxn~*-9,0<ag1l. 则 了 是 k& 次 连续 
可 微 的 , 且 当 0<a<1 时 , fe Ao; 当 a=1,f% eA,, HB ws(b) = O(6log6-!1). 


证 明 设 工 , 是 广 的 wm 次 最 佳 和 逼近 三 角 多 项 式 . 则 


jz) = 有 +》 (Tn 一 -= 下 十》 un (16) 
nn 二 1 


7 一 工 


其 中 ww 是 2" 次 三 角 多 项 式 , 且 lun(zj| < 2Po-:(1J) = 0(2-™*+%)). 用 引 理 (3.7)， 
当 j gk 时 ,还 有 wj(z)| < (2-"W-I+%)). 对 (16) 逐 项 微分 7 次 , 所 得 级 数 绝对 一 
致 收敛 , 说 明 fm 存在 且 连 续 . 记 9 = f 一 也 , 充分 地 只 需 对 9 证 明定 理 的 结论 . 设 
0<h<g 3,N 满足 2- 六 < h < 2-(W-5 的 正 整数 . 我 们 有 


OO 


N 
gz+h) — g(r) = S (ul ( 十 让 一 ulK) (zx =》 十 > 


1 AT 二 LI 
-PP+Q. 


注意 un 是 2"” 次 多 项 式 , lunlle = 0(2-”%1%), 我 们 有 


N N 
Pl < Rh ubet Dd < hy (2")*+1O(2 "+0)) 
1 1 
O(h®), 当 a < 1， 
O(hlogh-!1)， 当 a=1. 


Ql < >》 2 < > ,2%*O0(2 "Ft = 0(27™®) = O(h®). 


N+1 N+1 
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剩 下 要 证 明 当 a = 1 时 , f(*) < 人 ,, 或 等 价 地 g(*) < 人. 取 h,N 如 上 ,有 
gt) (z+h) + or (rz — h)— 29)(z) 
= De +h)+u (rz —h) — 2u)(z)) 
y 
=》 +》. 
1 N++1 
第 二 项 同 前 面 一 样 , 而 对 第 一 项 有 
N 
2 
这 样 9(Y eA,, 从 而 Fe A,. 定理 获 证 . 


特别 当 = 0 时 ， 我 们 用 最 佳 逼 近 刻 画 了 Lipschitz 函数 类 : 当 0 < a < 1 时 
f & Au 当 且 仅 当 ,(f) = O(n-°*); fe A 当 且 仅 当 EE,(f) = O(n-1). 


N N 加 
< > utet2) | < 万 2 2 2 0 _ O(h22N) O(h). 


82.4 IL? 的 Fourier 分 析 


先 看 Fourier 级 数 情形 . 由 于 三 角 函数 系 {em*}% 构成 了 Hilbert 空间 L2(T) 
的 一 组 标准 正 交 基 , 故 Fourier 级 数 的 72 理论 有 完整 而 简单 的 结果 ， {e “Je 的 标 
准 正 交 性 是 显然 的 . 


元 einze-imz gr =nm;, Vn,me€eZ. (1) 
它 之 所 以 构成 一 组 若是 由 Fourier 变换 的 唯一 性 定理 , 即 
feL’,f le”"r*, yf=0. (2) 


因此 我 们 有 
定理 (4.1) 设 fe L*,f ~ 3 cneinz Sw 为 其 部 分 和 ， 则 ， 
f= Swll2 = sing Nf = Ta, 
其 中 Zw 是 N 阶 三 角 多 项 式 集合 


证 阴 ZN 是 {e”*}N\V 生成 的 L2(T) 的 于 空 |， SN ) f a ON 上 的 正 


的 等 式 得 到 | 设 了 = 入 one 则 


N N 
If -TI2= |fI2+ lon -eno > en2 (3) 
一 和 一 
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定理 获 证 . 
定理 (4.2) (Bessel) 如 下 Bessel 不 等 式 成 立 
(> Fo < Ifll2, vf er?. | (4) 
证 阴 在 (3) 中 令 an = cn, 则 得 
: ll? = > fl? + fF — Swll2. 


令 N 一 oo 即 得 . 证 尘 ， 


定理 (4.1)，(4.2)， 还 只 用 到 feinzrjeo_ 的 正 交 性 ， 并 没有 用 到 它 的 基 性 质 但 下 
一 个 定理 要 用 到 . 


定理 (4.3) (Parseval) 我 们 有 Parseval 等 式 


bo = fl, vf el”, (5) 


一 OO 


以 及 它 的 极 化 形式 
Fra = fds, vhoer. (0) 


证 明 设 f e L?, 则 Bessel 不 等 式 说 明 {f(n)}™, el,H {SN:.(f, zx)}% 构成 
了 72 的 Cauchy 序列 . 由 72 的 完备 性 知 它 有 极限 g € L?, 且 $9(n) = f(n)， vn, 并 


有 lgll2 = ( 加 Fp ) 由 Fourier 变换 唯一 性 定理 知 9 二 f. 此 外 , 设 fg e 12 


则 


l 


+g = f+ lglB+ | 9+ Fodr 


一 下 


AAA 


Dn) + 9 = DF) + DO) + DF + Fl)oln). 


考虑 f ++ig, 得 
|f + igll2 = |FIl2 + ligll2 + 过/ (oF fds, 
DF ri = DP DP + GF 5D. 


一 CO 一 Co 0 
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Im (去 [ fodr ) = Im (| . 
这 完成 了 定理 的 证 明 . 


利用 (c,1) 平均 在 [2 中 的 可 求 和 结果 也 可 以 得 到 Parseval 等 式 , 因为 
N 


-2 WP = If- Sv < |f onli —0; 


一 N 
下 面 的 Riesz - Fisher 定理 说 明 Fourier 变换 把 L? 上映 到 /2 上 . 
定理 (4.4) (Riesz-Fisher) Vv{cn}%、 E22, 存 在 fe€ 12， 使 ~ 3 Cn etnz 


故 


证 明 令 98, = eemz, 则 {Sw} 是 5? 中 Cauchy 序列 . 故 {Sw} 在 12 中 有 
_N 
极限 f, 且 


1 Ar , 1 广 
| f(z)e "dz= lim 去 |/ SN(T)e ”dz = cn, Vn. 


N—o00 27 
定理 证 毕 . 
综合 上 述 结果, 我 们 得 到 
定理 (4.5) Fourier 变换 是 L2(T) 到 12 上 的 等 距 同 构 算 子 , 即 西 算 子 .. 


在 L? 空间 中 , 只 有 LL? 能 用 函数 的 Fourier 变换 的 大 小 刻画 | 有 >. 对 p 关 2 的 
IL?, 我 们 只 有 如 下 的 Hausdorff - Young 不 等 式 . 对 1<p <2, 由 fe I? 可 推出 


{f(n)}® el?, - + = 1 且 它 的 1? 模 可 被 /的 L? 模 控制 . 另外 , 若 {cnje。e PP 
则 5 cnewr e LV 且 其 Lv 模 可 被 {cn} 的 巴 模 控制 . 这 些 是 我 们 将 在 第 三 章 介绍 的 
算 子 内 插 的 结果 ( 见 83.5). 我 们 不 能 指望 当 交换 p,p/ 位 置 时 有 任何 肯定 的 结果 . 例如 
存在 连续 函数 f 使 得 二 f(n)|2- = oo, 对 任意 s > 0 成 立 . 此 外 , 车 二 cn|2 = oo 
( 它 当然 可 以 使 lo?+* < oo,ye > 0), 则 对 几乎 所 有 可 能 的 {sn} 的 选择 , 其 中 
en = 土 1 2 encnens 不 是 任何 函数 的 Fourier 级 数 . 这 说 明 , 一 方面 , 性 质 好 的 函数 


(如 连续 函数 ), 其 Fourier 系数 , 按 大 小 而 言 , 也 可 以 只 满足 2 可 和 性 ; 男 一 方面 , 存 
在 序列 , 其 性 质 只 比 22 可 和 性 稍 差 一 点 , 而 以 它们 为 系数 构成 的 三 角 级 数 性 质 却 很 
坏 . 这 被 认为 是 Fourier 级 数理 论 的 缺陷 . 近年 出 现 的 所 谓 小 波 分 析 , 它 是 Fourier 分 
析 的 一 个 新 发 展 , 可 以 弥补 这 一 缺陷 . 它 对 很 多 熟知 的 函数 空间 , 仅 由 函数 的 小 波 系 
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数 的 大 小 便 能 刻画 该 函数 在 这 些 空 间 的 范 数 . 就 Fourier 级 数理 论 而 言 , 当然 也 可 发 
展 一 些 理论 来 弥补 或 减轻 这 一 缺陷 . 例如 所 谓 Littlewood - Paley 理论 , 便 能 给 出 某 
个 函数 是 否 属于 L? 的 经 由 Fourier 展开 而 作 的 判别 法 则 : f e L?,1 < p < co, 当 且 
仅 当 它 的 Littlewood - Paley 9 函数 属于 L?. 我 们 将 在 83.7 讨论 这 一 问题 . 

现在 讨论 Fourier 积分 的 2 一 理论 . 直到 现在 为 止 , 我 们 只 对 Li1(R") 与 M (R") 
中 的 元 素 定 义 了 Fourier 变换 , Fourier 变换 能 否 对 L?,1 < p< co 中 的 函数 定义 呢 ? 
p 二 2 是 最 简单 的 情形 , 我 们 现在 对 它 给 以 肯定 的 回答 . 稍微 不 同 于 Fourier 级 数 情 
形 , 此 时 {e'**}eern 已 经 不 具有 通常 意义 下 的 正 交 性 了 , 因此 方法 要 适当 修改 . 


定理 (4.6) vf e LNL?, 有 fl = fllz. 
证 明 设 feLiNI2, 记 fr(z)=J 可 . 令 
go) =f# f° (0) = 00 fle + Fay 


由 关于 卷 积 的 Young 不 等 式 知 0 e L1. 此 外 卷 积 f *g 还 是 (L?,L? ) 到 Co 内 的 有 
界 算 子 , 其 中 1 < p < oo， + 了 - 1. 事实 上 , 设 Bi = B(0,71), Bs = B(0,72) 使 得 


(/ "1 ) 。 (2lfls) 1a, 
(/ a) < (2llgllp) -1e, 


再 令 Bs = B(0,73), 其 中 ra > ri 十 72, 则 


YrEBS,, VyeBi, 有 zr-yeBs, 


7)| = 人 "| f(z — y)g(y)dy 
< (fe -way) ( oo 
(fw) (Ls) ee 


这 证 明了 lim fx g(x) = 0. 而 f*g eC 则 是 显然 的 . 应 用 到 此 处 的 9 = f*/*, 由 


9 二 |f|*, 以 及 Abel - Poisson 可 和 性 得 
ao | ledy = 9(0) = pm oo {e's Ae la 


从 而 当 ze BS 时 , 有 
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既然 | 有 i > 0, Fatou 引 理 给 出 fe L?, 且 
wo lay = a0 | Fas. 
: Rn ; Rn 
这 就 证 明了 定理 . 


既然 Li 站 了 在 L? 是 稠密 , 故 Fourier 变换 可 以 唯一 地 扩充 为 整个 L? 上 的 等 
距 算 子 . 如 同 对 Li 一 样 , 仍 记 这 个 算 子 为 多 或 人 . 对 fe ,多 f 可 以 定义 为 多 f 
在 L? 中 的 极限 , 其 中 {f} 是 任何 序列 , 满足 fe 石门 用) 万 一 FI 特别 地 可 - 
取 fi = fxtlzl<n}: 

定理 (4.7) 多 是 映 2(R") 到 2(R") 上 的 , 即 值 域 是 整个 L*(R"). 

证 明 由 多 等 距 , 知 其 值 域 (L?) ”是 闭 的 ， 如果 (2) ” 埃 L2; 则 存在 非 零 
g E112, 使 g 1 ()“. 特别 ， 

lim, | gnfar 一 | gfar =0, vf ef, 
其 中 {9n} 一 LiNL’?, gn 0 在 L? 中 . 但 
lim, gnfar 一 lim, / $fae 一 1 fa 

这 里 用 到 人文 一 了 在 L? 中 这 一 事实 . 上 式 为 0 说 明 人 1 工作, 因此 $= 0. 从 而 
lgllz = | 人 2 = 0. 这 与 9 非 零 矛盾 . 定理 证 毕 . 

Hilbert 空间 上 的 一 个 等 距 线性 且 映 满 值 域 的 算 子 一 定 是 一 个 西 算 子 . (所 谓 丁 


算 子 是 Hilbert 空间 上 满足 T* = 7T-1 的 线性 算 子 , 其 中 T* 表示 共 力 算 子 , T-1 是 
逆 算 子 .) 这 是 因为 


(x,Yy) = (Tx, Ty) = (7,T* Ty, Vr,y. 


这 推出 T*T = 工 既然 T-1 存在 , 这 进一步 推出 T* = T*TT-! = 了 -1. 这 样 , Fourier 
变换 算 子 多 的 首 算 子 多 -1 就 是 多 *. 进一步 需要 刻画 多 -1 是 什么 . 我 们 在 Fourier 
逆转 公式 的 讨论 中 己 指 出 多 -1! 就 是 Fourier 道 变 换 Vv 


V:go% Sr)=a 人 g(ae. (7) 
现在 在 72 情况 我 们 证 明 这 个 事实 ， 


定理 (4.8) 我 们 有 多 -1 = v, 其 中 v 由 式 (7) 首先 对 ge 五 站 产 定义 , 然后 
通过 极限 对 ge [2 定义 . 


证 明 只 需 证 明 多 * = Vv. Vf,g EL1INZ, 有 
(fg) =af Foden)e drged 


=%/ (fsae) fodr= (人 
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现 设 f,ge 2, 任 取 {fn},{9n} CND, 使 及 一 ,gn 一 9 (在 ZL? 中 ). 则 所 一 下 
完全 同样 的 讨论 知 也 有 5 一 5. 这 样 
(f,9) = ,lim (fn, gn) = lim (fn, 5n) = (庆功 
这 证 明了 .多 * = v. 定理 获 证 . 
注 Fourier 变换 和 与 Fourier 道 变换 人 互 为 共 斩 这 一 事实 的 建立 只 用 到 人 与 
V 的 定义 以 及 72 有 界 性 ， 如 定理 (4.8) 的 证 明 所 示 . 但 要 断言 和 的 逆 算 子 是 V， 
这 用 到 了 人 的 等 距 性 . 而 这 要 用 到 某 些 求 和 核 中 所 含 常数 的 精确 值 , 例如 我 们 对 


Gauss — Weierstrass 核 所 作 的 那样 . 当然 我 们 也 可 以 从 Poisson 核 出 发 ， 但 需要 先 证 
明 UO hh P(E é)dé = 一 1， 其 中 - 


PR.(é) = 


2 n 二 +1 t 
一 一 下 一 一 一- 
VT | 2 ) (+ 8) 守 
把 上 述 结果 综 合 起 来 ， 我 们 便 得 到 L! 理论 中 最 重要 的 Plancherel 定理 . 


定理 (4.9) (Plancherel) Fourier 变换 可 以 扩充 为 L? 上 的 西 算 子 ， 其 逆 就 是 
Fourier 逆 变 换 v. 

作为 它 的 推论 的 Fourier 关系 有 如 下 形式 , 

定理 (4.10) vf 9 E 工 2， 我 们 有 


/ju=/ fods 加 
| Fsar = /Ga (9) 
/= | Far (10) 


现在 完成 对 1< p< 2 的 LP 中 函数 的 Fourier 变换 的 定义 . 我们 要 用 到 将 在 83.5 
介绍 的 一 个 算 子 内 插 定理 , 即 所 谓 Riesz - Thorin 定理 (定理 5.2). 它 说 , 设 工 是 定义 
在 测度 空间 (X,y) 上 的 简单 函数 类 上 的 线性 算 子 , 取 值 于 (Y,w) 上 的 可 测 函 数 空间 
内 . 如 果 了 是 (Lr:, Ze) 有 办 的 ( 即 IT fl < Millflly; ~ 1 < pi, gi < 00,i = 1,2, 


其 界 为 M, 则 对 0 <9 < 1, 10 .01_ .1-0 + 二 也 是 (L?, Fe) 有 界 的 ， 


p1 p2 | d d1 
并 且 


(fi ) < Mom( /Wiran) ，v 简 单数 J (1 
M XX 
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考虑 Fourier 变换 算 子 . 它 是 (Li1(R"),L%X(R")) 与 (IL2(R"), L2(R"*)) 有 界 的 , 其 界 均 
为 1. 故 对 1<p<2, 有 


(mf. Frae)” < (mf. fras) ， v 简单 函数 /. (12) 


对 一 般 fe L?, 设 {f} 是 收敛 于 f 的 简单 函数 列 . 定义 了 = limfn(L? 中 的 极限 ) 
它 仍 满足 (12). 这 就 是 所 谓 Hausdorff - Young 不 等 式 . 这 样 ， 当 1 < p <2 时 , 我 们 
对 L? 的 函数 定义 了 Fourier 变换 . 当 p > 2 时 ， 情况 比较 复杂 ， 留 到 以 后 再 讲 . 关于 
L? 中 的 Fourier 积分 理论 ， 本 市 中 我 们 还 叙述 一 个 简单 事实 . 在 后 面 两 节 再 回 到 这 
个 课题 ， 
两 个 函数 的 卷 积 的 Fourier 变换 等 于 两 个 函数 的 Fourier 1 变换 的 乘积 这 一 事实 
在 L? 领域 也 成 江 . 


定理 (4.11) 设 feLi,gelL?,1<p<g2. 则 
(fx g) “ (€) = f(E)9(€), ae. 成 立 : (13) 


证 明 议 (gn C - me 使 on 一 g(L?). 这 时 分 $n, 一 G7) 既然 F 有 界 故 也 
有 f5 一 括 (IP). 此 外 fx* gm 一 了 *g(LP), 故 (f*gn)” 一 (f *9g) “(Lr?). 这 样 得 


i 


(fr*g = lim (f * gn) (= ,lim 6Og(G = (E98). 


定理 获 证 

下 面 我 们 讨论 与 复 解析 有 关 的 Paley - Wiener 定理 . 为 简单 起 见 , 只 考虑 一 维 . 
这 个 定理 深刻 揭示 了 复 平面 上 解析 函数 的 指数 增长 性 与 它 在 实 轴 上 限制 的 Fourier 
变换 的 紧 支 集 的 大 小 之 间 的 联系 . 


定理 (4.12) 设 F(z) 是 定义 在 C 上 的 整 函数 , o > 0, 我 们 称 它 为 是 指数 型 v 
的 , 如 果 对 每 个 。> 0, 存在 A。, 使 得 


IF(z)| < Acel to yzeC. (14) 


下 面 的 Phragmen - Dindelof 定理 ， 是 极 大 模 原 理 从 有 界 域 到 匹 界 域 的 一 和 和， 
也 是 研究 解析 函数 的 增长 性 的 一 个 重要 工具 ， 


引 理 (4. 3 (Phragmen - 一 Lindelof) 设 S 是 C 内 由 过 原点 的 两 条 射线 转 成 的 
角形 域 ， 夹 角 - . 设 f(z) 在 S$S 上 解析 , 在 5 连续 ， 且 


If(z)| < Aelz*!, 0 入 <a， zzEDS. 


则 只 要 在 两 条 边界 上 |f(z)| < M, 便 有 |f(z)| < M,vz€S. 
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延明 无 妨 设 两 条 射线 的 夹 角 以 正 实 轴 为 角 平 分 线 . 考虑 
F(z)= f(z)e *, BB<y<a, e>0. 
对 zeS, 有 


27 = |zlyein8 = |z|7 (cos y0 + i sin 7y0), 


COS TO 之 Cos (> 了 ) >0， |0|< 二 


这 说 明 F(z) 在 两 条 边界 射线 上 与 f(z) 有 相同 的 界 M. 而 在 射线 所 夹 的 弧 上 , 有 
IF(z)| < Aclzle ela COS 工 委 ) — 0, Iz| _，oo， 


这 是 因为 。 > 0 是 固定 的 , 同时 6 < y, 由 普通 的 极 大 模 原理 知 在 这 两 条 射线 所 夹 
的 , 半径 任意 大 的 扇形 上 , 从 而 在 5 上 , 有 |F(2)| < M. 因此 


[f(z)| < Meslzl’ cosy0 > 二 zle’e CE S. 


令 = 一 0 即 得 断言 . 证 毕 . 
下 面 应 用 这 个 引 理 对 指数 型 整 函数 由 它 的 在 实 轴 上 的 限制 的 控制 推出 它 在 整个 
平面 上 的 控制 . 


引 理 (4.14) 设 F(z) 是 指数 型 4 的 整 函数 . 设 在 z 轴 上 有 |F(z)| < 1, 则 
F(z+iy)| < ely, Vz=7+iy. (15) 


证 明 任 取 <。 > 0, 考虑 到 (z) = F(z)eilo+e)z, 先 在 8 为 第 一 象限 情形 应 用 引 理 
(4.13). 显然 有 


[Fe(7)| <1, Z 之 0 
Fe(iy)| = |F(iy)le ote)Yy < As, y>0. 


此 时 a = 2. 取 6= 5, 有 
F(z)| < Acel ot < 4e2c+ellzl < Belsli, 
这 说 明 引 理 (4.13) 中 的 条 件 满足 , 故 
Fe(Z)| < max(Ac,l)= Asc, Vz=7X+iy, 7>0, y>0. (16) 
当 r < 0 时 有 相同 估计 . 故 得 


F(z)| < Acel rt), Vz=z+iy, y>0. 
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现在 常数 还 没有 达到 所 希望 的 程度 . 取 5 为 上 半 平 面 再 应 用 引 理 于 F(z)， 此 时 
Qa=1,6=0( 见 (16)), M=1. 故 |Fe(z 十 iy)| < 1,y 之 0, 从 而 |f(z +iy)| <& e+)y， 
令 。 一 0, 即 得 y > 0 的 估计 , y < 0 情形 由 考虑 F(--z) 而 得 . 引 理 证 毕 . 

上 述 点 态 估计 有 类 似 的 积分 估计 . 


引 理 (4.15) 设 F(z) 是 指数 型 的 整 函数 , 且 ( [i 1F(Cz)2dz) <1. 则 


( / IF(z + war) < erlyl, Ww (17) 
证 明 设 p(x) 连续 有 紧 支 集 , [1% lol2dz =1. 考虑 
G2) = 人 _ F(z tplt)at. (18) 
则 G(z) 仍 是 指数 型 v 的 整 函数 , 且 
G(T)| < IEGc)lalela < 1, vx. 
故 由 引 理 (4.14) 得 
G(x + iy)| = | / F(z+iy=t)p(t)dt| < eb, vy. 


对 所 有 这 样 的 pp 取 sup 即 得 引 理 断言 . 证 毕 . 
现在 我 们 进一步 将 指数 型 函数 的 对 三- F(z 二 iy)]2dz 的 控制 与 F(x) 的 Fourier 
变换 的 支 集 大 小 联系 起 来 . 


引 理 (4.16) 设 了 (x 十 iy) 是 带 形 {z : |Imz| < a} 内 的 解析 函数 , fo = Flg. 则 
下 述 断 言 等 价 : 

和 / Fetadr<eco0 Wyle (19) 

(i) (fo) (enll € L2(R). (20) 

证 明 (一 全. 设 有 满足 (20). 令 


Fe+ 吉 =- 志 jeerosde， 加 < (21) 


由 条 件 知 这 个 积分 绝对 收敛 , 且 在 带 形 {z = zz 十 iy : |y| < oa} 的 任意 紧 子 集 上 一 致 ， 
而 被 积 函数 对 每 个 固定 的 上 是 z 的 解析 函数 ， 故 积分 结果 也 是 带 形 上 的 解析 函数 . 
这 个 解析 函数 与 原来 的 F(z+2y) 局 限于 w=0 有 相同 的 Fourier 变换 fo, 故 这 两 个 
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局 限 相 同 ， 从 而 这 两 个 解析 函数 也 相同 (所 以 我 们 用 了 同一 记号 ). 由 Plancherel 定 
理 有 : 
人 F(z + iy)l2dz = 人 fo(é)e-l2ae 
< 人 hPa < to0, volyl <a 


“0) 坟 0. 假设 (19) 成 立 . 记 户 (z) = F(z +iy), 则 所 (8) 在 L? 中 存在 . 假设 
角 充分 好 使 (21) 中 右边 积分 可 以 定义 , 则 F(z +iy) 就 由 这 个 积分 表示 , 故 户 (6) = 


~ 


fo(&)e-Y*, 从 而 由 Plancherel 定理 有 
| hepa= 人 lB)Pa 
一 厂 F(z+iy)|dr <c, Vol<a. 


只 考虑 左边 积分 的 三 、 与 je 部 分 , 在 其 中 分 别 令 y 一 a 与 y 一 -oa 即 得 (20). 现 
证 明 不 对 fo 作 任何 先 验 假定 , 也 能 得 到 户 (€) = 色 (&)je-% 这 个 表示 . 考虑 卷 积 


FA(2) = 志 三 F(z—tKa(t)dt, z= 2+ iy, (22) 
其 中 K,(t) 是 下 上 的 Fejkr 核 , 即 满足 


员 十 
包 人 =c(1 -六 -c(i 全 ) X{ltl<A}, 和 >0 


的 _L1(R) 中 的 函数 ( 见 $2.2). 对 任意 固定 的 zF(z 下 6 L2,z =z+iy,ly| < a 同 
时 Ks(t) e L? (这 因 K、e€ 12), 故 积分 绝对 收敛 , 且 当 z 属于 带 形 的 任意 紧 集 时 , 上 
述 收敛 是 一 致 的 . 此 外 , 被 积 函数 对 固定 的 上 是 z 的 解析 函数 , 故 及 (2z) 解析 , 且 


(/ (e+ i sl (| P(e + iy)lede 
一 CGO 一 CO 
<c, Vy,ly|<a. 


这 说 明 肥 (z) 满足 F(z) 对 应 的 条 件 ， 且 还 满足 其 他 好 性 质 ， 为 验证 这 一 点 , 记 
fay(7) = (r+iy) = fy* KT). 则 
fy(€) = hh(é) Ee). (23) 


这 说 明 及 ,, 的 支 集 含 于 {é& : |e| < A}, 特别 地 ， fo 也 如 此 , 故 太 o(e)ealtl e L2, 从 而 
由 上 面 指出 的 , 有 
fy(é€) = fo(é)e-Y. (24) 
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结合 (23) 与 (24), 注意 KE\(&) 0 于 长: | < 和 ,这 就 推出 户 (9) = 如 (9e- 共 于 
人 :|< 和. 令 入 一 co, 即 完成 引 理 的 证 明 . 
现在 把 带 形 区 域 换 为 半 平 面 . 我 们 有 


引 理 (4.17) 设 F(z+iy) 是 y>0 上 的 解析 函数 , 则 下 述 断 言 等 价 . 
mf F(z+iy)l dr <c<o%, vy>0. (25) 
(i) 存在 js L?,suppfo C [0,co), 使 
P(eti)= | Re y>0 (26) 
证 明 (ii) 一 (i) 是 Plancherel 定理 的 结果 . 


(i) > (ii). 现在 的 麻烦 是 我 们 无 法 直接 谈 F(z 十 记 ) 在 下 上 的 局 限 , 需要 某 种 极限 
处 理 . 仍 记 jostz 7)= F(z+iy), 则 f(é) 在 [2 中 存在 . 我 们 先 证 vyo > 0, suppfy,(é) C 
[0, oo) (简称 fu, (é £) 支 于 [0, 00)). F(z 十 多 ) 在 包含 Imz = yo 的 带 形 上 解析 . 如 同上 
面 引 理 中 所 作 的 那样 , 不 妨 先 设 有,(&) 有 紧 支 集 , 另 作 一 解析 函数 


1 5 一 . . 
元/ fu (€)e st de, yy > —Yo. 


则 它 就 是 F(x 十 i(y 十 yo)). 这 是 因为 F(x 十 ivo) 的 Fourier 变换 是 fu,(é), 而 上 面积 
分 定义 的 解析 函数 在 y = 0 的 局 限 的 Fourier 变换 也 是 及,(£)， 由 Plancherel 定理 ， 
有 . 


人 fyo (E) le 24é = 广 F(z+ily+yo)| dr < ec, Vy> —yo. 
从 而 更 有 [< cvy > -%. 令 y 一 oo 即 得 
fo (€)X(—o00,0) (é) =0, a.e. 

这 就 证 明了 户 (&) 支 于 [0, co),vy > 0. 下 面 我 们 要 应 用 调和 函数 的 边 值 理论 ( 见 84.9 
习题 4, 习题 5). 它 说 当 [|F(z +iy)?|dzr < cvy > 0, 调和 函数 族 {F(z 十 iy)}y>o 
有 2 意义 与 点 态 意义 下 的 边 值 f0, 且 F(z 十 iy) 是 fo 的 Poisson 积分 , 即 

F(z +iy) = P,* fo(z) = [ P,(z ~ t)fo(t)dt, 

_ /2 Y 

DO) -Yi 

利用 这 个 边 值 理论 由 suppfy C [0, co) 推出 fo5 亦 然 . 事实 上 这 是 下 面 等 式 的 结果 . 
三 FE) — EPA = 三 F(z + iy) — folz)Pdz 一 0 
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当 y 一 0 时 . 现在 进一步 推出 (26) 成 立 . 已 知 加 e L2, 且 其 支 集 含 于 [0, co), 故 可 
以 定义 如 下 解析 函数 

G(z + iy) 元 全 让 (Seitzti)5de， vy>0. 
要 证 明 它 就 是 原来 的 Flz 十 iy). 注意 G 满足 
/eetimpar= f ROPe ae < ww>0 
以 及 
/leet -fas = RAP -ed = 0, y=0 


说 明 G(z 十 iy) = 忆 ,* fo(z) = 卫 (x 十 记 ). 引 理 获 证 . 
现在 我 们 可 以 得 到 如 下 Paley — Wiener 定理 了 . 


定理 (4.18) (Paley - Wiener) 设 F(x) e 三 . 则 如 下 断言 等 价 . 
(i) P(x) 是 指数 型 o 的 整 函数 F(z 十 iy) 在 zx 轴 上 的 局 限 ; 
(ii) Fie 8 且 supph C |—o,ol. 


证 了 明 (i)=3(i) 是 显然 的 . 这 只 需 定义 整 函数 


F(é)ei(rtiv)é qe 2 一 2 十 ?4. 


1 Oo 
F(z) = 去 上 
则 显然 有 ， 

Pa < ar (f es) < Aerll 
GD > 是 上 述 几 个 引 理 的 结果 , 不 纺 设 [|F(z)]Pdr < 1 令 
G41(z)=e’"”*F(z), z=7z+iy y>0. 


则 由 引 理 (4.15) 知 
(fererinar) =e" (re+apm) 
<e Yey=1, vy>0. 
由 引 理 (4.17) 知 G+ 局 限于 x 轴 的 Fourier 变换 , 即 
(ezF) “ (€) = Fé — 0) 


的 支 集 含 于 [0, co). 也 就 是 说 F(E) 支 于 [0o, oo). 考虑 (一 z), 它 也 是 指数 型 整 函 
数 . 同样 在 上 半 平 面 讨论 , 知 上 F(-&) 支 于 [-o,oo), 即 后 (&) 支 于 (一 oo,o]. 总 之 , F(E) 
文 于 这 两 个 集 的 交 [-o,o]. 这 就 证 明了 (i) 全 (说 . 定理 获 证 . z 
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82.5 ”Fourier 分 析 中 的 复方 法 


一 维 Fourier 级 数 与 Fourier 积分 的 研究 中 可 以 成 功 地 使 用 复方 法 , 这 是 因为 如 
下 的 Fourier 级 数 与 Fourier 积分 


c NT “~ TE 
De | fee (1) 
不 是 别 的 , 正 是 单位 圆 内 或 上 半 平 面 内 的 解析 函数 
> CnZ" = re'? fF eze 2 二 1 
Do : | Red set 
在 圆周 T 与 及 上 的 边 值 . 对 一 般 的 级 数 与 积分 
oem， 人 Joersde (2) 
很 目 然 地 可 以 配 上 一 个 与 之 共 斩 的 级 数 与 积分 
-i 》 sgn ncne'™®, —1 三 sgn £feiré qe, (3) 


使 得 (2)+i(3) 是 解析 函数 的 边 值 . 从 (2) 到 (3) 相当 于 定义 了 一 个 作用 在 函数 上 的 


算 子 . 这 个 算 子 就 是 Fourier 级 数理 论 中 的 共 力 函数 算 子 . 它 和 Fourier 积分 理论 中 - 


的 Hilbert 变换 的 定义 分 别 是 


Fo = 工人 {eWay, Hf -人 fo-W 


NJ-r 2t 
和 an 


其 中 积分 是 用 如 下 主 值 意义 来 定义 的 , 即 


pv /= im / . (5) 
~ Jly>e 


这 类 积分 是 我 们 将 在 83.6 与 第 五 章 要 讨论 的 所 谓 奇异 积分 中 的 典型 而 简单 的 代表 ， 
那里 所 得 到 的 所 有 结果 当然 对 这 里 的 算 子 有 效 . 但 在 本 节 我 们 先 单独 处 理 这 两 个 算 
子 , 用 的 是 复方 法 , 由 此 也 可 见 复方 法 在 调和 分 析 中 的 意义 之 一 斑 . 历史 上 , 奇异 积 
分 算 子 理论 却 是 从 推广 这 两 个 算 子 到 高 维 开 始 的 ， 因 为 复方 法 不 适用 于 高 维 情形 
所 以 才 产 生 了 适合 高 维 的 实 方法 . 这 两 个 算 子 本 质 是 一 样 的 , 处 理 也 相同 . 我 们 主要 
讨论 Hilbert 变换 . 

首先 是 玉 f 的 存在 性 问题 . 


定理 (5.1) 设 1<p<g o,f EL?(R), 则 五 f(x) 几乎 处 处 存在 . 
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证 明 我 们 已 引进 过 上 六 平面 内 的 Poissori 核 P(x) 与 共 斩 Poisson 核 Qi(z)， 
它们 是 
和 P(r) = -V2 a oe - ,as ， Et>0 (6) 


P(7) + iQ(z) = /2 2 一 并 十 让 1 : (7) 
是 R3 内 解析 函数 . 设 fe L?(R), 考虑 f 的 下 述 两 个 调和 扩充 : 


注意 


u(z) = ex f(z), v(z) 一 Q1 * f(zX)，z=ZX 十 久 . : (8) 


则 wz + ip) 是 BR2 内 解析 函数 . 我 们 首先 断言 v( 2) 当 + 一 0 时 的 径 向 边 值 的 存 
在 性 与 7/(7) 的 存在 性 模 夫 测 集 是 等 从 的 ( 即 除 一 个 堆 测 集 外 ,两 个 存在 性 点 集 一 
样 ). 事实 上 , 我 们 有 


1 f(z —Yy) 
一 一 一 一 一 起 
v 人 (Z 十 计 ) 一 1/ 本 Y 


eh FU - f(z + y))ady 


-3/ f(z—Yy) ty 
1 


-+f en f(z+y))dy 


Th 


1 /~ 所 
+ |/ yy y) — f(z +y))dy 


=-0(3 (NU, f(z + wldy ) 


ro(f rr 由 -Je+g 硬 ) = 三 帮 


现 设 x 是 f 的 Lebesgue 点 , 记 n(t = 丰 f(z vy) -fr+y)ldy, 则 当 t+ 一 0 时 
n(t) = olt). 因此 , 对 。 > 0, 存在 5， 全 从 而 起 = o(1); 同时 


0 
5-o( 2 w+ Pet 


这 就 证 明了 渐 言 .其 次 我 们 断言 只 要 fe L?,1 < p< co 则 v(z) 的 非 切 向 极限 是 
几乎 处 处 存在 的 . 事实 上 , 不 妨 设 f > 0. 这 时 f(z) = wu(z) 十 iw(z) 是 上 半 平 面 内 实 
部 非 负 的 解析 函数 . 考虑 g(z) = e-1( 引 , 则 g 是 有 界 解析 水 数 ， 由 调和 函数 的 边 值 
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理论 ( 见 84.9 习题 4,5) 知 这 样 的 解析 函数 可 以 表示 为 凡 上 有 界 函 数 ( 记 为 g(z)) 的 
Poisson 积分 , 并 且 以 这 个 函数 为 其 几乎 处 处 的 非 切 向 边 值 . 既然 u(z) 是 fe IL? 的 
Poisson 积分 , u(z) 也 有 几乎 处 处 的 非 切 癌 边 值 f(x), 且 这 个 边 值 是 有 限 的 . 这 推出 
g(Z) 关 0, ae. 故 log 9(z) 的 虚 部 -iv(z) 有 几乎 处 处 的 非 切 问 边 值 . 这 样 , 五 f(x) 几 


乎 处 处 存在 . 定理 证 毕 . 


类 似 的 讨论 可 以 估计 vw(z) 的 非 切 向 极 大 函数 v*(z) 与 极 大 的 Hilbert 变换 


“J(z) 的 差 ,其 中 z 
we) = sup{1o(o) :2 =y+it eTo(D)} 
而 Tetz) 是 慌 内 以 ze 民 为 项 点 的 “宽度 为 a >0 的 锥 


La(7)= {y+it:|z—y| < at)}, 


1 > / jz 一切 dy|. 
Iyl>e 4 


以 及 
H* f(x) = sup | 元 


定理 (5.2) 设 1<p<o,f eI?(R),z=7z+iteTo(ro),ro ER. 则 


1 f(y) 
v(z) | ody| < 


< caP * |f|(x0). 
ryl>2at 尼 一 


证 明 有 


vy(z) — EA 
(2) / y 


Tz-y>2at XY 


1 T—Yy 
二 ~ 二 d 
不 1/ (7 和 y)* 十 可 “ 


1 t2 
er eA 


注意 lz 一 xo| < at. 这样 当 |z 一 yl < 2at 时 , [zo 一 y| < 3at. 故 


zr—Yy f(y)| 
Ea a 
|. y|<2at (7 y)* 十 Bl ly lf ) iz—y|<2at t 


0 


_w (Xo —Yy)2+t2 


、 1 
而 当 zy|> 2at, 有 1Z0 —Yy| < 5317 — Yl, 故 


人 |»2 | A 
rT—Yy|>20 ， - 


式 .(13),(14) 右边 正 是 caP* |f|(z0). 这 就 证 明了 定理 . 


一 Co (co 四) + 放 


(9) 


(10) 


(11) 


(12) 


(13) 


(14) 


82.5… Fourier 分 析 中 的 复方 法 .113 . 


推论 (5.3) 设 1<p< o,f EL?(R), 则 VYz eR, 有 
v(x)— H*f(z)| < ca sup Pe * |f|(z). / (15) 
读者 不 难 从 (12) 推出 (15). z 
现在 用 复方 法 讨论 互 在 [2(R) 上 的 表现 . 


。 定理 (5.4) Thper 变换 及 是 2(R) 上 的 保 东 算 了 且 #1? _7( 恒 等 算 子 ) 
从 而 也 是 反对 称 的 


Ki(z) = P(r)+iQ(7r) = /2 > Zz 二 =X 十 社 . | (16) 


则 对 每 个 t > 0, Ki(z) e L2(R), 故 它 有 Fourier 变换 . 为 求 出 这 个 Fourier 变换 , 充分 
地 只 需 看 谁 的 Fourier 道 变 换 是 Ki(x), 这 是 因为 Fourier 变换 在 L? 上 可 以 逆转 . 事 


实 上 
这 说 明 ”| : 
| (Ki) “ (€) = 2e Xo0,00)(é). (17) 
已 知 。 
(P) (人生 =e (18) 
故 | | 
(Qt) (6 = —isgnée ll = ~isgné(P) “ (é&). (19) 


现 设 fe [1 站 L?, 扩 是 其 Fourier 变换 . 则 -isgnf(&) 是 某 个 ge L? 的 Fourier 变 
换 . 作 调 和 延 拓 、 . 
Px* g(r), r+* f(z). 
它们 都 是 L” 函数 与 L? 函数 的 卷 积 , 故 是 ?3 中 函数 .由 定理 (4.11) 给 出 的 关系 

(f*9) “(8) = FF : 加 

(P:* 9) ° (€) = -isgnE(P) (9 = (Qt * f) “ (€). 
由 定理 (5.1) 的 证 明 已 知 Qs * f(z) 有 几乎 处 处 的 非 切 向 边 值 有 Hf(z), 同时 PP * g(z) 
的 边 值 为 g(x), 故 


Hf(z) = g(x), (Hf)“ (é€) = —isgnéf(é). (20) 
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我 们 现在 还 只 对 L!1 门 ?建立 了 (20). 由 它 以 及 Plancherel 定理 知 , 局 限于 -Li 站 了 
是 [2 等 距 的 . 由 于 LiL2 在 L? 中 稠密 , 知 厂 在 整个 72 等 距 , 且 式 (20) 在 1 
上 成 立 . H? = -了 由 (20) 立即 推出 . 最 后 五 的 反对 称 性 是 因 


(f, Hg) = (Hf, H?g) = —(Hf,g), Vf,ger. 


定理 证 明 至 此 完毕 . 

现在 我 们 讨论 五 在 L?(R) 的 有 界 性 , 其 中 1 < p < co, 但 p 不 是 奇 整数 .如 
下 的 复方 法 只 对 T 情形 适用 , 因此 我 们 将 首先 考虑 T 情形 . 而 及 情形 的 结果 可 以 
由 了 情形 推出 , 如 82.9 习题 27 所 示 . 首先 我 们 要 用 到 如 下 的 Cauchy 定理 , 它 只 是 
Fourier 级 数 逐 项 积分 的 结果 : 设 F(z) 是 2 二 re” :7 <1} 内 的 解析 函数 , 则 


二 Flre®)dz = F(0). 2 


其 次 , 我 们 还 需 用 二 间 个 条 等 不 综 芭 


|sin0l? < Qacospb + Becos?0, |0| < ;; (22) 


其 中 0 < p < oo,p 不 是 奇 整数 , a, 6 是 仅 依赖 于 p 的 常数 , a 可 以 是 负 的 . 这 是 因为 
(只 考虑 9 > 0 情形 ) cos 5 关 0, 故 存在 a 使 ecospg > 1 在 某 个 [5,5|. 只 要 8>0， 
则 (22) 在 |5, 5| 成 立 . 对 此 a 再 选 6 充分 大 , 使 得 6cos?9 > |al +1 于 9 [0, 引 
这 样 的 a,6 必 使 (22) 成 立 . 

定理 (5.5) 设 1<p<co,p 不 是 奇 整 数 , 则 


lo < collflo, Vie mT). (23) 
证 明 不 妨 设 f > 0, 否则 考虑 i 与 /-. 考察 f 的 两 个 到 圆 内 的 调和 扩充 
u(re’ ”)=P.* 已 .+ f(z), ore) = Qr * f (72). 


由 于 7 = = ul2) +iv(a) 的 实 部 处 处 不 为 0 (只 要 f 不 恒 为 0), F(z) = f?(z) 有 确切 
定义 且 仍 为 圆 内 解析 函数 . 记 F(z) = R?(z)ei??(2, 则 (21) 给 出 
1 不 
27 三 


人 cosDdz = — ee Rreir® dz 


eo- (Ef) 


这 里 积分 是 在 圆周 |z| = ” < 1 上 的 积分 . 这 样 我 们 在 式 (22) 两 边 乘 R?, 再 在 圆周 
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Iz| =7 积分 即 得 


nT nT 7 p 
三 Iv(re’®)lPdzr < of lu(re'’®)|?dz + 27|a| (去 三 fdr 
< (+lal) /Nan 


令 r 一 1 便 得 式 (23). 定理 获 证 . 

对 奇 整 数 p 的 有 界 性 , 或 用 83.5 介绍 的 Riesz - Thorin 内 插 定 理 , 或 利用 共 思 
算 子 的 反对 称 性 ( 同 五 一 样 证 明 ) 由 对 偶 推 理 推 得 . 

现在 我 们 把 Hilbert 变换 五 在 L?(1 < p< co) 上 的 表现 ， 以 及 与 Fourier 变换 
的 关系 综合 在 下 述 命题 中 , 对 共 罗 函 数 也 可 写 出 类 似 的 命题 . 


命题 (5.6) 设 1<p<o, 则 五 是 L? 上 的 有 界 算 子 , 且 


H?=- 了 在 LIL? 上 ， (24) 
Qi* f(z) = Px*Hf(z), Vf es Te， (25) 
(Hf) “ (€) = —isgnéf(é), vferLr,l<pg2. (26) 


证 明 已 知 上 述 三 式 对 L? 中 函数 成 立 . 用 2 门 L? 中 函数 在 L? 中 逼近 f, 然 
后 取 极限 , 即 得 此 三 式 在 L? 成 立 . 事实 上 , 这 三 式 左右 两 边 可 以 取 极 限 的 理由 , 其 中 
(25) 是 因 Qi, PB 都 属于 L?', (26) 的 两 边 则 用 Hausdorf - Young 不 等 式 ( 即 Fourier 
变换 是 L? 到 L? 有 界 的 算 子 ). 命题 获 证 . 


82.6 正定 函数 与 Bochner 定理 
复数 序列 {ci,}% 称 为 正定 的 , 如 果 YN e Z ,Vv 复数 序列 {wz} Vy, 有 


NN 


> Dcn_mznzm 之 0. 


NN 
C. Herglotz 的 著名 定理 说 , {c,}%、 是 正定 的 , 当 且 仅 当 存在 T 上 非 负 测度 dy 使 
(dj (mn) = cn, Vn. 比 正定 序列 更 为 重要 的 是 由 S. Bochner 引进 的 所 谓 的 正定 函数 
的 概念 . 他 还 得 到 了 Herglotz 定理 的 类 似 以 及 正定 函数 理论 与 应 用 的 其 他 许多 结果 . 
他 是 第 一 个 认识 到 正定 函数 概念 重要 性 的 学 者 . 
我 们 先 讨 论 T 上 的 正定 函数 理论 , 然后 建立 R" 情形 与 Zn 情形 的 正定 函数 的 
关系 , 从 而 得 到 R" 情形 的 一 些 结果 . 


定义 (6.1) T 上 连续 函数 f(z) 称 为 正定 的 , 如 果 Y 点 列 {zn}N 以 及 复数 列 
{2n}1, 有 


NN 
>》 >》 jz mn — Tm) )znzZm 之 0. - (1) 
1 1 
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引 理 (6.2) 任意 非 负 系数 的 三 角 多 项 式 是 正定 函数 . 
证 明 指数 函数 eit**,vk, 是 正定 的 , 这 是 因为 


NN 
》 7 em 2 _ 
1 1 


又 设 f,g 是 正定 函数 , a,8 > 0, 则 ay + Bg 也 是 正定 函数 . 这 就 证 明了 引 理 
引 理 (6.3) 连续 函数 f 是 正定 的 , 当 且 仅 当 对 一 切 连续 函数 u, 有 


2 
> (4. 


N 


> 2 ETn 


1 


TO (2) 
也 当 且 仅 当 对 一 切 指数 函数 eik*,k e Z, 有 
= ma/ | fe -wee Vddy >0 (3) 
证 明 设 了 是 正定 的 ,用 分 反 {zn}? 对 [7,7 作 任意 剖 分 , 由 此 构成 Riemann 
和 ] NN 
An2 > > f(xn — Tm)u( Tn) Tn — Tn-1) UTm) (Tm — Tm-1)- 


记 z= 二 v(xn)(zn 一 zn_1). 由 ff 的 正定 性 , 知 上 式 > 0. 令 剖 分 变 细 并 取 极 限 , 即 得 
(2). (2) 显然 推出 (3). 现 由 (3) 推出 f 的 正定 性 . 由 f 连续 以 及 f(k) > 0 知 


N 
网 
ov = > Ni ) Fe) 
是 带 非 负 系数 的 三 角 多 项 式 , 由 引 理 (6.2) 知 它 是 正定 函数 . 而 f 是 {0,} 的 一 致 极 


限 . 显然 正定 函数 序列 的 一 致 极限 仍 是 正定 的 . 引 理 证 完 . 


定理 (6.4) (Bochner) 连续 函数 f 是 正定 的 ， 当 且 仅 当 存在 外 中 非 负 序列 
{cn}> 使 


f(x) = 》 ene™”. (4) 


证 明 设 (4) 成 立 , 则 > cnemr 是 正定 函数 , 故 它 的 一 致 极限 f(z) 是 正定 的 . 
反 过 来 , 设 f 是 正定 的 . 已 知 f(n) > 0, vn. 故 剩 下 只 需 证 明 {f(n)} e Li. 因为 此 时 ， 
二 flk)eikz 绝对 收敛, 便 知 (4) 成 立 ，。 


9 Bochner RE 人 
现在 条 件 fe C(T), 且 fln) > 0,Ym, 下 证 明 {fl(n)} e U1, 事实 上 ， 
NN 机 | 
Di) For,0) = TOE < fle 


故 对 MM < N, 有 
ee 四 
> (1 Ni) I < he 


先 令 N 一 co, 再 令 M 一 co, 即 得 
>》 fln) 和 || 川 ~. 


定理 获 证 . 


注 这 就 是 S. Bochner 关于 正定 函数 的 表示 定理 在 群 T 上 的 表述 , 而 G. Her- 
glotz 的 对 应 定理 则 是 在 群 ZZ 上 的 表述 . Bochner 的 一 般 定 理 说 , 一 人 (拓扑 ) 群 上 的 
正定 函数 一 定 是 对 偶 群 上 某 个 非 负 测度 的 Fourier 变换 . Bochner 定理 原来 是 在 R" 
上 叙述 的 . 下 面 我 们 将 给 出 有 RR* 上 的 Bochner 定理 . 


正定 函数 还 有 一 个 重要 的 刻画 如 下 : 
定理 (6.5) 连续 函数 f 是 正定 的 , 当 且 仅 当 存在 ge L2, 使 
jzZ) = g* 9 (Z) = 六/ 9(Yy)9 (7 — Y)dy 
= 二 s/s T+Yy)g(Yy)dy, (5) 

其 中 g* 是 g 的 对 合 , 即 g* (x) = g( 一 x). 

证 明 设 (5) 成 立 . 由 
f(n) = 9(n)9(n) = |9(n)| >0, 
知 f 是 正定 的 . 现 设 4 是 正定 的 , 则 fl(n) > 0, 且 二 fln) < oo. 考虑 {f(n)3}% 


则 由 Riesz - Fisher 定理 知 存在 9 e L?, 使 9(n) = 在 人 ). 既然 gxg* 与 f 的 Fourier 
系数 都 是 {f(n)}%,, 它们 都 是 L! 中 函数 , 故 它们 相等 . 定理 证 毕 . 

Bochner 定理 可 以 给 出 Parseval 等 式 的 另 一 证 明 . 这 正 是 抽象 调和 分 析 中 建立 
Fourier 分 析 的 L? 理论 的 主要 通路 . 我 们 来 给 出 这 个 证 明 . 设 ge 2,f =gxg*. 则 
f 是 正定 的 , 由 定理 (6.4) 知 ( 令 xz = 0) 


记 /lo = 70) = 5 fn) = Bo 
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这 就 是 Parseval 等 式 . - 
Rn 上 的 正定 函数 的 定义 是 类 似 的 设 o(z) 是 及 ”上 可 测 函 数 , 说 它 是 正定 的 ， 
如 果 对 任意 点 列 {zw} 六 , 任意 复数 列 {fejf, 其 中 N 是 任意 正 整 数 , 都 有 


NN 
>》 >》， p(Tn 一 Tm)éném 之 0 
1 1 


我 们 现在 建立 R* 上 与 Z" 上 的 正定 函数 两 者 之 间 的 关系 . 这 本 质 上 是 R* 上 与 T"” 
上 Fourier - Stieltjes 变换 两 者 之 间 的 关系 . 
对 R" 上 函数 f, 我 们 通常 是 通过 如 下 的 所 谓 周期 化 , 对 应 于 T" 上 的 函数 . 令 


= 》 f(z+2kr). (©) 


KEZm 


如 果 了 < A(R"), 则 所 是 27 周期 ,re Pr), 且 Il < (去 ) Il. 同时 
Fourier 变换 满足 


0 内 =( 去 ) 人 Proc ea 


— 去) 人 f(z)e dz 一 (人 二) f(k), Vk (7) 


现在 讨论 如 何 类 似 地 建立 M(R") 与 M(T") 中 元 素 的 对 应 . 注意 我 们 往往 是 将 M(.) 
作为 C(.) 的 对 偶 空 间 来 理解 的 . 设 je M(R"), Br ee C(T"), 而 8B 是 Br 的 周期 延 
拓 . 则 

Br 人 Blz)dp(2) 


显然 定义 了 C(T"*) 上 的 一 个 有 界线 性 泛 函 , 故 存在 唯一 ur e M(T"), 使 
| B(z)du(z) = | Br(z)dur(z), (8) 
Rn TT” 


满足 lurl < (去 ) ln。 ( 注意 , 在 T* 上 我 们 应 用 的 是 规范 化 的 Lebesgue 
度 ( 去 ) dz, 而 在 R" 上 则 是 (去 ) dz, 相应 的 的 范 数 分 别 是 


27 
ll= (去) 人 em，ml= (人 二) 人 a . 


这 样 定义 的 jr 称 为 4 的 周期 化 , 它 也 满足 (jr) “(mn) = (27)3 (4)“(n),Yn. 注意 , 当 
4 = gdrx,g €E Li(R"), ur = grdx. 
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如 何 判断 .及 ”上 一 个 有 界 , 一 致 连续 函数 p(x) 是 某 个 je M(R") 的 Fourier - 
Stieltjes 变换 , 这 是 一 个 很 困难 的 问题 . 当然 也 有 一 些 应 用 有 所 局 限 的 判别 法 . 我 们 
讨论 其 中 比较 简单 的 一 个 . 这 时 需要 承认 广义 函数 理论 中 的 简单 事实 ( 见 82.8 引 理 
8.4, 8.5): Schwartz 函数 关 .98 (无 穷 次 可 微 的 速 降 函数 类 ) 在 Co(R") 中 稠密 ， 以 及 
”= 2, 其 中 .9 ”表示 .中国 数 的 Fourier 变换 组 成 的 类 . 

引 理 (6.6) 了” 上 连续 函数 p(x) 是 某 个 KE M(R") 的 Fourier - Stieltjes 变 
换 , 当 且 仅 当 可 

[Fe < dlfle, Vie (9) 


证 明 实际 上 这 是 Parseval 关系 的 一 个 推论 . 设 po(6) = A(E), 则 


人 (二 人 er éqdpf (€) dé 
上 (到 人 fl(é)e” atdu(z) 


< lullfllo. 
反之 , 式 (9) 左边 定义 了 Co(R") 的 一 个 稠密 子 空间 上 的 有 界线 性 泛 函 , 因此 可 保持 
范 数 连续 延 拓 至 Co(R"), 故 由 Riesz 表示 定理 知 存在 ye M(R") 使 
| fp(-é)de = | f(z)dp(z). 
RR™ Rn 


这 个 4 还 满足 jlul| < ce 为 式 (9) 中 的 常数 . 引 理 证 毕 . / 
下 面 我 们 给 出 M(R") ”与 M(T*) ”的 联系 , 由 此 可 借助 M(T") ”得 到 有 关 
M(R") ”的 刻画 的 结果 . 


定理 (6.7) R" 上 连续 函数 p 是 M(R") “中 元 素 , 当 且 仅 当 VA >0, {yp( 和 k)}iezr 
是 LT E M(T"*) 的 Fourier - Sitieltjes 变换 , 其 中 | < c. 

证 明 设 je MGRn") 使 ole = 让 6 记性 为 由 /诱导 的 M(R") 中 下 述 
元 素 


[ee = 


- 人 ADana 


roa = 人 7Oaldnz)， 呆 连续 有 界 (0) 
则 al = lu 用 f(z) = eaks 代入 上 式 , 得 
Ba(k) = BR, Vk 
记 jx 为 1、 的 周期 化 , 则 (27)3p、xzr 便 满足 
(Qn) pr) “ (k) = Bk) = p(Xk), wk 
27)3 pm) < xl < lul. 
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反 过 来 , 我 们 需要 应 用 引 理 .(6.6). 设 f € .9.， 由 于 对 任意 入, {wp( 和 k)} 是 px,r 的 
Fourier - Stieltjes 变换 , zl < c, 并 且 o 连续 , 知 lol < c. 故 对 任 给 = > 0, 存在 
紧 集 K, 以 及 充分 小 的 入 . 使 得 (这 只 需 用 边 长 为 和 的 方 体 对 天 谢 分 , 并 作 Riemann 
和 ;i 


[ Reva <|f Roe-Oal + 


< + 2e. (11) 


eX > FOk)p(—Xk) 
k 


议 有 IT 是 f (5) 的 周期 化 , 即 fT(z) = > 人 上 (ee) 则 


(fa,T) (人 二 (人 二) (a3f) ~ (k) 


注意 由 f < .9, 知 f 衰减 很 快 , 故 


|Alleo s fl。 +e， 只 要 和 充分 小 (13) 
这 样 应 用 T" 上 Parseval 关系 (证 明 同 T 一 样 ), 得 


mt 
Tr 


oX" > ARJ2( 一 人 
k 


YA (Unm (月 


k 


(去 人 帮 T(Z)QGHUAT(Z) 
和 cl 和 zl < cllfllwo +&, (14) 


从 而 
< clflo + 3e. 


| Rev- 


由 < 之 任意 性 , 应 用 引 理 (6.6), 知 存在 ye M(R") 使 有 (E€) = vw(&), 且 jnl| < ce 只 
依赖 于 条 件 中 的 常数 . 定理 证 毕 . 

现在 回 到 正定 函数 . 定理 (6.7) 有 如 下 变形 . 

定理 (6.8) 设 vp(z) 是 R* 上 的 连续 函数 . 则 2 是 某 个 je Mj(R") ( 非 负 测 


度 ) 的 Fourier - Stieltjes 变换 , 当 且 仅 当 YA > 0, {wp(Ak)jx 是 jr E M4(T") 的 
Fourier - Stieltjes 变换 . 
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证 明 设 p(&) = 有),4 es M+(R")， 则 由 (10) 定义 的 jy、e Mi(R")， 此 外 ， 
k、 的 周期 化 ja,r 也 是 非 负 的 . 这 就 证 明了 条 件 的 必要 性 . 现 证 充分 性 . 设 YA > 
0, {P(Ak) 上 x 是 TE Mj(T") 的 Fourier - Stieltjes 变换 , 即 


1\” | 
p(Ak) = 加 | era T(r), Vk. 


因此 luxzll| = 2(0), 故 jor 是 一 致 有 界 的 , 由 定理 (6.7) 知 , 存在 je M(R"), ul| < 
cp(0) 且 yp(&) = 有 (&). 现在 要 证 jw 是 非 负 的 . 设 fs .2 非 负 , 入 充分 小 , 仍然 用 
Riemann 和 远近 积分 , 得 


/yaam= 人 FoeCed 
= of fr(z)dus T(z) +o(1), 当 入 一 0 时. 
: Tr 
由 于 fr 非 负 , 有 
/f(s)aplz) >0，Y 非 负 f ey 
分 


因此 j 是 非 负 测 度 . 定理 证 毕 . 

现在 我 们 可 以 得 到 关于 R* 上 正定 函数 的 两 个 Bochner 定理 . 

定理 (6.9) (Bochner) p 是 R* 上 的 正定 函数 , 当 且 仅 当 存在 /we M+(R") 使 
PS = A(é). 

证 明 假设 yp = 其 中 je Mi(R"), 则 


2 p(Tk — Tm)érénm, = 加 人 De 


1] \2 
-() 人 人 
故 o 是 正定 函数 . 现 设 o 是 Rn 上 的 正定 本 则 YA > 0, {p(X 和 k)}k 是 Z"” 上 正定 
序列 , 故 由 Herglotz 定理 知 存在 HT E M4(T") 使 p(Xk) = (pr) (k). (这 是 $2.9 
中 的 习题 25, 请 读者 自行 证 明 .) 再 由 定理 (6.8), 知 存在 je Mj(R") 使 p= 定 
理 获 证 . | 
另 一 个 定理 , 给 出 M(R") ° 中 元 素 的 刻画 , 它 在 T" 情形 是 平凡 的 : {dk}xezn < 
M(T"), 当 且 仅 当 对 一 切 三 角 多 项 式 > ore “， 有 


一 2ZK 1 


2 
du(y) 0. 


<c 


> Ce 这 
k oo 
但 在 R* 情形, 一 个 类 似 的 刻画 却 很 有 用 . 
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定理 (6.10) (Bochner) 设 y 是 R" 上 连续 函数 , 则 pe M(R") >, 当 且 仅 当 
对 一 切 广 义 三 角 多 项 式 jcyeiNi'* ( 它 是 有 限 和 , {和 ;} 是 实 序列 ), 有 


<c 


一 人 


DA 六 全 
Cj€ 7 
7 


且 (16) 中 的 常数 与 |u| 可 比较 (此 /是 使 得 p 一 六 的 测度 )， 


证 明 设 y=fne M(R"), 则 
2 9") )= (二 ) 人 2 irap(z 


(16) 当然 成 立 , 且 其 中 的 e 被 jlul| 控制 . 反之 , 设 (16) 成 立 ， 特 别 地 , VA > 0, 令 
和 j; = 和 j. 则 (16) 化 为 


>》 cjp( 一 N) > ce >》 cje5 
ij 了 i 


这 说 明 ycip( 一 和 j) 定义 了 CT) 上 的 一 个 有 界线 性 泛 函 . 由 Riesz 表示 定理 , 知 存 
在 hrT EM(T"), 使 得 jul|r < c, 且 


。 1 " 17.T . 
cp(—Xi) = (去 ) [ SoeT dp T(z), VI. 
j i 


特别 取 单 项 式 eii'* 则 得 


OO 


<c 一 C (17) 


OO OO 


PAM) =(UAT) (7), Yi. 
这 样 由 定理 (6.7) 知 , 存在 je M(R"), ul| < o, 使 得 p = 六 . 证 明 完毕 ， 
82.7 绝对 收敛 的 Fourier 级 数 


本 节 中 讨论 一 维 Fourier 级 数 的 绝对 收敛 性 . 记号 A(T), 平行 于 A(R”), ee 包 
上 1 序列 的 Fourier 逆 变 换 的 集合 . 它 不 是 别 的 , 正 是 T 上 那些 连续 函数 的 集合 , 它 
们 具有 绝对 收敛 的 Fourier 级 数 . 显然 这 是 一 个 线 性 空间 . 在 其 中 赋 以 范 数 


Ian = 3 fln)|. (1) 


则 A(T) 在 通常 的 线性 运算 ， 点 态 乘 法 下 组 成 一 个 Banach 代数 , 且 它 与 外 等 距 同 
构 , 这 个 等 距 同 构 映 射 就 是 f 一 {f(m}， 它 显然 是 一 一 的 、 线 性 的 、 保 持 乘法 且 
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等 距 ， 只 需 验证 乘法 运算 在 此 映射 下 的 表现 . 设 f,g e A(T), 则 因 亲 fln)einz 与 
8m)erm 都 是 绝对 一 致 收敛 的 , 故 


j(z)g(z) = 》 》 jn)8(m)eintmz 一 3 > fk )e”™*. (2) 
一 Co 一 co 也 一 一 OO 有 一 一 co 
并 且 由 一 致 收敛 性 , 知 
(f9) ° -2 1 vn. 


其 中 右边 级 数 正 是 有 中 乘法 的 定义 (注意 上 = 严 (Z) 对 4(T) 的 研究 的 主要 问 
题 是 刻画 4(T) 中 的 元 素 . 这 是 一 个 未 完全 解决 的 问题 , 有 一 些 充分 条 件 . 我 们 曾 在 
82.1 中 给 出 过 一 个 很 粗糙 的 结果 , 它 可 加 强 如 下 . 


定理 (7.1) 设 记 绝对 连续 , 旦 六 < 12, 则 fe A(T) 
证 明 注意 j 的 Fourier 系数 是 inf(n), 天 0. 这 样 


< |fli+ 这 由 > (fF) mpP) 
和 cl +1 Al 
定理 证 毕 . 
比较 深入 一 些 的 结果 有 下 述 Bernstein 定理 与 Zygmund 定理 . 
定理 (7.2) (Bernstein) 设 feAoa> >， 则 fe€ 4( 1 全 , 且 
上 am < clflla,. (3) 


证 明 对 任意 he Tl， 


f(s -月 -Jay (em 1)fln)em. 


一 OO 


对 任意 me ZN, 当 2m < In| < 2m+l 时 ， 令 h=- 


则 因 nhl e | 3|， 我 们 有 


3 
le "1|>|sinnh| > ,4 
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这 样 
3 | 3 7 
2m<|n|<2™+1 2m<|n|<2™m+1 
C2 < (> je — 112|f( oy 
a fe) -fo ae) 
< e232|ple | fa, < c2™tl$-o) | Fa, 
故 
Hac se2 2 人 DF, = cllfla- 
这 就 证 明了 定理 . 


上 述 Bernstein 定理 中 的 a > 5 已 是 不 能 改进 的 了 , 即 存在 je A3, 使 # 


A(T). 但 如 果 加 上 别 的 条 件 , 则 可 以 使 a 的 值 降下 来 . A. Zygmund 给 出 了 这 样 的 结 
果 . 


定理 (7.3) (Zygmund) 设 f 有 界 变 差 , 且 f e A。,a > 0. 则 f € A(T). 
证 明 记 f 的 全 变 差 为 V, 连续 模 为 w(5). 则 


> (e+ 全 -1 (st) 
3 1 (z+ 各 -fst . 


在 T 上 对 不 等 式 两 边 积分 , 并 注意 左边 每 项 的 积分 都 相等 , 即 得 
2 人 e+ 贡 )-7- 贡 | some(8)7 
因此 ~ 
2N |e 训 " -eh | < ow (i)V. 
同样 当 2m < |n| < mi 时 令 N = 2m+1, 我 们 得 
Fn)Psc 5 ei 贡 " -ei 宙 "| 


2mg|n|<2m+1 2m <|n|<2m+1 


_ Tt 
<c2 Ww (sri) V. 


入 2 
fln) 
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故 
f(n)| < c2 肥 2 一 他 (c (a)) 3 
2m In|<2m+t1 
一 C C (5 )) “V3 
从 而 z 
DO < (gn) SM 
气 ol 
定理 证 毕 . 


A(T) 的 研究 还 包含 一 类 所 谓 函 数 作用 问题 , 即 研究 怎样 的 定义 于 D c C 上 的 
图 数 忆 , 使 得 Vf s A(T), 且 f(T) Cc D, 仍 有 Ff(f) € A(T). 这 方面 最 著名 的 结果 是 所 


博 Wiener - Levy 定理 . Wiener 定理 说 , 若 f e 4A(T) 使 f(z) 关 0 处 处 , 则 7 E A(T). 


这 相当 于 说 函数 -, 其 定义 域 是 除去 原点 的 复 平面 C, 可 在 处 处 不 取 零 值 的 A(T) 函 


数 上 作用 . Levy 定理 把 此 定理 推广 到 一 般 解 析 函 数 . 它 说 对 fe A(T), 如 果 瑟 是 在 
包含 f 值 域 的 一 个 邻 域 上 解析 的 函数 , 则 F(f) es A(T). 我 们 在 此 不 讨论 这 些 问 题 
的 细节 . 与 此 有 关 的 Tauber 定理 , 建议 读者 参考 82.9 中 的 习题 32 至 习题 41. 


82.8 广义 函数 的 Fourier 分 析 


我 们 已 经 指出 过 , 用 经 典 的 观点 , 甚至 对 p > 2 时 的 L?(R") 中 的 函数 , 都 不 能 
定义 Fourier 变换 . 在 这 样 的 场合 都 不 能 应 用 Fourier 分 析 这 一 有 力 的 工具 , 不 能 不 
说 是 一 遗憾 , 因此 有 必要 拓 广 Fourier 变换 的 定义 范围 . 历史 上 曾 有 过 各 种 拓 广 的 方 
法 . 20 世纪 50 年 代 发 展 起 来 的 广义 函数 论 为 Fourier 分 析 提 供 了 一 个 最 宽广 的 舞台 . 
在 本 市 我 们 就 来 建立 广义 函数 的 Fourier 分 析 , 当然 只 能 叙述 这 方面 的 基本 内 容 . 广 
义 函 数 被 定义 为 由 性 质 好 的 函数 构成 的 所 谓 检 验 函 数 空间 上 的 有 界线 性 泛 函 . 通常 
考虑 的 , 且 与 Fourier 分 析 配 合 得 最 好 的 检验 函数 空间 是 Schwartz 空间 .多 有 时 也 
称 它 为 速 降 函 数 空间 . 

定义 (8.1) 全 体 R" 上 满足 

pup(p) = sup |zeDep(z)| < oo (1) 
rER" 


的 Ce 函数 p 所 构成 的 线性 空间 , 记 为 ,其 中 a = (@i,… ,an),B = (B1,…… ,Bn) 
是 任意 多 重 指 标 ， ( 即 Q;, 0; 和 D4,] 二 1,.…. , 1), 


DA 一 
2 一 2 = 一， 下 =》 0 
Or .8xzjo 2 " 
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pau6 可 以 定义 .GZ 上 的 一 个 距离 da a(¥,p) = pa,p(¥ — W). 这 个 距离 等 价 于 有 
界 距离 da = ep 交 等 价 的 意思 是 说 do,a(pm9) 一 0 当 且 仅 当 dsl 一 
0. dos 之 所 以 成 为 一 个 距离 (主要 指 三 角 不 等 式 ) 是 因为 


t t1 十 to ti 2 
1+t 1+ti+to。 1+t 1+t2 


把 所 有 {ds} 排列 成 {di} 然后 令 d= 汪 2-"d,, 则 d 也 是 .2 上 的 一 个 距离 
n= 二 1] 
引 理 (8.2) 赋予 距离 d 的 . 是 一 个 完备 的 距离 空间 , 且 距 离 是 平移 不 变 的 . 


证 明 先 证 d(x,p) 0, 当 且 仅 当 Yn, dn(ph,p) 一 0, “ 仅 当 ” 断 言 是 显然 的 ， 
现 看 “ 当 ” 断 言 . 设 Yn, dn (wr, wp) 一 0. 任 给 s > 0. 要 证 存在 ko, 使 当 > ko 时 ， 


d(pksp) <e. 事实 上 , 选 N 使 2-" < 了 对 ms N, 当然 存在 各 使 当 上 > ji 时 ， 
| N+l 
dn(pksp) < 5. 这 个 ko 使 得 当天 > ko 时 , 有 


N 
. 人 
d(pk, Pp) < >》 2 十 5 < E. 
1 


断言 获 证 这 也 等 于 说 我 们 已 证 明了 : 

d(pk;p) 一 0, 当 且 仅 当 pa 6 (pi 一) 一 0,Va,p. 
现 证 .y 是 完备 的 ， 设 {pn} 对 d 是 Cauchy 列 ， 则 Ya 8B, {pn} 关于 ds 也 是 
Cauchy 列 . 特别 地 , {ps} 以 及 它 的 任意 阶 导数 组 成 的 序列 { = 都 在 Rn 上 一 


致 收敛 ， 故 存在 9 使 得 o 与 地 2 分 别 是 这 些 序列 的 极限 . 用 : za 去 乘 知 pe 2 ， 且 


pa,B (Pk 一 9p) — 0, Va, 0 再 由 网 才 证 明 的 等 价 性 知 也 有 de e) 一 0. 这 就 证 明了 
9. 是 一 完备 距离 空间 . 此 外 , .9 中 按 d 收敛 与 按 d's 收敛 的 等 价 性 还 推出 线性 运 
算 p+ 与 Xe 关于 距离 d 连续 , 且 关 于 加 法 这 个 平移 运算 不 变 . 引 理 证 毕 . 


定义 (8.3) .> 赋 距 离 d 称 为 Schwartz 空间 . 

下 面 讨论 .> 与 熟知 的 几 个 空间 , 以 及 与 熟悉 的 几 个 运算 之 间 的 关系 . 

引 理 (8.4) .7 连续 地 典 入 到 L?,1 < p < co, 与 Co, 且 稠密 . 

证 明 关于 Co 的 断言 , 以 及 在 L? 中 的 稠密 性 都 是 显然 的 . 现 证 j|ylls 能 锐 茶 
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个 pce(92) 控制 . 确切 地 说 , 令 4 和 = 中 plloo, B= 出 zl2"p(z)ioo, 则 


vlly < C | _ sare) 十 C 人 opera 
<cA+B). . 
这 样 , 由 depnp) 一 0 可 推出 low- ol。 一 0, 即 .2 连续 地 嵌入 到 LP 中 . 引 理 获 证 . 


引 理 (8.5) 设 ao, po 是 任意 两 个 多 重 指标 . 则 映射 p 一 zc . Dep 是 : 上 的 
连续 算 子 . 此 外 Fourier 变换 是 7 到 9 上 的 拓扑 同 构 , 最 后 按 下 离 小 有 


limmp = he R", (2) 
2 TO -0 
nm h; TT DZ; 吧 ) h 一 (0， , hi;, , 0) E 民 . (3) 


证 明 充分 地 只 需 证 va 8, 在 距离 ds 下 上 述 断 言 成 立 . 由 
posa(2% Diop) < eH pop lp), lal <lal+lool, 191|< 8|+|6ol 
即 知 p 一 z%%DPowyp 是 连续 映射 . 由 下 述 关 系 ( 见 82.1 式 (29),(30)) 
z° DB) = (O°(iz)((iz)ep) ~ = (t(De (sp) ~ 
以 及 引 理 (8.4), 有 
Posp(B) < |D* (zp) & ed pap lp), Io < Bl+2n, 6 和 lal， 


这 说 明 多 是 上 的 连续 算 子 . 由 道 转 定 理 ( 见 82.2 定理 ;2.9) 知 多 是 映 上 的 . 此 

外 , 既然 多 的 道 变 换 就 是 Fourier 道 变换 , 它 也 是 连续 的 . Fourier 变换 的 唯一 性 定 

理 说 明 多 是 一 一 映射 ， 此 外 映射 是 线性 的 . 这 就 证 明了 多 是 .> 到 .yz 上 的 拓扑 

同 构 ， 斯 言 "9 ) 的 证 明 可 类 似 地 进行 . 例如 看 (3), 任 给 mw 6 与 hi(|hi| < 1), 记 
h = (0,.……,h 0), 对 pe 有 


一 T 0 0 
r°D? pa (en 一 0) - 一 了 :D8 (2ee- — 60h) — -让 让 


当 Iz| 之 NN 充分 大 ， 它 可 任意 小 ; 而 当 Iz| <N 时 ， 由 wo 的 各 阶 导数 的 一 -至 连续 性 
只 要 hi; 充分 小 , 它 也 可 任意 小 , 这 证 明了 - 


加 
Da ,6 (< er 一 二 9 一 0， 当 岂 一 0. 


从 而 | 
PP— ThP 
引 理 获 证 
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定义 (8.6) .92 十 的 所 有 连续 线性 泛 函 所 构成 的 空间 . 史 ' 称 为 缓 增 广义 函数 空 
间 . 我 们 在 .8Z' 中 赋 弱 * 拓扑 , 即 {。 7 称 为 收 级 1 如 果 


In(P) 一 ie ),， vp E .9 (4) 
,在 wp 上 的 作用 , 有 时 也 记 为 fp, 
下 面 考虑 缓 增 广义 函数 的 几 个 例子 


例 
| 没 1<pco0 fer 定义 1 = lr 如 下 : 


p= lp) = 人 f(r)p(T)dr, vpEY. 


要 证 它 定义 了 .Y 上 的 一 个 连续 线性 泛 函 . 实际 上 只 需 证 明 当 yp 一 0 于 .9 中 时 ， 
也 有 [Pk) 一 0. 这 是 显然 的 , 因为 pk 一 0 于 .9% 中 可 推出 [pxllp: 一 0， 其 中 yp 是 p 
的 相伴 数 . z 

2. 设 f 是 绥 增 的 L? 函数 , 意 即 存在 非 负 整数 上 使 Fz)(1+lzl2)- ee L?. 则 如 
上 述 定 义 的 ls 也 定义 了 .9 上 的 一 个 连续 线性 江 函 . 这 是 因为 


yo) = | G+ lel)pe) (n+ la) tds 


是 两 个 映射 的 复合 , 一 是 o 一 (1 + |z|2)*w, 它 显然 连续 , 另 一 个 是 L? 可 积 函 数 
f(z)(1 二 zl 一 定义 的 积分 算 子 ， 如 上 面 指出 的 ， 它 也 是 连续 的 . 这 样 lj € 7. 
3. 设 人 LE MI(R"), 则 - 


9» 1 p(x)dpu(z), pe 


也 定义 了 .y' 中 的 一 个 元 素 , 这 是 因为 d(x,0) 一 0 推出 lekllw 一 0, 故 lpk) 一 0. 
4. 缓 增 测度 y, 即 存在 非 负 整数 大 使 (1 + |z|?)-*dp 是 M(R") 中 元 素 , 也 属于 
7'. 可 同 例 2 一 样 证 明 . 
5. 设 zo eR",B 是 任意 多 重 指标 . 则 


pCO D? p(x0), v9 EY 


定义 了 .7' 中 的 一 个 元 素 . 这 古 显 然 且 特别 地 , p 一 yp(zo) 称 为 集中 于 点 zo 的 
Dirac 测度 6。. 
下 面 讨论 .7' 与 通常 的 几 个 空间 的 关系 以 及 .9 的 其 他 一 些 基本 性 质 . 


引 理 (8.7) 设 1<p<go%, 则 I? 与 M(R") 均 连 续 地 杠 入 到 .7y' 内 . 
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证 明 这 只 需 证 明 铬 f 一 了 在 L? 中 或 M 中 , 则 一 定 也 在 .有 8' 中 , 即 
| 万 wd 一 | fpdr, Yp E .7 
RRR" 取 ” 
这 是 显然 的 . 证 毕 . 


下 面 的 引 理 说 明 .y 上 连续 线性 泛 函 具有 某 种 有 界 性 . 这 是 赋 范 空间 (甚至 拟 赋 
范 空间 ) 上 线性 算 子 的 连续 性 与 有 界 性 等 价 这 一 性 质 的 类 似 . 


引 理 (8. .9 上 的 线性 泛 函 ! 是 连续 的 , 当 且 仅 当 存在 c 与 ,me Z| 使 


lo <e DY paglp), vpey,. (9) 


al 有 asm 
证 明 只 需 证 / 的 连续 性 能 推出 (5) 注意 中 过 元 的 名城 基 可 以 取 为 
(Nm = ffe: 下 map) < (6) 


lalgk,|BI<m 
其 中 s > 0,k,m e Z4. 既然 ! 在 零 元 连续 ， 改 存 在 e,k,m 使 


PN-S 1, Vp E Ne,k,m- 


Iel= 2 poplp), vpe?. 


lal<k,|IB|<m 
取 6<e. 则 Yo = 0， 
v= 6lpl pe Nokm, 


改 ; 
lol -p= DI < 1 
即 
Lp)| < 5-3el 
引 理 证 毕 . 


现在 zy 中 定义 常见 的 几 种 运算 


定义 (8.9) .8' 中 元 素 % 与 中 元 素 p 的 卷 积 wx wp,.9' 中 的 反射 ~, 平移 
7h, 微 商 D5， 以 及 Fourier 变换 多 分 别 定 义 为 下 述 各 式 中 .GO 中 的 元 素 : 


wx pW) = ulB# DD We 0 
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其 中 ~ 是 中 的 反射 , 即 B(z) 一 2 一， 


i(V) = up), vw < .9 (8) 
Thu(W) = ur pb), VW ey, (9) 
Deu(y) = (-1)35u( DY), vy ey, (10) 


Bd = We + 1 (11) 

注 ”i 

1. 很 容易 验证 上 述 五 式 的 右边 确实 定义 了 .Y 上 的 ( 变 元 是 %) 连续 线性 泛 函 ， 
故 上 述 定义 的 五 种 运算 确实 是 .97' 到 .Z8' 内 的 . 当 ww 也 属于 .9 时 , 上 述 运 算 都 是 古 
典 意 义 下 的 运算 . 甚至 无 需 ve .8, 只 需 v 是 普通 函数 使 上 述 运算 在 古典 意义 下 有 
定义 , 则 新 的 定义 也 与 古典 的 定义 一 致 . 我 们 以 L?,1 < p < 2 中 函数 的 Fourier 变换 
为 例 说 明 新 的 定义 与 古典 的 定义 一 致 . 设 fe I?, 找 {及}-C:9 使 :所 一 ff 在 LP? 中 . 
则 所 在 Z2 中 收敛 于 某 个 (月 。. 这 个 (月 。 满足 ， ww = 


/0 ydz = lim a, Fwd = 库 lim ,fla 


= | far = Foar 


其 中 最 右边 被 积 函 数 内 的 让 是 f 作为 .2 中 元 素 的 Fourier 变换 . 既然 (月 . 与 他 作 
为 .9' 中 元 素 在 .y 上 作用 一 样 , 故 它 们 相等 . 这 就 证 明了 .> 的 两 个 定义 等 价 ， 

2. Fourier 变换 是 .多 ' 到 .%' 上 的 拓扑 同 构 . 映射 显然 是 线性 的 . 现 证 一 一 性 , 映 
上 性 与 连续 性 , 以 及 道 变换 的 连续 性 . 设 wi,w2oe .7' 使 三 = 入. 则 


/ utWaz = / 人 waz = / 亿 2Vdz = / usbdr, Ve. 
故 wi = wu2. 此 外 , 设 ve .9', 定义 v 如 下 ， 
/ ipdz = / ubdr, Ye. 
这 样 , vy e .y, 有 


| was 一 fu® “dz = /au 一 /加 ~ Vax. 


这 说 明 w= (“，, 即 每 个 ve .ZI 是 某 个 ie .2 的 Fourier 变换 这 证 明了 多 ”是 映 
上 的 . 设 w wu 在 .7 中， 即 wr() 一 ww), VW ei.9. 我 人 有 | 


| : /% 各 dz = / unbdz = / ad = / ddr, Ww ey, 


这 说 明 包 ,一 化 在 .9' 中 , 即 多 是 连续 的 上 面 已 经 知道 了 多 的 逆 算 子 就 是 Fourier 
逆 变 换 . 其 连续 性 可 同样 证 明 . - 靳 言 全 部 证 毕 . 


1 


本 
: 
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由 注 1, 2 可 见 , 在 广义 函数 范围 内 , 许多 运算 可 上 自由 地 进行 . 
3. 7' 中 元 素 * 与 .9 中 元 素 yp 的 卷 积 v* yp 还 有 如 下 解释 


2 xp(Z) = u(rT2B) (12) 
形式 上 看 这 是 显然 的 : 
1 ~ 
元 2* 2(z) = 人 UP — Ydy = / ~ u(y)P(Y — Tdy 
= vu(Tr9). 


严格 地 看 是 因为 Vp,y e .9,$*y 作为 定义 在 we .9 上 的 映射 是 .9 中 连续 的 , 这 
只 需 用 距离 函数 po。 6 来 验证 . 这 说 明 (7) 中 右边 的 确定 义 了 .7' 中 的 一 个 元 素 , 我 
们 把 它 作 为 wx o 的 定义 . 此 外 用 Riemann 和 可 以 .9 中 逼近 
Bx We) =a0 /Fle yyw)ay 
这 同样 只 需 用 poa a 来 检验 . 这 样 ， 
aB*) = a0 | uPle ay = 00 | ur ay 
RR RR" 
这 说 明 ) 
a * p(T) = u(TrP). 
此 外 ,对 固定 w,wp, 作为 x 图 数 , u(7.5) 是 C% 的 .例如 只 看 一 阶 微 商 .， 设 h = 
(0,.…- , hi, , 0), 有 
ux p(T+h) -urp(r) TrihP 一 TrO 
h, | - h, ) 
既然 内 层 在 . 中 收敛 , ve .9', 故 上 式 有 极限 , 这 证 明了 可 微 性 . 此 外 易 知 , 它 的 各 
阶 导数 都 是 缓 增 的 , 即 在 无 穷 远 处 能 被 某 个 多 项 式 控制 . 
上 面 我 们 已 介绍 了 广义 函数 理论 的 基本 和 内 容 . 作为 结束 , 我 们 给 出 与 平移 可 交 
换 的 算 子 的 广义 函数 刻画 . 设 B 是 在 Rn" 的 函数 空间 V 上 定义 的 线性 算 子 , 它 在 另 
一 个 函数 空间 W 取 值 . 它 称 为 与 平移 可 交换 的 , 如 Y 是 平移 不 变 的 , 且 
B(mf)= 7Th(Bf), vfeV, vheR". (13) 


特别 如 果 V = L?,W = L9, 则 这 样 的 算 子 称 为 (p,q) 乘 子 . 下 面 用 广义 函数 来 刻画 
(p,q) 乘 子 , 先 证 一 个 引 理 : 
引 理 (8.10) 设 fe L?, 且 有 直到 n+1 阶 的 LP? 导数 . 则 了 几乎 处 处 等 于 一 
连续 函数 g, 且 
gO <e > lpeflly. (14) 


|a| 和 n+1 
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证 明 先 看 p = 1 情形 . 注意 
a+r) ge zl 


—|al<n+1 
这 样 
一 2 寺 ! Ql 全 
f(z)| < c(1 + Iz|?) >, zf(z) 
EY 
<c1+|z) 3 > |(De 放 人)| 
lal<n+l 
_ntl wy 
gc(1+|z) 7 >, lp®fh, 
lal<n+1 
Is<e > lpefhh. 


lal<n+l 
因此 f 几乎 处 处 等 于 一 连续 函数 g, 且 Ig(0)| < 有. 当 p>1 时 , 设 oecco=1l 
在 球 |z| < 1 上 ; pg =0 在 |z| > 2. 则 由 刚才 证 明 的 , gf 几乎 处 处 等 于 连续 函数 尹 且 
nO < ec 2, lp*(pAh. 


lal<n+1 


“(pf)= > cDrfD’y, 


H+v=o 


pr (ohh < 于 ov sup 1D’v(o) | Drfldz 


人 十 2 一 C 


入 (5 Drfl?dzl] . 
> 1 a) 


Iul<a 


这 样 在 |z| < 1 上 , f 几乎 处 处 等 于 连续 函数 h, 且 
a(O| <e > lp°fly. 
lal<n+1 
既然 p 可 选 得 在 任意 大 的 球 上 为 1 (这 与 w 在 单位 球 上 为 1 没有 本 质 差别 ), 且 使 得 
| Poll。 保持 有 界 , 只 要 |v| < n+ 1. 这 就 完成 了 引 理 的 证 明 . 
定理 (8.11) 设 B 是 I? 到 La 内 的 线性 有 界 算 子 , 1 < pg < co, 与 平移 可 交 
换 . 则 存在 唯一 缓 增 广义 函数 w 使 得 Byp = wx DVP E .9 


证 明 对 任意 pe .9y, 要 证 Bp 有 所 有 阶 的 Za 导数 . 事实 上 , 设 h = (0,… ,万 ， 
… ,0), 有 


Tp- ， ap 在 多 中 也 在 2 中 
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mLBPp) 一 Bop ThP—Y Op g 
一 8 (下) 在 如 中 
即 Be 有 Z? 中 的 一 阶 导 数 存 在 . 类 似 地 可 证 任意 阶 L? 导数 存在 , 并 且 

D*(By)= B(DY), Vp EF, Va= (al ,Qn). (15) 


由 引 理 (8.40) 知 By 可 修改 为 连续 函数 , 且 


Bp(O)| <e 2, ID*(By)l 


lal<n+1 
=c >, lB(D*y)lls < clB| >, liD*ylly 
lalsnt+1 lal<n+1 


这 说 明 把 o 看 作 变 元 , Bp(0) 是 . 上 的 有 界线 性 泛 函 ， 即 存在 wi € .82' 使 得 
u(yp) = Bp(0). 令 4= 和 三. 则 we .7', 且 ( 见 定义 (8.9) 后 的 注 3) 
u* p(T) = u(TrP) = u((T_zp)™ ) 
一 U(T_z) 一 U1(T_zxp) 一 B(T_rp)(0) : 
= 7T_z(By)(0) = Byp(z). 
定理 获 证 . 
注 ”定理 中 的 B 非 平凡 , 仅 当 p < g 时 才 可 能 . 见 下 述 命 题 . 
命题 (8.12) 设 B 是 L? 到 Le 的 有 界 平 移 不 变 线性 算 子 ,q <p < oo， 则 
B=0. : 
证 明 首先 , 当 p < oo 时 , Vf se L?, 有 lim | 十 mu = 251|fl,. 这 是 因为 当 f 
有 紧 支 集 时 , 只 要 h 充分 大 , 便 有 | 二 7;f 有 ls = 251fll,. 对 一 般 fe L?, 存在 具有 紧 
文集 的 所 , 使 得 一 ff 在 LIL? 中 ,而 f+7hf = lim(fn, + Thfn) 对 hh 一致. 其 次 
[Bf+7hBfllo = 1B(f + Thf) Na < BI + 7 fy. 


令 hh 一 00, 得 
1_1 z 
IBflla < NBll27 YE 


根据 |B| 的 定义 , 知 BI| < 25-5|BI, 因此 BI| = 0. 故 B 只 能 是 零 算 子 . 命题 获 
证 . 
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82.9 进一步 事实 、 习 题 与 注 记 
1. 任何 一 个 复 形式 的 三 角 级 数 器 cuenz 可 以 改写 为 实 形式 的 三 角 级 数 oo + 


y (an Cosnz + bn sinnz), 其 中 oo = 2c0,an = cn + c_n,bn = i(cn 一 C_n),n 之 1. 当 


Y、 eina 是 fe Li 的 Fourier 级 数 (类 似 地 (x) 的 Fourier - Stieltjes 级 数 ) 时 , 有 


已 
| 一 


1 人 
Qa, 一 ;| f(z)cosnzdr, n> 0, 
n 一 个 
1 TT 
一 二/ FZ)sin7mZdZ， nz 之 1. 
n 一 下 


当 f 是 偶 函 数 时 , 所 有 如 为 0, 即 对 应 的 Fourier 级 数 为 纯 余 弦 级 数 ; 当 f 为 奇 函 数 
时 , 其 Fourier 级 数 为 纯正 弦 级 数 . 

2. w(f,h) 表示 f 的 连续 模 ， ws(f,h) 表示 f 的 L?(1 < p < oo) 连续 模 , w*(f, 有 h)， 
w*(f,h) 则 表示 用 f(z 十 有) 十 f(z 一 有) 一 2f(z) 代替 f(z +h) 一 f(z) 时 所 得 的 连续 模 . 
则 f 的 Fourier 系数 {f(n)} 满足 


3. 设 b>1,0<a<1,fo(r)= Db "esinbne 证 明 当 0 <a<1,foe Ac, 而 


fieA\Ai1. K. Weierstrass 首先 指出 当 a 小 时 , f。 是 无 处 可 微 的 . G. H. Hardy 进 
一 步 指出 , Ya < 1, fo 是 无 处 可 微 的 . 特别 地 及 是 A 中 无 处 可 微 的 函数 . 注意 Ai 
中 函数 是 几乎 处 处 可 微 的 , 且 导 数 属于 Lx. 

4. 关于 Sn 与 和 的 收敛 有 所 谓 Dini 判别 法 . 即 若 


[ < (或 | ui<oo) 


则 5S; (f,z) 一 f(z), (或 f(z) 存在 , 且 5S,(f,z) 一 f(z)). 特别 地 , fe Aua > 0, 或 只 
是 f'(z) 存在 有 限 , 都 是 S%,(f,zx) 一 f(z) 与 5,(f,x) 一 f(z) 的 充分 条 件 . 由 此 还 可 
推出 Riemann 局 部 化 原理 : 若 f(z) 在 zo 的 某 邻 域 为 0, 则 5;(f,x) 在 这 个 邻 域 上 
收敛 于 0, 且 在 这 个 邻 域内 的 闭 区 间 上 收敛 是 一 致 的 . 不 要 以 为 Fourier 部 分 和 算 子 
对 L! 空间 中 这 个 局 部 化 性质 是 不 证 日 曙 的 事实 上 , 高 维 时 这 本 质 就 没有 了， 


5. 设 D(zx) 表示 在 (0,27) 上 
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的 函数 . 证 明 D(x) 有 如 下 Fourier 展开 : 


sin nz 


n 二 1] 


类 似 地 有 如 下 Fourier 展开 : 


-log|2sin= ~ 也 十 > 一 一 
6. 设 zo 是 /的 第 一 类 间断 点 , 即 f(zo + 0) 与 f(zo _ 0) 存在 且 不 相等 , d 二 
f(zo+0) 一 f(zo 一 0) 为 其 跳 路 . 证 明 5.(j,zo)(logn)-1 一 < ( 题 5 中 的 D(z) 的 一 个 
用 途 便 是 用 来 消去 给 定 的 函数 的 某 个 第 一 类 间断 点 . 本 题 中 的 断言 可 以 用 这 个 思想 
来 处 理 . 注意 5,(D,0) 一 > 二 logn 十 O(1), 以 及 D(z) 在 z=0 有 跳跃 x. 因此 本 
题 要 证 明 的 结论 对 f = DD 成 立 . 现 设 z6 =0, 考虑 访 ( f 2,0) 充分 地 只 需 证 它 
为 oog 训 ) 本 题 的 一 个 推论 是 如 果 了 的 Fourier 级 数 器 ove 满足 os = o (1) 


那么 不 能 有 第 一 类 间断 点 . 进一步 ,如果 已 知 /是 有 界 变 差 且 1 fn) kb 可 那 
么 f 连续 : : 


7. 所 谓 Lebesgue 常数 二。 是 指 L， 二 广 [Dn(t)|adt(D ) 是 Dirichlet 核 ). 
证 明 L, = logn+ Oo 1). 共 思 f Lebesgue 常数 L,, 是 指 三 。 |D. (pat. 证 


明 ,= 二 logn + O(1), La 趋 于 oo 这 个 事实 列 含 存在 连续 函数 / 使 其 5,(f,z) 在 
任何 给 定点 zo 不 收敛 . 证 明 这 个 断言 


8. T 上 Fourier 变换 的 唯一 性 定理 有 一 个 直接 的 构造 性 证 明 . 先 设 f 实 值 连续 
使 得 f(n) = 0,vn, 要 证 f = 0. 假设 不 然 , 则 存在 T= [zo 一 5,zo+ 引 CT 使 ,flz)><e 
于 工 无 妨 设 zo = 0. 我 们 要 构造 一 个 三 角 多 项 式 序列 {P,(z)}, 使 得 P(z) > 0 于 
I,|P.(7z)| < c 于 Ie, 且 对 任意 真 包含 于 了 内 的 闭 区 间 JP,(z) 一 oo 一 致 于 J. (例如 


PP(z) = (1 十 cosz 一 cos6)"). 这 样 将 有 
对 一 般 f 考虑 F(z) = /5 f( 
9. 82.6 引进 的 周期 化 引导 到 下 述 Poisson 求 和 公式 . 设 ge L1(R), 则 二 9(Z 十 


(Z)dz| > elJ| inf P, (Z) 一 c 一 oo. 
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2kr) 对 a.e. x ET 绝对 收敛 于 一 个 函数 G(z) e ZIT), 且 
一 - G(x)e ?dr 
= 志 志 /sr g(z)e-inzdz 一 A) wn. 
其 中 最 左边 是 周期 函数 的 Fourier 系数 , 最 右边 是 非 周期 函数 的 Fourier 变换 . 假设 
车 Gtmjcre 的 部 分 和 当 z = 0 时 收敛 于 G(0) = 器 g(2kr), 且 右边 级 数 也 是 收 全 
的 . 则 有 如 下 Poisson 求 和 公式 
志 >》 9(E) = > ,9(2k7). 
其 高 维 类 似 是 : 
3 > 9(k) = > g(2kr). 
太后 用 kED™ 


它 的 一 个 充分 条 件 是 f 与 了 满足 |f(z)| 十 |f(z)| < cl(1+|z|)-*-5,6 > 0. 注意 , 仅 有 
f,f es L1(R") 是 不 够 的 . Poisson 求 和 公式 当然 不 一 定 要 在 z = 0 应 用 , 对 任意 xz, 有 


: 3 " 3 G(k)e™'® = > g(z+2k7), rz ER". 
kEZ" kEZ" 
10. 纯粹 正弦 , 余弦 的 三 角 级 数 , 如 果 其 中 的 系数 是 单调 的 , 或 更 进一步 有 好 的 
性 质 , 例如 凸 性 ( 见 题 11), 则 此 时 对 它们 可 以 有 很 精确 的 渐 近 估计 , 以 及 判别 它们 是 
全 是 朵 一 类 函数 的 Fourier 级 数 . 例如 我 们 有 下 述 渐 近 估计 


Oo 
sin nx TaQ 
>》 =T(1— a)sin 2 !+olz®!),, 0O0<a<l1, 0<z&n, 


OO 
COS NZ : TQ 
> =T(1—o) cos 2 +o(r® )， 0O0<a<l1, 0<Z7z<7n, 


no2 

n=1] 

cosnr 1 

>》 = -nr llog “—+o[zx-! log “一 0<z<” 
logn 2 

n=2 

2 sin nz 

> “=7x 1log | ) O<z<7n 
logn 

n=2 

T 一 sin nz a 一 、cOS NZ 

~ — lo 2s n 一 | ~ 0 . 
er 


这 些 特殊 的 三 角 级 数 的 例子 可 用 来 说 明 ，, 一 个 Fourier 级 数 的 共 斩 级 数 可 以 不 是 


Fourier 级 数 ， 如 2 ike 一 所 未 示 ; 一 个 有 界 变 差 沙 数 的 Fourier 级 数 的 共 轿 级 数 可 
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以 不 是 有 界 函 数 的 Fourier 级 数 如 DE 所 示 . 这 特别 说 明 共 罗 变 换 不 是 L1 到 


L! 内 , 也 不 是 L% 到 L% 内 有 界 的 . 
11. 实数 序列 {X }n>o 称 为 凸 的 , 如 果 ( 令 A 和 = X 一 Xn+1) 


An 入 = An 和 一 AnHIA= M+ Mt2 — Mt > 0 Vn. 
一 个 凸 的 且 有 界 的 实数 列 {和 。} 不 仅 使 A》 非 增 , 且 自 己 也 是 非 增 的 (证 明 此 断言 ) 
这 样 A lim Xn 存在 有 限 . 再 由 和 Ao 一 入 = > AnA\ 以 及 A 和 的 单调 性 , 知 nA 和 一 0， 
当 n -、oo 时 ， 这 样 由 Abel 部 分 求 和 法 则 得 Xo 一 和 = >(n + DA2X， 现 考虑 数 
值 级 数 0 设 5 与 cn 分 别 是 它 的 部 分 和 与 (c,1) 和 , 且 使 得 cn 收敛 于 s, 而 
5 -人 -) 其 中 {二 -| 是 一 个 凸 的 趋 于 0 的 数列 . 证 明 {二 -| 是 器 ww 的 一 个 
收敛 因子 , 即 > 这 收敛 . 事实 上 , 只 需 对 > 有 施行 两 次 Abel 部 分 求 和 法 则 , 便 得 


对 Fourier 级 数 而 言 ， Wn 二 log n,n 之 2, 是 一 个 很 重要 的 凸 序列 . 已 知 对 一 切 ferL,, 
在 它 的 所 有 Lebesgue 点 处 ， 

[Sn(f,z)| 十 1Sn(f,72)| = ollogm) (请 证 明 这 个 断言 )， 
以 及 re 人 了 ] 一 jzj, ae. 与 5(f,7) 一 f(z), a.e， 由 刚才 的 断言 知 对 任意 Fourier 
级 数 2 2 + Don COs Nz 十 bn sinnz), > (ak cos kz + bx sin kr) logk-1 与 > (ak sin kz 一 


br. bos ka) logk-i 都 是 a.e. 收敛 的 . 此 外 用 ka a > 0, 代替 log k, 结论 也 成 立 
12. Hilbert 变换 (或 同样 地 共 斩 函 数 变换 ) 定义 中 被 积 函数 的 形式 是 足够 巧妙 
地 设计 的 . 事实 上 , 如 果 考 虑 形式 上 相似 的 主 值 积分 


[0 BR t+ 


则 甚至 对 连续 函数 它们 都 是 可 以 不 存在 的 . 见 A. Zygmund y ， 
13. 证 明 on(f,z) _ f(z)=0 (2) 当 且 仅 当 产 e Ai. 特别 , 对 备 级 数 型 的 六 即 
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其 复 形式 Fourier 展开 中 负 守 系数 全 为 0 o(f,z)- f(z) =0 ( 当 且 仅 当 fe A 
(因此 时 了 = -i(f co) 


提示 : 设 f on(f) = o (让 则 特别 有 je A 0 < w < 1 故 字 存在 且 


包 


On(f, Z) f(z), oC. 现 记 
An -J -on(f) = 2», ein + 2, ene, 


; Ik|<n |k| 之 n+1 


这 说 明 5,(f)' = 0O(1), 故 
GN(f,r+h) -oNn(f,7x) = OO(h|), 对 > 一致. 


令 N oo, 便 有 上 广 c A1. 反之 , 既然 f 与 了 只 相差 常数 , 充分 地 只 需 证 fe Ai 推 
出 5%(f,z) -f(z) = 0(1). 事实 上 ， 


sinntdt 


2 
t 
2 Sin 二 
(za 


~ ~ 1 一 
no) Pe) = mr etd fe) 


-人 
0 


第 一 部 分 的 估计 是 平凡 的 . 对 第 二 部 分 要 应 用 
三 sin(n + 1)u 


————— du 
(2 sin >) 
2 


的 事实 ( 它 由 第 二 中 值 定理 以 及 /sin(n + 1)udu = 0 ( 二 】 得 到 ), 然后 分 部 积分 


nt2 


即 得 . 注意 /< Al 推 不 出 on(f,7x) -f(x)=0 (3) 差别 是 那里 的 核 是 K(x) = 


n+l1 2 sin 一 2 
2 


. n+l 2 
sin 一 一 一 性 
2 | 2 , 对 第 二 部 分 的 估计 已 经 没有 / (SS + ) du=0 G3) 


这 样 的 事实 了 . 
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14. 设 0<a<1l,feAo. 则 feA,. 
15. 共 恩 函数 算 子 ~ 在 端点 空间 L1,L%, 与 C 上 的 表现 如 下 : 
{> < sh, vierl, A>0, 


1 


(/ Fear ) <clflh, vier, 0<p<1, 
/ Har< A | log |fldz + B, VfeLlogtL, 


/ eMflgz gc 0<A< 了 vf eL™, flw < 1, 


一 开 


| exjldz <o00, vfec(T), A>o0, 


这 里 Llogt LL={f:flogt|fleLly. 
16. 线性 求 和 的 一 般 形 式 是 所 谓 和 矩阵 求 和 . 设 4 = (an x)nkzo 是 一 无 穷 矩阵 ， 
{sk} 是 一 复数 序列 . 如 果 on = 和 an ksk 存在 且 lim cs = s, 则 称 {ss} 可 4 求 和 
k>0 N00 


于 s, 记 为 4-lim ss = s 或 si -一 s. 4 求 和 称 为 正规 的 , 如 果 


lim anxk=0, NN, = 》 lank| ec, lim 》 Qnk=1. 
人 一 CC) 7 一 人 CO 
k>0 k>0 


证 明 : 正规 求 和 是 普通 收敛 的 推广 , 即 若 s 一 s, 则 st - 笃 ' s. 此 外 , 证 明 : 如 果 4 是 
正规 的 , 且 是 非 负 的 , 则 


limsk < limo,, < limnon < limesk. 


17. 设 {sn}wzo 是 任意 复数 序列 . 对 大 = 0,1,… , 令 


s(0) = Sn,， nN 过 0， sh) 一 sb 十 si 1 十 …… 十 stihl), kl1，n 宕 0. 


与 恒 为 1 的 复数 列 {s%}%o 对 应 的 se 记 为 43, 称 为 无 阶 Casaro 数 . 序列 {51,}%wo 
称 为 大 次 Cesaro 可 和 于 s, 简称 为 (c,k) 可 和 于 s, 如 果 


让 谢 A mn (二 说 … (n+ 
注意 4 = Cntk 7 


| . A 还 有 一 种 解释 是 , 它 是 (1 - x)-*-1! 的 


(1 — 7x) “1 = >》 A ， 
n=0 
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类 似 地 也 有 展开 式 
3 一 (1 一 2) Wb ” 


利用 这 两 个 展开 式 可 对 非 整 数 a > -1 定义 La 与 A 从 而 定义 (c, a) 求 和 . 证 
明 (c, a) 可 和 推出 (c,a + es) 可 和 , a > 一 1,e > 0. 证 明 如 果 级 数 we a) 可 求 和 ， 
0 


a > -1, (所 请 wea 可 和 , 是 指 其 部 分 和 序列 。 - 2wte a) 可 求 和 ), 那么 
> Abel 可 求 和 . 所 谓 愉 内 Abel 可 和 于 s 是 指 
0 


lim f(x) = = lim Pur! = 3. 
18. 设 fe Li(R"), 记 (对 zeR", 记 x' 为 xz 方向 的 单位 向 量 ) 


l / / 
fz(t) = [Si 人 jzZ 十 好)dakz ) 


1 
人 i" lel= 


i | 人 7 Oe 
73 .BR y)dy, 


BR%E(y) = c(RIy|) ?7 *Js+a(RIy|) (7 是 Bessel 函数 ) 


fz +é)do(€), 0<t<o%, 


SR ( f,7) 


其 中 a € C,Rea > -1, 


是 Bochner - Riesz 核 . a = 一 
定点 的 收敛 有 如 下 结果 . 设 

ft fe) du = olt"), t=0, 

{ a = 00) t 一 0，”n > 0 固定， 


则 lim S&P(f,z) = f(z). 而 函数 户 ( 作为 + 的 函数 在 [0, 上 有 界 变 差 ( 某 个 n>0 


固定 ) 是 上 述 第 二 个 条 件 的 充分 条 件 . 进一步 , f(t) 有 界 变 差 可 以 改进 为 调和 有 界 
变 差 . 所 谓 调和 有 界 变 差 见 第 四 章 有 关 的 五 BV 概念 . 这 些 绪 果 属于 陆 善 镇 . 见 陆 
普 镇 , 王 昆 扬 [LW]. 
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19. 设 F(z) 是 T 上 有 界 变 差 函 数 , 4F ~ 》 cnein. 证 明 
1 SN okeitro _ (F(z 十 0) _ F(zx 0)) 
n 一 nt 0 0 。 


只 需 减 去 题 5 中 函数 D(z) 的 适当 倍数 便 可 将 问题 化 为 正在 zo 连续 的 情形 . 不 妨 
设 zo = 0. 此 时 问题 化 为 证 明 


>》 ck 一 = / D, (t)dF(t) = o(n). 
讽 F 如 上 , 已 是 其 至 多 可 列 个 间断 点 的 集合 , {dx} 是 对 应 的 跳跃 的 集合 . 则 当 x g 
{zk 一 ZX; : Zh;Tj E 忆 } 时 , 积分 


F*(7x) = > 人 F(x +t)dF(t) 


是 按 Riemann - Stieltjes 积分 确切 地 有 定义 的 ， 日 F*(z) 除 这 个 至 多 可 列 点 集 外 是 有 
界 变 差 的 . 故 在 这 个 集 上 可 自然 地 补充 定义 . 我 们 对 (zx) 在 这 个 集合 上 的 取 值 是 不 


关心 的 . 我 们 只 需要 知道 F*(zx) 在 x = 0 的 跳跃 值 为 F*(+0) 一 FF*(-0) = > |dx|”, 
同时 dF* 的 Fourier - Stieltjes 展开 式 为 ( 见 A. Zygmund[Zy]) 


dF* ~ 》 |enl?e™®. 
应 用 刚才 得 到 的 事实 于 这 个 F* 即 得 
lim 工 S “一 Sa | 
7 一 oo 2Nn, 一 27 oo 由 


这 特别 说 明 有 界 变 差 函数 连续 当 且 仅 当 二 只 los 一 0 
20. 设 》 cueinz 为 任意 一 个 三 角 级 数 , 如 果 它 是 某 个 fe LP(1 < p < oo) 或 
f EC 的 Fourier 级 数 , 或 菜 个 有 界 变 差 函 数 玉 的 Fourier - Stieltjes 级 数 , 则 分 别 记 


>》 cnemz EL?,eC,es. 


证 明 , 》 cueins ec C, 当 且 仅 当 ou 一 致 收敛 ; cwein* e 5%, 当日 仅 当 0 一致 有 界 : 


OO | OV . 
>, cne”"”*€ 5 (或 54), 当 且 仪 当 |lowlli < 6,( 或 on > 0); 》 cneinz E TIp,1<D< oo， 
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当 且 仅 当 owe < 过 cneinz E 也, 当 且 仅 当 (x) = 太 on(t)dt 一 致 绝对 连续 (或 


21. 设 4,B 表示 三 角 级 数 的 两 个 类 (例如 题 20 中 定义 的 一 些 类 ), {XA} 是 任意 
一 个 复数 序列 . 说 {人 An} 是 型 (4, B) 的 乘 子 , 如 果 


OO OO 
> Ancne” ™ €B, v》 ce € 4. 
一 CO 一 Co 


证 明 {和 A} 是 型 (L%, LX), (ZL1, D),(C,C) 以 及 (5, S) 型 的 乘 子 , 当 且 仅 当 > Meins 
= 

22. 除了 De La Vallée - Poussin 核 以 外 , 下 述 Jackson 核 也 能 实现 三 角 逼 近 的 
最 佳明 近 阶 . 对 NE D4, 定义 


4 
| sin 2 不 
Jn(t) 一 人 一 / Jn(t)dt 二 1. 


Sin 一 
2 


则 已 ( 是 偶 的 非 负 2n - 2 次 三 角 多 项 式 . 这 个 断言 可 由 如 下 两 个 初等 三 角 等 式 证 
得 : 
lost. Feosnt = +t Dt 
< 2 sin — 
2 


注意 


完全 类 似 地 , 对 大 = 0,1,2, 有 


foo 


hs 

n3 sin 

~ 
no)= |/ f(z -T(t)dt 


|f— Jn(f | < Cw™ (f ; ) Vn. 


定义 Jackson 算 子 


我 们 断言 
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其 中 w*(f,h) = sup f(z +6) 十 f(z 一 6) 一 2f(z)|w. 事实 上 , 这 因 


A ACA 
<| (HT 
< / nt + 1)*w* ( f, ) Jn(t)dt 
pi wn 


这 里 用 到 (修改 的 ) 连续 模 的 性 质 : ww*(f,A6) < (入 十 1)2w*(f,6), 入 为 正 实数 . 
23. 天 于 远近 的 饱和 类 . 考虑 C(T) 中 函数 用 线性 算 子 序列 {1,} 的 最 佳 逼 近 . 设 
{en} 是 一 趋 于 0 的 正 数 序列 . 假设 存在 非常 数 函数 fe C 使 |f 一 (ff) = Ole 


同时 lim | =0 只 对 常数 函数 成 立 , 则 称 线性 算 子 序列 {1,} 对 空间 C 是 饮 
和 的 , 称 {e,} 是 {1,} 的 最 佳 逼 近 阶 , 并 称 使 得 | /1 (站 |。 = O(e,) 的 所 有 函数 组 
间 C 是 饱和 的 {二 | 是 其 最 佳 逼 近 阶 (我 们 已 在 82.3 指出 1 -Pu =o ( 
赣 含 了 / 是 常数 函数 . 因此 只 需 说 明 存在 / 关 c 使 得 17 -on = O (二) 斌 求 
出 对 应 的 饱和 类 (在 本 节 习 题 中 找 出 答案 .) 

24. 天 于 宽度 . 设 B 是 Banach 空间 , 4 与 4; 是 B 的 两 个 子 集 . 则 4 离 4; 的 
偏差 定义 为 
Eai(A)= sup inf ||f — gll. 

fEAg9EAI 


特别 地 考虑 4; 是 B 中 由 有 限 个 元 素 张 成 的 n 维 线性 子 空间 B。 则 Ep_(4) 为 用 
B, 逼近 4 的 逼近 阶 . 令 B,, 跑 遍 B 的 所 有 nn 维 子 空间 及 其 所 有 平移 , 取 下 确 界 , 即 


dn(A) 一 int Esp, (f), 


它 称 为 4 在 B 中 的 第 n 宽度 . 使 d,(4) 达到 的 某 个 B。( 它 是 n 维 子 空间 或 者 它 
的 适当 平移 ) 便 称 为 对 应 的 极 子 空间 . 证 明 有 关 d,,(4) 的 如 下 简单 性 质 : d,(4) 随 4 
增 大 而 增 大 , 随 n 增 大 而 减 小 , 此 外 当 4 紧 时 , d, (4) 一 0. 

25. 证 明 Z 上 正定 序列 的 刻画 定理 (G. Herglotz): {an}>、 是 正定 序列 , 当 且 仅 
当 存 在 jE M+(T) 使 h(n) = an, vn. 

26. 设 {所 } C ACT), 由 ria) < 4 且 所 一 一致 成立 证 明 je A(T), 且 
am < 1. 但 一 般 推 不 出 |f 一 facr) 一 0. 若 此 外 还 有 fnl|aer) 一 上 fa 则 
[fn — fllacr) 一 0 
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27. Fourier 分 析 中 ， R 上 某 些 事实 可 以 由 了 上 对 应 的 事实 来 得 到 ， 下 面 是 这 样 
的 一 个 例子 . 设 我 们 要 证 明 关 于 Hilbert 变换 f 一 Hf 关于 !? 有 界 性 的 M. Riesz 定 
理 , 假设 T 上 的 对 应 事实 是 知道 的 . 设 fe L?(R), 定义 


mo) = | f(t) dh z| < nx. 


则 gq,(nz) 是 f(nz) 的 共 斩 函 数 , {xz} < rx， 考虑 及 (x) 与 on(z) 的 误差 56,(7x) = 


l f(t) 
十 二 t= on + o(1). 
he, ， 0 


Ti TT—t 


对 任意 取 定 的 x, 只 要 n 充分 大 , 便 有 


2n 2 一 世 
-一 一 一 cot <c, Vi E (—n7n,nn), 
Tt—t 2n 


其 中 c 依赖 于 > 因此 a = o(1) (不 必 对 x 一 致 ) 由 T 上 的 结果 我 们 有 


(oar) of voore) 
(fae) eo( fom) «of ier) 


先 将 左边 积分 限 换 为 no < n, 令 n 一 oo, 绸 令 no 一 co, 便 得 


(f- pa < cp (三 spPar) 


日 不 增 大 TT 时 的 范 数 c,. 这 个 思想 在 其 他 一 些 类 似 的 问题 上 有 用 . 
28. 证 明 feiz<jecRn 族 中 任意 有 限 个 函数 的 正 系数 线性 组 合 是 正定 函数 . 
29. 设  e L1(R") 且 是 正定 函数 , 则 f > 0, 且 fe Li(R"), 从 而 点 态 意义 下 的 


逆转 公 3 
/= (去 ) 人 Per 
成 立 


30. 设 是 R* 中 有 界 闭 集 , G 是 R" 中 开 集 , 且 玉 CG. 证 明 存 在 fe LN 区 
使 fe Coo(R") 且 
XF < {< XG. 


31. 设 Fe 7Z2(R"), 说 f 平移 生成 [2, 如 果 f 的 平移 的 有 限 线性 组 合 可 以 通 近 
72 中 的 任意 元 素 . 证 明 f 平移 生成 L2, 等 价 于 {e*<**f(é)}zer" 线性 张 成 L?, 这 是 
Plancherel 定理 的 结果 . 而 fei je)}acRn 不 能 张 成 L2, 等 价 于 存在 非 零 og e L2, 使 


人 gtesede =0, Yr eR". 


由 Fourier 变换 的 唯一 性 , 这 等 价 于 fe)g(E) = 0, a.e., 即 fe) 在 某 个 正 测度 集合 上 
a.e. 为 0. 因此 得 到 断言 : fe L2(R") 平移 生成 L?, 当 且 仅 当 f(€) #0, ae 

32. 考虑 f e L1(R") 是 否 平移 生成 L1 的 问题 . 此 时 结论 是 类 似 的 , 即 f 平移 生 
成 L1, 当 且 仅 当 fl(&) 0 处 处 . 但 问题 要 深刻 得 多 . 它 与 很 多 问题 有 联系 , 例如 它 
是 刻画 代数 的 理想 的 所 谓 谱 综 合 这 类 问题 的 一 部 分 . 此 外 , 它 也 与 古典 的 Tauber 定 
理 密切 相关 . 我 们 下 面 通过 Wiener 的 一 般 Tauber 定理 的 介绍 来 揭示 这 些 联系 . 

33. 我 们 已 指出 过 Li(R") 是 一 个 交换 Banach 代数 . 设 工 是 L! 的 一 个 子 代 
数 , 它 称 为 一 个 理想 , 如 果 f xg e 1,vf,g, 只 要 其 中 至 少 一 个 属于 I. 证 明 Li 的 
闭 理 想 确切 地 是 那些 平移 不 变 的 闭 子 空间 ， 所 谓 子 空间 B 称 为 平移 不 变 的 , 如 果 
fe B,x ER", 则 .fe B. 这 样 , 对 Li 的 闭 理 想 的 研究 便 化 为 L! 的 闭 平移 不 变 子 
空间 的 研究 . 

34. 所 谓 Tauber 定理 是 指 这 样 一 类 定理 , 它 断 言 由 级 数 Du 的 某 个 线性 可 求 


和 性 , 加 上 某 些 Tauber 条 件 , 便 可 推出 > un 的 其 他 许多 正规 线性 可 求 和 性 , 甚至 


3 自己 的 收敛 性 . N. Wiener 把 间 题 化 为 如 下 问题 : 假设 pe L%(R"), fe L1(R")， 
使 得 


全 一 CD 


问题 是 在 什么 样 的 条 件 下 , 可 以 推出 vg e L', 也 有 


] _ — 
im | fle-Yy y)dy = a | far 


lim | g(r- YPYdy=a | g(T)dzr. 
R™ R™ 
之 所 以 说 这 是 一 种 类 型 的 Tauber 定理 , 是 因为 ,f(z -yyp(y)dy 本 质 上 是 yp 的 一 
种 平均 , 特别 当 大 。j(z)dz = 1 时 可 以 看 得 更 清楚 . Wiener 的 一 般 的 Tauber 定理 说 
只 要 f(E) 守 0 处 处 , 便 能 由 yo 的 f 平均 的 收敛 (是 一 种 求 和 ) 推出 任意 另外 的 9 平 
均 的 收 全 而 且 只 要 在 pg 上 加 上 一 些 轻微 条 件 , 还 能 推出 yp 自己 的 收 伍 , Wiener 的 
一 般 的 Tauber 定理 与 L! 的 闭 平移 不 变 子 空间 的 研究 的 关系 来 自如 下 事实 : 如 采 9 
属于 由 f 平移 生成 的 闭 子 空间 内 , 则 由 


lim f(z—Yy) oy ef f(y)dy, 
R" 


化 一 CO 
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立刻 推出 上 式 对 用 9 代替 f 也 成 立 . 这 样 , 问题 便 化 为 六 生成 的 平移 不 变 子 空间 是 
否 束 是 L! 的 问题 了 . 

35. 对 LY(R") 的 闭 理想 工 的 研究 , 一 个 有 趣 的 问题 是 所 谓 谱 综合 . 设 了 是 L1(R") 
的 一 个 闭 理想 , 记 


2(1) = {€ ER":f(é)=0,vf e1}= (| 2(7), 
fel 
其 中 2Z(f) = {& : f(€) = 0}. 它 是 Rn 的 一 个 闭 子 集 . 反 过 来 , 设 是 Rn” 的 任 一 闭 
子 集 , 定义 
I(E)= {fe Li(R"):f(é)=0, 对 é€eE}, 
则 7( 五 ) 是 L1(R7) 的 一 个 闭 理想 . 证 明 断 言 
五 = Z(I(E))， YVR” 的 闭 子 集 瓦 . 


注意 , 有 些 闭 集 不 是 唯一 一 个 闭 理想 的 Fourier 变换 的 零点 集 . 假设 某 个 闭 集 媚 是 
上 唯 一 一 个 闭 理想 的 Fourier 变换 的 零点 集 , 则 这 样 的 闭 理想 便 由 它 的 Fourier 变换 的 
雪 反 集 唯 一 次 定 . 按 习 惯 称呼 , 闭 理想 7 的 2(7) 称 为 7 的 谱 点 集 , I 被 Z(7) 决定 
意味 者 7 被 它 的 谱 点 集 综合 出 来 . 那些 是 唯一 闭 理想 的 零点 集 的 闭 集 便 称 为 谱 综合 
集 . 谱 综 合 问题 的 任务 便 是 对 R" 的 所 有 闭 子 集 进行 是 否 是 谱 综 合集 的 分 类 . 对 其 
他 的 代数 可 以 类 似 地 进行 谱 综合 的 研究 . 

36. Wiener 的 一 般 Tauber 定理 用 谱 综合 的 语言 来 叙述 就 是 ,“ 空 集 是 谱 综合 集 ， 
即 它 是 L1 这 个 唯一 闭 理想 的 零点 集 ”. 现在 来 给 出 这 个 定理 的 证 明 思想 . 直观 的 想 
法 是 : 希望 任何 的 9 e L! 可 以 表 成 h* f, 这 样 由 f * op 一 a 大。 jz)dz 便 推出 
g* wp 一 a fh 9(7)drz. 如 何 解 方程 g = hx 了 呢 ? 用 Fourier 变换 看 , 待 求 的 解 满足 
h = f-19. 可 见 , 如 果 广 ! 也 是 某 个 L1 中 函数 的 Fourier 变换 , 即 f-!1 e A(R"), (由 
此 看 出 这 个 问题 与 关于 A(T) 的 Lévy -~ Wiener 定理 密切 相关 ) 则 h 很 容易 求 出 来 . 
有 关 问 题 参见 Rudin 的 书 [Ru3|]. 


37. 古典 的 Tauber 定理 是 由 级 数 Du 的 某 种 可 求 和 性 推出 级 数 自己 的 收敛 
Pitt 指出 只 需 在 Wiener 的 一 般 Tauber 定理 中 对 O(Z) 加 一 点 附加 条 件 , 则 可 推出 
古典 的 Tauber 定理 . 说 p(x) 在 无 穷 远 处 是 缓慢 振动 的 , 如 果 对 任意 < > 0 存在 N 
与 6 使 当 z,y 满足 |zx|,|y| > N,|z 一 y| <6 时, |p(z) 一 gp(W)|<e. 则 

| fe -yplW)dy 0 | f(a)dr,f e ,Fle) #0, 处 处 ,pe Te， 
Rn R" 


可 推出 p(y) 一 a 当 y 一 oo 时 . 这 只 需 取 9 = 二 Xl_ssl 则 由 


上 人 g(r -YP(Y dy 一 of gz)dr a 
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便 得 
0 
po) —g* wlo)= | 夯 | (Pe)dy < 
Vz,|r| 之 N+, 
p(x) —al < |p(z) —g9* (7z)|+|lg* yp(z) —al < 2 |z| 充分 大 . 
这 完成 了 证 明 . 


38. 为 了 将 Wiener 的 Tauber 定理 应 用 于 处 理 级 数 收敛 问题 , 常 党 需要 将 卷 积 
形式 的 一 般 Tauber 定理 改变 为 如 下 形式 . 考虑 及 情形 . 设 PE L%(Ri),Ko € 


L! C5 人 且 满 足 
以 及 


证 明 上 式 中 KK 可 以 换 为 任何 天 E 工 C3 全 此 外 ，ett) 称 为 在 无 穷 远 处 组 


慢 振动 的 , 如 果 ve > 0, 存在 N 与 5, 使 得 当 zy > NS <1+5 有 


2(z) 一 p(y)| < s. 由 此 还 可 证 明 , 当 yp e Zes。 且 无 穷 远 处 缓慢 振动 时 , 由 


[oS) vWF 0 可 推出 me =0. 
0 


注意 , 通常 Ko 一 ”Ko(t) Dt- - 称 为 Mellin 变换 . 它 是 Fourier 变换 在 半 直 线 


的 推广 . 
39. 试用 上 题 中 给 出 的 Tauber 定理 证 明 古 典 情形 的 Littlewood 定理 : 即 独 


lim f (7) 一 lim > ur = 0,uk=0 (让 则 lim nh wk = 0. 

提示 : 记 5, 为 Du 比较 9， 与 1 (1-2) 知 {5,} 是 有 界 序列 . 令 p(s) = 
Sxinni1(s). 则 p(s) 是 及 上 有 界 函 数 , 且 是 上 题 中 意义 下 在 无 穷 远 处 绥 慢 振 
0 
动 的 . 条 件 limf(r) = 0 变 为 


人 te-# ot) 一 | f (ee 一 0， 72Z 一 oo， 
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令 Ko(u) = -et 则 上 式 变 为 


/ Ko (=) pW 0 TX 一 00. 
而 Ko 满足 条 件 
/ Kol(u ju =I(l1+iz)A0, vreR. 


40. 设 Fe L1(R") 使 Fe) 至 少 有 一 个 零点 . 无 妨 设 上 = 0 是 其 零点 . 证 明 存 在 
2 EL%(R"), 使 f*w = 0. 这 样 对 任意 a, 条 件 


Jim f*w(7r)=0= as taf(0) = of f(r)dz 
成 也. 显然 不 可 能 有 i， g(T 一 Vp(Y)dy 一 a 所, 9(7)dx,Va,g. 这 说 明 对 Wiener 的 一 
般 Tauber 定理 ， f(é) 关 0 处 处 , 是 必要 的 . 
41. 证 明 如 下 形式 的 Tauber 定理 . 设 3 是 Abel 可 和 于 s, 且 w==0o (i 
0 
则 


Du- 四 一 0 其 中 N- Per ;AO) = Dur 


类 似 地 , 若 叶 we 1 D) 可 和 于 s 且 w=o (> ) 则 器 wh 也 收敛 于 。 上 述 两 命题 中 
条 件 。 (5 改 o (3 ) 结论 亦 然 . 前 者 属于 J. EE. Littlewood, 后 者 属于 G. H. Hardy 


两 者 的 证 明 要 比 。( ) 情形 深刻 . 


42. 除 广义 函数 .7' 外 , 另 一 类 常用 的 广义 函数 是 乡 . 这 里 BZ 是 我 们 在 81.6 引 
进 的 线性 空间 {f e C%(R") : f 有 紧 支 集 }), 但 那里 我 们 未 曾 赋 给 它 拓扑 结构 . 对 每 
个 NeZ， 定义 范 数 
lol = > llD*vllw, ve 2. 


lalgN 
应 用 这 可 列 个 范 数 族 当然 可 以 使 9 成 为 一 个 可 距离 化 的 局 部 凸 向 量 空间 , 如 同 我 们 
对 .> 所 作 的 那样 . 但 不 幸 的 是 , 9 的 这 个 拓扑 却 不 能 使 9 是 完备 的 距离 空间 , 因 
9 中 函数 列 在 此 拓扑 下 的 极限 不 必 再 是 紧 支 集 的 . 因此 这 个 拓扑 不 能 用 . 但 我 们 却 
可 利用 人 i. lw}vez。 定义 9 的 对 偶 空 间 2 


定义 9 上 的 一 个 线性 泛 函 f 称 为 一 个 广义 函数 (或 分 布 ), 如 果 对 每 个 紧 集 K， 
存在 常数 c 与 WeZ， 使 得 


lp,f)| < cllylln,vop € 2Z(K)= {f € :suppf.C K}. 
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如 果 N 可 以 选 得 不 依赖 于 K, 则 最 小 的 N 称 为 f 的 阶 . 
43. 设 dh 是 R* 上 正规 Borel 测度 (不 必 有 界 , 特别 地 可 以 是 fdz, f € Ll.(R")) 
定义 
(Pp, dn) = / Pau(z), VP ED. 
Rn 


则 au 是 零 阶 广义 函数 . 可 证 所 有 零 阶 广义 函数 都 由 这 种 方式 产生 . 

广义 函数 f 称 为 正 的 , 如 果 (yp, f) > 0,Vp € 92,w > 0. 证 明正 的 广义 函数 都 是 
零 阶 广义 函数 , 从 而 是 正 的 正规 Borel 测度 . 

提示 : 正 性 推出 单调 性 ， 任 给 紧 集 K, 设 € 91,ylk = 1, 则 vp € 2(K)， 
一 else < py < lollooy, Np, P| < (消亡 ol 

44. 现在 2 与 9' 中 赋 以 拓扑 , 使 之 成 为 局 部 紧 拓 扑 问 量 空间 . 2 中 拓扑 是 使 所 
有 js 9' 连续 的 最 弱 拓 扑 ; 9' 中 拓扑 是 使 所 有 w e 9 连续 的 最 弱 拓 扑 . 

多 中 拓扑 不 是 可 距离 化 的 , 但 却 使 是 完备 的 , 且 连 续 地 舱 入 到 . 且 笛 密 . 9 
中 拓扑 的 更 具体 描述 如 下 . 

{px} 一 0 在 多 中, 当 且 仪 当 , (a) 存在 紧 集 K, 使 suppypx C K,vk; (b) YNV 
lpxlN 一 0. 

提示 : 反 证 法 . 假设 不 然 , 分 别 构造 零 阶 广义 函数 f, 使 |(p4,f)| >6 > 0,vk, 从 
而 与 {pir}—0 矛盾 . 

45. 最 后 定义 广义 函数 文集 的 概念 . 对 连续 函数 po,suppp C {fz:olz) 夭 0}-. 六 
9' 的 文集 定义 如 下 . 设 fe 9', 则 


suppf = {z: 对 x 的 每 个 邻 域 0， 存在 pe B(U), 使 (y, f) 0}， 
等 价 地 ， 
(suppf)* =-{z : 存在 z 的 邻 域 0, 使 (y,f) = 0,vyp € 2(U)}. 


易 知 suppf 是 财 的 ( 因 (suppf)* 是 开 的 ) 且 当 f 就 是 连续 函数 时 , 支 集 的 两 种 
概念 是 一 致 的 . 

9 中 各 种 运算 类 似 于 .> 中 一 样 定义 . 

所 有 这 些 以 及 其 他 进一步 有 关 事 实 见 W. F. Donoghuelpo|. 


注 i 


本 章 的 内 容 主 要 参考 以 下 专著 ， Zygmundl2y， SteinlSt24， Stein 一 WeisslsSwW2 与 
KztznelsonL. 例如 82.1 2.2, 2.3,2.7 均 取 自 [Zy]. 关于 高 维 三 角 荧 近 , 程 民 德 , 陈 永和 [CC1 一 2] 
于 五 十 年 代 首 先 取 得 重要 进展 , 他 们 获得 了 临界 指标 以 上 的 Bochner -- Riesz 平均 的 逼近 的 理想 
的 阶 , 从 而 促进 了 高 维 三 角 副 近 的 发 展 . 82.4 中 的 Paley - Wiener 理论 (定义 4.2 至 定理 4.8)， 
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主要 取材 于 [SW2]. 82.5 关于 R* 上 正定 函数 的 处 理 ( 引 理 6.6, 定理 6.7) 取材 于 [K]. 82.8 关于 
.9 与 9' 的 讨论 取材 于 [SW2|. 


在 研究 高 维 R* 上 的 分 析 问 题 时 , 复方 法 往往 有 很 大 的 局 限 性 , 需要 建立 与 发 展 
实 方法 . 20 世纪 50 年 代 以 来 , 以 Calder6n 一 Zygmund 分 解 为 里 程 原 ， 开始 逐渐 形成 
了 一 套 强 有 力 的 实 方法 . 它们 不 仅 成 了 近代 实 分 析 的 核心 , 而 且 在 其 他 许多 领域 也 
起 了 很 大 的 作用 . 本 章 叙 述 这 套 实 方法 中 最 基本 最 常用 的 那 一 些 . 可 以 说 , 本 书 以 后 
各 章 所 用 的 方法 以 及 许多 更 近代 的 实 方法 , 都 是 在 此 基础 上 发 展 起 来 的 . 这 些 常 用 的 
实 方法 , 大 致 包括 两 个 方面 . 一 方面 是 关于 R” 上 可 测 集 的 几何 与 测度 方面 的 分 析 ， 
如 对 分 布 函数 的 分 解 与 估计 ， 敌 兰 引 理 ,以 及 方 体 (或 R”) 的 Calderon 一 Zygmund 
分 解 等 . 这 是 本 章 83.2 与 83.3 的 内 容 . 另 一 方面 是 应 用 上 面 的 结果 , 研究 一 些 最 基 
本 最 常用 的 算 子 , 包括 Hardy - Littlewood 极 大 算 子 , Fefferman 一 Stein 的 # 函数 算 
子 , 经 典 奇 异 积 分 算 子 (以 Riesz 变换 为 代表 ), Littlewood 一 Paley 的 9 函数 算 子 等 . 
这 些 算 子 在 实 分 析 中 之 所 以 是 基本 的 , 是 因为 对 许多 空间 的 刻画 与 对 许多 其 他 算 子 
的 佑 计 , 都 是 通过 它们 或 它们 的 变形 实现 的 . 对 这 些 算 子 的 研究 , 构成 了 本 章 83.4 至 
83.7 的 主要 内 容 . 83.7 讲述 的 在 偏 微分 方程 中 有 重要 作用 的 Mihlin --.H6rmander 乘 
子 定 理 , 可 以 看 作 这 种 常用 实 方法 的 第 一 个 应 用 . 另外 , 为 了 完备 起 见 , 我 们 把 最 常 
用 的 泛 函 分 析 中 的 几 个 最 基本 的 定理 , 在 83.1 中 作 了 简 述 , 作为 整个 实 方法 的 预备 
知识 . 


83.1 泛 函 分 析 中 的 几 个 基本 定理 


实 变 理论 中 经 常 应 用 来 自 泛 函 分 析 的 一 些 基本 事实 , 特别 是 其 中 最 为 基本 的 所 
谓 三 定理 ， 即 一 致 有 界定 理 , 开 映 射 定理 以 及 Hahn 一 Banach 扩张 定理 . 除 此 之 外 还 
有 一 个 更 为 基本 的 Baire 纲 定理 , 它 不 仅 有 独立 意义 , 还 在 一 致 有 界定 理 与 开 映 射 定 
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理 的 建立 中 起 关键 作用 . 本 节 便 致力 于 这 些 基本 定理 的 介绍 . 本 市 的 对 和 象 是 Banach 
空间 , 赋 范 空间 或 更 一 般 的 距离 空间 . 
首先 介绍 Baire 网 定理 . 


定义 (1.1) 拓扑 空间 X 中 集合 4 称 为 稠 的 , 如 果 4 = X, 这 里 - 表示 闭 包 运 
算 ; 称 为 无 处 稠 的 (或 稀疏 的 ) 是 指 X 的 补 集 在 X 中 称 (或 等 价 地 , 任 一 开 集中 均 仿 
一 个 子 开 集 与 4 的 交 是 空 的 ); 称 为 第 一 纲 的 , 是 指 4 可 表示 为 可 列 个 稀疏 集 的 并 ; 
称 为 第 二 纲 的 , 是 指 它 不 是 第 一 纲 的 . 

下 面 是 最 常见 的 Baire 网 定理 . 

定理 (1.2) 完备 距离 空间 是 第 二 纲 的 . 

证 明 设 X 是 完备 距离 空间 . 假设 它 是 第 一 纲 的 , 即 X = U4 其 中 每 个 4， 
都 是 稀疏 的 . 则 存在 半径 为 m < 1 的 球 51, 使 得 5S1 门 41 = &. 又 因 4s 是 稀疏 的 ， 
故 在 51 内 存在 半径 pz < 5 的 球 52, 使得 52 门 42 = 2. 一 般 在 S41 内 存在 半径 
pa < ~ 的 球 5,, 使 得 54 门 An = 2. 设 Sn 的 球 心 为 zw 则 {zn 是 Cauchy 列 . 由 
完备 性 知 lim za = zo,zo e 门 5 但 zo #4n. 这 与 X= 届 An 矛盾. 定理 证 毕 

现在 建立 一 致 有 界定 理 ， 所 谓 一 致 有 界定 理 是 指 下 面 的 定理 , 也 称 Banach - 
Steinhaus 定理 . 

定理 (1.3) (Banach--Steinhaus) 设 B 是 Banach 空间 , NN 是 赋 范 线性 空间 ， 


{TL} 是 B 到 NN 内 的 有 界线 性 算 子 的 集合 , 满足 


sup | Ti(z)||<%, vreB. (1) 


则 { 荆 } 是 B 到 NN 内 的 一 致 有 界 的 算 子 族 . 
证 明 对 每 个 ne Z,, 记 


F,={r:7r eB,| T(r)|<n,vi}. 


则 每 个 包 , 是 B 的 闭 子 集 , 且 由 (1) 知 B = UU,. 根据 定理 (1.2), 至 少 有 一 个 厂 
1 

不 是 稀疏 集 , 设 为 忆 ,, 这 是 因为 B 不 是 第 一 纲 的 . 既然 成 。 是 闭 的 , 则 万 ， 必 传 

内 点 zo， 否 则 与 闭 严 ， 不 是 稀 朴 集 矛 盾 ， 这样 可 设 以 zo 为 心 , 以 ro 为 半径 的 球 

So 一 S(xo, To) C F'n.. 故 | Ti;(x) IE< no, VX 和 90. 我 们 简 记 这 事实 为 |7i(So)|| < 720. 
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记 以 原点 为 心 的 单位 球 为 5 则 5 = ?0 一 0 因此 


To 
2720 


nN < (TsO + ICeoD) < 2 


故 


2720 
I = sup TO < 2 
XEs 70 


这 就 证 明了 定理 . 
一 致 有 界定 理 的 应 用 很 多 . 本 书 中 将 多 次 遇 到 . 我 们 在 第 一 章 中 就 已 经 遇 到 了 . 
下 述 推 论 常 被 用 于 判别 赋 范 线性 空间 的 子 集 的 有 界 性 . 


推论 (1.4) 设 4 是 赋 范 线性 空间 N 内 的 一 个 非 空 子 集 . 则 4 是 有 界 的 , 当 且 
仅 当 f(4) 是 C 内 的 有 界 集 , Vf e N*, 其 中 N* 是 N 的 对 偶 空 间 ， 


证 明 条 件 的 必要 性 是 显然 的 , 这 因 
FD) < lhl), vee h, veNe 
现 证 条 件 的 充分 性 . 将 N 保 范 地 髓 入 到 N* 内 ( 即 N* 的 对 偶 空 间 ). 将 4 看 成 
Banach 空间 N* 上 的 有 界线 性 泛 函 的 集合 , 对 每 个 je N*, 有 
sup |z(P)| = sup Ifo)| < oo， 


这 样 由 一 致 有 界定 理 知 zllw = jizjln:* < C,vz e 4. 证 毕 . 

下 面 讨论 开 上 映射 定 理 . 我 们 把 开 映 射 定理 证 明 中 的 主要 部 分 收 在 下 述 引 理 中 . 

引 理 (1.5) ' 设 TT 是 贞 Banach 空间 B 到 Banach 空间 B' 上 的 连续 线性 算 子 . 
则 每 个 以 B 中 原点 为 心 的 球 的 象 包含 B' 中 某 个 以 原 乓 为 心 的 球 . 

证 明 设 5;,S/ 分 别 是 B,B' 中 以 原 扩 为 心 , 半径 为 > 的 球 ， 既然 T(5.) = 
T(rS1) ==7?T(51), 故 充分 地 只 需 证 明 T(S1) 包含 某 个 3/. 我 们 先 证 T(51) 包含 某 个 
S'. 由 于 了 是 映 上 的 , 知 


B’=\()7T(5,)= ()T(5,). 


注意 到 B' 是 第 二 纲 的 , 因此 存在 某 个 闭 集 工 (5%), 设 为 T(5%,), 包含 某 个 内 点 yo. 既 
然 以 此 点 为 心 的 任意 球 , 特别 那个 完全 包含 在 T(5;,) 内 部 的 球 , 都 含 了 (Sn。) 的 反 ， 
那么 以 此 点 为 心 , 一 个 半径 小 一 点 的 球 将 完全 包含 在 T(Sn。) 内 . 注意 这 个 球 的 球 心 
已 在 T(S.) 了 , 不妨 设 yo 就 是 这 样 的 点 . 现在 的 情况 是 yo ET(5n), 且 T(Sn,) 一 yo 


T(Sno) 一 V0 二 T'(Sn,o) 一 yo 人 了 (92n)， 


所 以 原 扣 是 T(S2n) 的 内 点 . 但 T(52%,) = 2noT(51). 这 证 明了 T(51) 亦 以 B' 中 原 
点 为 内 点 . 故 存在 =>0 使 S CT(5S1). 

现在 我 们 要 证 3 Cc T(Ss), 由 此 便 可 推出 我 们 要 证 的 $4 Cc T(51). 设 ye 34. 
则 存在 z € 51 使 T(x) 与 y 任意 靠近 , 设 t1 € 51 使 yj = T(t1) 满足 |y 一 | < > 
由 于 SL CT(S1) 等 价 于 5 志 )， 故 对 此 y 一 ye Ss, 可 以 找到 to。€ 53, 使 得 


T(S3) 
如 二 T(t2) 满足 |y 一 一 wl| < 加 一 般 地 ,可 以 找到 tn < S54，, 使 得 on 一 了 (bn 
满足 
[| 训 ， yn>1l. 
这 样 z。 = 五 十 … 十 刀 满足 fu} 是 Cauchy 列 , 并 且 zal < 王 Itsl| < 2 以 及 
、， 1 
ly- 一 TGS 吉 一 0. 因此 z= lim zn 便 满足 
4 二 Jim T(zn) = T( lim Tn) = T(z), lz <2<3. 
这 证 明了 S' CT(5Ss). 引 理 证 毕 . 
现在 我 们 可 以 容易 地 推出 下 面 的 开 映 射 定理 . 
定理 (1.6) 设 T 是 映 Banach 空间 B 到 Banach 空间 B' 上 的 连续 线性 算 子 ， 
则 全 是 开 映 射 . 


证 明 设 G 是 B 中 开 集 , 要 证 T(G) 是 B' 中 开 集 . 设 ye T(G),z e G 使 得 
y = 了 T(z). 既然 G 是 开 的 , 存在 以 > 为 心 , r 为 半径 的 球 z + Sr (Sr 为 以 原点 为 心 ， 
r 为 半径 的 球 ) 完全 包含 在 G 中 . 引 理 (1.5) 告诉 我 们 T(S.) 包含 某 个 球 9/. 这 样 
y 十 5S‘ 便 是 以 y 为 心 的 球 , 并 且 完 全 包含 在 T(G) 内 , 这 因为 

y +o CYy+T(S5) = T(z) +T(5,) = T(r + 5;) CT(G). 

这 是 证 明了 定理 。 

逆 算 子 定理 与 闭 图 象 定理 都 是 开 映 射 定理 的 直接 推论 . 

定理 (1.7) Banach 空间 B 到 B' 上 的 一 一 连续 线性 映射 了 必 为 同 胚 . 

证 明 道上 映射 的 连续 性 即 原 上 映射 的 开 性 .事实 上 , 连续 性 的 等 价 定义 之 一 是 开 
集 的 原 象 是 开 集 . 这样, T-! 的 连续 性 就 是 说 , Y 开 集 G c B,G 在 T-1 下 的 原 象 ， 
即 T(G), 是 B' 中 开 集 , 这 等 于 说 工 是 开 映 射 . 而 工 的 开 性 是 定理 (1.6) 的 结果 . 定 

推论 (1.8) 设 线性 空间 B 可 在 范 数 | .|,| .| 下 成 为 Banach 空间 , 且 |zlli < 
cllzlla,vYz e B. 则 此 两 范 数 是 等 价 的 . 
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证 了 明 记 Bi,B2 分 别 为 B 中 赋 范 上 |, 所 得 到 的 Banach 空间 . 考虑 由 
B2 到 Bi 的 恒 等 算 子 , 则 它 是 一 一 映 上 上 生 连 续 的 , 由 定理 (1.7) 知 此 算 子 是 一 个 同 胚 
映射 , 故 亦 有 zl < cllzlli. 证 毕 . 


定义 (1.9) 设 工 是 Banach 空间 B 到 B’ 内 的 线性 映射 . 说 人 是 闭 的 , 如 果 
它 的 图 像 (x, T(z)) 是 积 Banach 空间 B xB ( 赋 范 lz,g| = zl 十 yi) 内 的 闭 子 
集 . 


开 映 射 定理 的 男 一 个 重要 推论 是 下 述 闭 图 象 定理 . 


定理 (1.10) 设 工 是 Banach 空间 B 到 B' 内 的 线性 映射 . 则 工 是 连续 的 , 当 
日 仅 当 工 是 闭 的 . | 


和 证明 设 工 连续 , (zwT(zn)) 是 T 的 图 象 上 的 收敛 点 列 . 则 zn 一 z;,T(zn) 一 外 
既然 1 是 连续 的 , 则 T(x,) 一 T(z), 故 y= 二 T(x), 即 (x,T(z)) 在 图 象 上 ， T 是 闭 的 
获 证 . 反之 , 在 B 中 改 赋 范 数 |zla = |iz|| 十 T(z) 川 , 要 证 它 是 完备 的 , 因而 是 Banach 
空间 B1. 一 旦 获 证 , 根据 ||z|| < jlzxlli, 则 由 推论 (1.8) 知 也 有 | zl: < cllzll， 从 而 
Tz) < zl < cllzll. 这 将 完成 证 明 . 现 补 证 Bi 是 完备 的 . 设 {zw} 是 .1 下 
Cauchy 序列 , 当然 {zw} 是 B 中 、{T(zn)} 是 B' 中 Cauchy 序列 , 故 存在 ze 了 与 
y € B' 使 得 z 一 7 在 B 中 ,T(zn) 一 y 在 B' 中. 由 TT 的 闭 性 ,有 y=T(x). 这 个 
7 全 是 {zw} 在 Bi 中 的 极限 , 这 因 


[zn 一 zl = zn = zx) + T(zn) = Tz) 
= zn =— z+ (zn) — yl = 0. 


这 证 明了 Bi 是 完备 的 . 定理 获 证 . 


最 后 讨论 Hahn - Banach 扩张 定理 . 考虑 赋 范 线性 空间 N 到 它 的 纯 量 (实数 
或 复数 ) 空间 内 的 线性 映射 的 方法 是 代数 内 常用 的 所 谓 表示 论 的 方法 . 因此 赋 范 线 
性 空间 上 是 否 有 足够 多 的 连续 线性 泛 函 存在 , 便 成 了 研究 由 连续 线性 泛 函 构成 的 共 
斩 空 间 N* 这 一 类 问题 的 基础 . 正 是 Hahn - Banach 定理 对 此 作 了 肯定 的 回答 . 但 
因 这 个 定理 证 明 比 较 麻烦 , 我 们 建议 读者 去 参考 一 般 的 泛 函 分 析 书 籍 , 而 我 们 则 只 
局 限于 给 出 这 个 定理 的 两 个 很 有 用 的 推论 . 当然 为 了 查阅 方便 , 我 们 仍 给 出 Hahn - 
Banach 定理 的 叙述 . 


定理 (1.11) (Hahn - Banach) 设 入 是 赋 范 线性 空间 , M 是 N 的 线性 子 空 
间 , f 是 定义 于 M 上 取 值 于 纯 量 空间 ( 实 或 复 ) 内 的 线性 泛 函 . 则 f 有 到 整个 空间 
N 上 的 延 拓 下, 它 满足 : (i) 当 x € M 时 F(x) = f(x); (fllm = FI. 


作为 它 的 一 个 推论 我 们 有 
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定理 (1.12) 设 V 是 赋 范 线性 空间 , zo 是 N 的 非 零 向 量 . 则 存在 N* 中 元 素 
f 使 f(zo)=|izoll, 且 是 =1. 


证 明 考虑 由 xo 生成 的 线性 子 空间 M = {Xzo}. 定义 f, f(Azo) = Alzoll、 则 
f(zxo) = lzoll, fi = 1. 由 定理 (1.11) 知 存在 f 到 N 上 的 延 拓 , 且 保 持 f= 二 1 不 
变 . 这 样 得 到 的 N* 中 的 元 素 便 满足 定理 的 要 求 . 证 毕 . 


注 ”这 特别 推出 N* 可 分 辨 N, 即 Vx,y e N,z 关 y, 存 在 feN* 使 f(x) f(y). 
这 只 需 如 定理 (1.12) 证 明 中 那样 找到 f 使 f(x -人 =lz= 诈 夭 0 便 可 . 
Hahn - Banach 扩张 定理 还 有 如 下 推论 . 


定理 (1.13) 设 N 是 赋 范 线性 空间 , M 是 它 的 闭 线性 子 空间 , zo & M. 则 存在 
feN* 使 f(M)=0,f(zo) #0. 

证 明 NN 到 商 空间 N/M 上 的 典范 映射 x 是 一 个 连续 线性 映射 , 使 得 x(M) 
商 空间 的 零 元 , r(zo) = xo + M 不 是 零 元 ,由 定理 (1.12) 知 存 在 PE (N/M)* 
F(To 十 MM) 关 0. 现 定义 上 =wor. 则 它 是 N* 中 元 素 , 满足 f(M) = po 7(M) 
0, f (xo) 一 po T(Z0) 一 O(Z0 十 1I) 天 0. 这 就 证 明了 定理 . 


注 ”这 特别 推出 N* 可 分 辨 N 的 任意 闭 子 空间 与 不 在 此 空间 内 的 任意 向 量 . 
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一 般 测度 空间 上 , 函数 的 可 积 性 只 取决 于 函数 取 “ 大 ” 值 的 集合 究竟 有 多 大 , 而 
与 这 些 “ 大 ” 值 究竟 在 哪里 取 到 是 没有 关系 的 . 刻画 这 种 “大 小 ”性 质 的 一 个 恰当 而 
又 方便 的 概念 便 是 所 谓 分 布 函数 . 对 函数 的 分 布 函数 的 估计 可 以 说 是 实 分 析 方法 区 
别 于 其 他 方法 的 特点 之 一 , 由 此 可 见 这 个 概念 在 实 分 析 中 的 地 位 . 与 这 个 概念 密切 
相关 的 男 一 个 概念 是 函数 的 重 排 , 粗略 地 说 , 重 排 的 意思 是 把 一 个 定义 在 某 个 测度 
空间 上 的 可 测 函 数 , 用 定义 在 另 一 个 测度 空间 (如 区 间 [0, oo] 带 Lebesgue 测度 ) 上 
有 相同 取 值 情况 的 可 测 函数 ( 称 为 原来 函数 的 重 排 函数 ) 来 代替 . 正 是 这 种 重 排 的 概 
念 给 许多 问题 带 来 了 方便 , 例如 我 们 将 在 第 七 章 Lorentz 空间 与 83.5 及 第 七 章 内 插 
理论 的 讨论 中 所 见 到 的 那样 . 本 节 将 讨论 这 两 个 概念 的 基本 性 质 . 


定义 (2.1) 设 / 是 一 般 测 度 空 间 (X, 多 ,1) 上 的 可 测 函 数 . 如 下 定义 的 函数 


5A) =crA) = 上川 > 和 AH vA>0, (1) 
称 为 太 的 分 布 函数 . 如 下 定义 的 函数 
f°(t)=inf{A:o(A) &t}, vt>0, (2) 


称 为 的 非 增 重 排 函 数 . 
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下 面 的 命题 给 出 了 这 两 个 函数 的 最 基本 性 质 . 
命题 (2.2) o() 与 f*(t) 都 是 右 连续 的 非 增 函 数 . 它们 满足 


o(f(t)) <t, vit>0, (3) 
f°(o(N)) < A, vA>0. (4) 

此 外 , 有 如 下 集合 等 式 
{t: ft) >AN={t:t<oN)}, vA>0. (5) 


最 后 , 它们 满足 如 下 对 两 个 变 元 同时 的 次 可 加 性 


op+o(N + Ma) Sor(N) + oo(N2), Vf,g, VA1,N >0, (6) 
(f +g) (tit+t2) < f(t1)+ 9 (to), Vf,g9, Vti,t2 >0. (7) 


证 明 (》) 右 连续 是 因为 等 式 {|| > 和 } = U {1f| > 和 + 二, 以 及 测度 的 音调 


性 与 (从 上 ) 连续 性 . 现 证 式 (3) 与 (4). 如 果 产 ( = co, 则 依 定义 有 o(o0) = 09, 故 
式 (3) 目 然 成 立 . 当 f*(t) < co 时 , 由 f*(t) 的 定义 , 有 


o(f'(t)+e) <t, ve>0. 


这 样 , 由 o( 和 ) 的 右 连 续 性 得 o(f*(t)) < tt. 式 (3) 获 证 . 现 证 式 (4). 如 果 o( 和 0) = oo， 
同样 有 f*(oo) = 0, 故 不 必 证 . 设 xc(Xo) < co. 则 Xo e {和 :ol 和) 入 aol, 故 

广 (al(Ao)) = inf{A:o(A) < o(N0)} < 入 0. 
这 样 , 式 (4) 也 获 证 . 现 证 f*(t) 的 右 连 续 性 . 如 果 f(t 十 0) < f(t), 则 存在 a,0 < 
a<o0 使 (1 十 e) <a< f(t),YVe > 0. 这 样 由 式 (3) 得 


ola) < olf (t+e)) ti+e, ve>0. 


令 。 0 即 得 o(a) < t. 再 由 式 (4) 即 得 矛盾 : 产 ( < a. 这 样 , vt 都 有 f*(t +0) = 
f*(t). 这 证 明了 f* 的 右 连续 性 . 现 证 等 式 (5), 它 也 是 式 (3) 与 (4) 的 结果 . 事实 上 ， 
vt, 入 > 0, 我 们 有 
oN) <t f(t) < f*(0(N)) < 
f(t) < A oN) < olf*(t)) <4, 
” @ 注 意 oA) 在 oo 远 可 以 有 跳跃 , 即 (oo) = 0, 但 Jim co(A) > 0 
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这 说 明 {t:o( 和 A) t= 华 : F 产 (介入 和 此 即 式 (5). 现 剩 下 证 明 式 (6) 与 (7). 我 们 有 


t+g>A+X Cc {fF > NU{l9| > xz 
of+g(M 十 和 A2) & of (M1) + og(N2). 


式 (6) 获 证 . 再 由 于 (不 妨 设 产 人 5) 与 9*(t2) 都 < oo, 否则 (7) 显然 ) 
of+g(f (t1) + g(t2)) < of(f*(t1)) + 0g(9" (ta)) & ti +to, 


故 (十 9g)*( 左 十 t2) 才 扩 (1) 十 9*(t2). (7) 获 证 . 命题 证 毕 . 
式 (5) 说 明 f 与 f+ 有 相同 的 分 布 函数 


{f(t) > A = Ht:t< oN = oN = 人 NI > 和 


这 台 是 f* 是 f 的 重 排 函数 的 意义 . 
下 面 的 定理 揭示 了 这 两 个 概念 完全 反映 了 函数 本 身 的 可 积 性 质 . 


定理 (2.3) 设 6(w) 是 有 + 到 Rj 的 连续 增 (不 减 ) 函数 , 满足 8(0) = 0. 则 对 
一 般 测度 空间 (X, 多 ,由 上 的 任意 可 测 函 数 /与 入 > 0 有 


OO 入 
/ B(|f)dp = / B(f* (0))dt = / (0(s) ~ o (AN))dB(s), (8) 
{If IA} o( 和 ) 0 
Cf( 入 ) oo 
/afDao=- 人 arOu= 人 vcd 9) 
{|fi> 入 } 0 0 
证 明 在 [0,oo) x X 上 考虑 集合 
E = {|f(z)| > 二 


它 显然 是 二 元 可 测 的 . 记 Es = {t € [0,00) : (t,x) € EE}, 及 EB= {zr:(t,7x) ep}. 
显然 有 


teEEs 人 (tr)EEOrTER. 
这 就 是 说 下 面 的 三 个 特征 函数 x 相等 : 


XE,(t) = XE(t, 7) = XE,(7). 


四 这 里 woAb= min(a,b), 类 似 地 a V b= max(a,b). 
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因此 


fle) 
| (1f Danla,) fs 人 Dan 
_ / Xie 人] | xB, (t)dB(t) dp(z) 


= | xaney (oxen)as()dn() 
-_ / / Xipen (zx (z)dn(z)d®(t) 
0 XxX 
= | | xtines (wan(z)as( 
0 XxX 
入 
- / (a (6) — o(A))aB(t) 


此 外 , 我 们 也 有 (类 似 地 记 = {f*(t) > s}, Bt = {s: f(t) > s}, Es ={t:f*(t) > s}. 
注意 EB, = {t:t <o(s)}.) 


/ soOa= 人 太 dP(s)at 


= / X{t>o()} (Lt) | XE (s)dB(s)dt 
0 0 
/ | Xtezo0)}(t Xeat) (HatdB(s) 
| 
= | (6) -oO)as(s). 


这 就 证 明了 式 (8). 式 (9) 的 证 明 是 类 似 的 . 定理 证 毕 ， 
如 在 式 (8) 中 令 入 = co (注意 c(co) = 0, 虽然 ， im o(N) 不 必 为 0) 或 在 式 (9) 
中 令 入 = 0, 即 得 z 


/syDan= 人 sr)d= 人 (ds 0 


为 了 以 后 (第 七 章 ) 讨论 Lorentz 空间 的 需要 , 我 们 再 给 出 一 个 存在 于 分 布 函数 
与 重 排 函 数 表 达 的 积分 之 间 的 等 式 . 


定理 (2.4) 设 a> 一 1,B(w) 如 定理 (2.3) 中 所 述 . 则 
| CQ * 加 ] ~ CQ 十 | 
/ pe8( 广 四) 由 = 一 / sy (Mt1aB (A). (11) 


证 明 是 类 似 的 . 
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为 了 记忆 , 式 (8) 与 (9) 中 的 第 二 个 等 式 , 以 及 式 (10) 中 的 等 式 可 形式 地 认为 
是 经 过 变量 代 换 与 分 部 积分 所 得 . 但 注意 , 这 是 不 严格 的 . 因为 c(》) 与 f*(t) 并 不 
是 严格 意义 下 的 互 逆 函数 , 且 分 部 积分 出 来 的 被 积 出 项 也 不 容易 证 明 为 0 (事实 上 也 
不 必 为 0). 

分 布 浮 数 与 重 排 函 数 这 两 个 概念 是 比较 好 处 理 的 对 象 , 因此 它们 在 积分 估计 中 
很 有 用 处 . 为 此 , 有 必要 再 讨论 它们 的 一 些 性 质 . 首先 看 , 在 函数 序列 的 常见 收敛 下 ， 
其 分 布 函数 与 重 排 函数 有 怎样 的 极限 表现 . 


定理 (2.5) 设 非 负 函 数 序列 {fi,} 单调 增 地 几乎 处 处 收敛 于 f, 则 oy,, (和) 与 
访 (t) 分 别处 处 收敛 于 oy() 与 f(t). 


证 明 由 
{f > 和 }=( A > 入 }, 
知 oy() = lim oy, (和 ),v 和 A > 0. 此 外 注意 若 | 有 | < |gl, 则 六 () < g* 0); 这 样 {所 (2)} 
单调 增 地 收敛 . 设 在 t > 0 处 , f(t) = 和 了 和 0< 和 0= 六 (t). 则 

oF, (N) < op, (Mn) = op (f(t)) <1, 


由 刚 证 明 的 事实 有 cr(Xo) < t， 故 1*(t) < M0， 这 与 Xo > 和 0 矛盾 .这 就 证 明了 
lim 大 的 = f°(t),vt > 0. 定理 证 毕 . 


定理 (2.6) 设 f 是 可 测 函 数 , {所 } 是 可 测 函 数列 . 则 如 下 三 个 断言 等 价 : 

(a) {fn} 依 测度 收敛 于 了， 

(b) of -1( 和 ) 一 0,VAE [Xo,00) 一 致 , Ao > 0 任意 ， 

(ce) ( 友 一 了 *(t) 一 0,Vt € [to, 00) 一 致 , to > 0 任意 . 此 外 , (a), (5), (oc) 之 一 推出 
在 of( 和 ) 与 f*(t) 的 连续 点 处 有 


im oF.(N)=07N), lm 户 忆 三 三 人 
证 明 设 (a) 成 立 , 则 对 任意 => 0,6 > 0, 有 
I{z :|fn —f|>e}g6, 只 要 n> no, 
此 即 oy,_y(e) < 6. 因此 vt e [e,o0), 有 
op,_f(t) < 6, vte co) 只 要 n > no. 
从 而 (5) 获 证 . 现 设 (5) 成 立 . 则 Ye > 0,6 > 0, 3no 使 


Of,_f(E) & 6, n> no. 
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因此 (fi 一 了 )*(6) < e. 故 Vie [6,o0), 只 要 n>no. 便 有 
(f — fn)’(t) < e. 

从 而 (c) 获 证 . 现 设 (c) 成 立 . 则 ve > 0,6 > 0,3n > no. 使 
(f —fn) (0)<&. 


从 而 oy-y,(e) < 65, 只 要 n> no. 此 时 {fn} 依 测度 收 伍 于 了 
现 设 (a), (b), (c) 之 一 成 立 . 入 是 oj(\) 的 连续 点 , 则 
OF( 和 十 E) 和 0f- 记 (es) + 07,(N), 
Ofn(A) & Of- 户 () + of(A—e). 


令 n 一 oo 即 得 
oN +s) < lmos (NN) = imo OASorA-e， 


令 < 一 0, 由 er( 和 +0) =oy( 和 一 0), 即 得 im of. (和) 存在 , 且 为 oy(). 类 似 地 可 证 


关于 产妇 在 f*(t) 的 连续 点 收敛 于 f*(t) 的 断言 . 定理 获 证 . 
注 由 于 c(A) 与 f*(t) 是 单调 函数 , 故 当 {fi,} 依 测度 收敛 于 f 时 , 至 多 除 可 列 


在 


个 点 外 , 有 oF, 和) 一 of(, 扩 (0) 二 下) 
粗略 地 说 , 收敛 的 函数 序列 的 分 布 函数 (或 重 排 函数 ) 的 序列 也 基本 上 是 收敛 
的 , 这 一 事实 使 得 我 们 可 以 用 简单 函数 过 渡 到 一 般 . 而 对 简单 函数 f, 它 的 oj() 与 


广 人 都 是 很 好 求 的 . 如 设 f= cx 其 中 c1 > 62 >… > cn > cnt1 = 0 记 
di = |Ei|+:…+|E;l,l < 7 <n,do =0. 则 
or( 入 ) = dj, Cj+1 & A < cj l<7)<n, 
7 0， C1 < 入 ; 
x | 0 dj_1 <t<d;, l<7)<<nn, 
1 人 一 1 dn <+t. 
此 外 , 我 们 还 可 把 简单 函数 的 重 排 函数 的 一 个 有 用 性 质 叙 述 为 下 面 的 命题 . 
命题 (2.7) 设 f 是 非 负 简单 函数 . 则 存在 分 解 f = > fi 其 中 fi = Bax bk 


> 0, 且 使 得 f*(t) = > 人 


- 162 . ” “ “第 三 章 常用 实 方法 


n - k 
证 明 设 / =>cXp)c>c>:>co>cenl=0 令 到 = UE;, bx = 
1 I 
Ck 一 Ck+1 上 二 1,… ,Nn, fx = bpXF. 则 {所 } 即 为 所 求 . 事实 上 


7 n 大 
>》 大 (z) = 》 bk > XBj(z) 
1 k=1 j=1 
= 》 > ,bkXEi(T) = 2 Cj}X Ej(7Y) 


7 二 1 k=j 


此 外 因为 fi(t) = bi Xo,de) tb 所 以 在 区 间 区 [dj-1,¢ dj;) 上 ， 有 
3 i = C7. 
1 k=7 


命题 获 证 . 
由 于 式 (7) 中 给 出 的 重 排 函数 的 那 种 次 可 加 性 不 能 令 人 满意 , 故我 们 需要 找 出 
重 排 函数 的 适当 代替 , 即 下 面 将 要 定义 的 f**(t). 


定义 (2.8) 设 f 是 (X, 多 ,1) 上 任意 可 测 函数 , 定义 


1 
人 sp 画 上 Fajldz，0<t< | 
米 米 已 | 之 Eb 
f(t) = 0 > 


| 本 (12) 
(3 / ole, IX|<t<o%( 当 |z| < 0%). 
命题 (2.9) 对 任意 可 制 函 数 f, 我 们 有 
< 了 f° (syds s, Vt. . (13) 
证 阴 先 证 f**(t) < 一 -fe f*(s)ds. 当 |EB|>t 时 总 有 
1 1 /I 1 广 
而 /Od < 而 | f(s)ds < i/ f'(s)ds. (14) 


这 里 第 一 个 不 等 式 是 因为 
(fxE) (t) < f°(t)xto, p(t), 


并 应 用 式 (9) (5(w) = 加. 第 二 个 不 等 式 是 因为 f*(s) 的 非 增 性 . 现 证 1*(t) < f**(t). 
如 果 存 在 入 使 c(A) = |{1f| > 和 = 则 


“0 = sp l= ,on 


一 :f f° (s)ds > f° (t). 
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如 果 t 不 是 c(A) 的 取 值 , 即 t 位 于 (c(Xoj,c(Xo 一 0)) 之 间 . 记 to = co 一 0). 由 
to > t, 并 且 注 意 f*(t) = f*(to), 则 有 


1 > Fds > EF Oto) = f° 
0 v0 0 


这 完成 了 命题 的 证 明 . 

式 (13) 对 下 面 的 应 用 已 经 足够 了 . 不 过 我 们 附带 指出 , 如 果 测 度 空间 (X, 多 ,1 
是 无 原子 的 , 则 式 (13) 中 第 二 个 不 等 式 将 成 为 等 式 , 从 而 f* 如 同 f* 一 样 也 是 非 
增 函 数 . 这 是 因为 无 原子 测度 空间 中 的 任意 测度 集 是 无 穷 可 分 的 , 由 此 可 以 推出 对 
任意 正 测度 集 B 与 数 a e (0,1B|), 存在 B 的 子 集 C 满足 |C| = a ( 即 测度 取 值 的 
范围 充满 整个 RR, 或 它 的 一 个 区 闻 [0, a]). 这 个 事实 的 证 明 我 们 也 简单 给 出 如 下 . 令 
9 纪 ={CcB:ICI 和 人 NI 选 Ce 多 使 


ICi| 2 sup{|IC|:C € 221}—1. 


设 Fn _1 与 Cn_1 € Fn_1 已 选 好 ， 令 


9 -{ecs- Uo CI<a- 二 ol 
并 选 Cu < 2 满足 


Co > supflcl :Ce 中- = 
如 此 继续 , 令 C = Uo 则 C 便 为 所 求 . 事实 上 , 如 果 |C| < a 则 在 BC 中 再 
找 co 满足 0 < |Co| < a -lcl. 则 co 与 CUCo 便 是 多 。 中 的 集合 , 但 同时 只 要 
col > ~ 便 有 |C, (Co| > supflcl : C e 多 这 是 不 可 能 的 . 利用 无 原子 测度 空间 


的 这 一 性 质 , 我 们 可 以 证 明 的 确 存在 EB 使 f**(t) 定义 中 的 “sup” 可 以 达到 . 事实 上 
对 任 给 的 上 > 0, 令 入 = f(t), 则 co(Q) <t. 记 t=o(A). 这 时 存在 巨 cC {|f|= 和 外 使 
B=t 一 t. 故 


fldn = f*(s)ds+(t—t A= 人 (s)ds, 


(t) = [Blt 加 5 | |flan > i:/ 广 (s)ds 


这 完成 了 我 们 的 断言 的 证 明 . 
命题 (2.10) 式 (12) 定义 的 算 子 对 上 固定 , 关于 f 是 次 可 加 的 . 
证 明 这 是 函数 的 绝对 值 的 积分 的 次 可 加 性 的 直接 结果 . 


大 Us 
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通过 对 分 布 函数 的 估计 得 到 函数 间 的 积分 不 等 式 , 一 种 方法 是 用 所 谓 好 和 不 等 

式 . 设 f,g 是 一 般 测度 空间 (X, .多 ,1) 上 两 个 非 负 可 测 函 数 , 我 们 希望 由 9 的 某 种 可 

积 性 能 推出 f 的 同样 可 积 性 . 如 果 f < cg, 或 oj( 和 ) < cov(A), 则 当然 能 如 愿 以 偿 . 

但 这 样 的 条 件 实在 是 太 强 了 , 难以 满足 . 好 和 不 等 式 方 法 验证 的 却 是 弱 得 多 的 估计 . 

定义 (2.11) 设 (f,g) 是 (X,. 多 ,n) 上 的 非 负 可 测 函 数 的 配对 . 说 (f,g) 满足 好 

入 不等式, 如 果 存 在 a > 1 与 6 > 0 的 一 个 趋 于 0 的 序列 , 以 及 对 应 的 常数 su 6, 使 
得 对 固定 a > 1 有 op = 0, 并 且 

{f >axo 和 bpAESsuef > NH, WA>0. (15) 


(f,9) 满足 好 入 不 等 式 的 直观 意义 是 , 相对 于 水 平和 > 0 而 言 , 当 g 小 而 f 大 的 

点 集 的 测度 相对 于 点 集 {f > 和 } 的 测度 而 言 只 占 一 个 小 的 份量 . 此 外 , 好 入 不 等 式 
有 时 也 指 比 (15) 稍微 一 般 但 本 质 上 一 样 的 下 式 

I{f > a < ea,ol{f > A 和 H+oasl{g > BAH, YA> 0， (16) 


其 中 6%。8 < C. 式 (15) 就 是 ge = 1 时 的 式 (16). 我 们 在 本 书 中 就 能 看 到 满足 好 和 
不 等 式 的 配对 是 大 量 存 在 的 . 

好 和 不 等 式 的 功能 在 于 它 几 乎 可 推出 很 一 般 的 更 不 等 式 .“ 几 乎 ”的 意思 是 
指 , 如 条 测度 空间 是 有 限 的 , 则 好 和 不 等 式 便 可 推出 很 一 般 的 更 不 等 式 , 而 当 测 
度 空 间 不 是 有 限 的 , 则 为 了 得 到 @ 不 等 式 , 除了 好 和 不 等 式 以 外 , 还 得 加 点 别 的 
自然 的 条 件 . 我 们 考虑 的 B(w) 是 及 + 到 及 ;的 连续 增 函 数 ， 满 足 限 制 增长 性 ,， 即 
B(2u) < CBUu), vu > 0, 以 及 B(0) = 0. 


命题 (2.12) 设 B(w) 如 上 , (f,g) 是 有 限 测度 空间 (X, 多 ,1) 上 的 非 负 可 测 函 
数 的 配对 , 满足 好 和 不等式, 则 存在 C = Ca ,cs, 使 得 


/ B(f)dyu < c| (9)d1. (17) 
X 有 
而 当 测 度 空 间 c 有 限时 , 在 条 件 [,. 更 (j)d1u < co 下 结论 也 成 立 . 


证 明 先 看 有 限 测 度 空间 情形 . 设 (f,9) 满足 (16), 则 YN > 0,(J AIV,9) 也 满 
(16). 这 是 因为 当 N > aA 时 ， 


{fAN>a=ff>a， {fAN>NMN={f>N\ 
而 当 N < oa 和 时, |{f 和 人 NN > aX}H = 0. 这 样 由 定理 (2.3) 得 


/3 (全 一 dn = 1 {fAN > aXldB() 


Re | {fAN > A}ldaB (A) + bo. / {9 > BA}laB (A) 


-saa f SA Na tea { (9) dy. 
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既然 [. 鲁 (FAN) oh < co, 而 B(au)<O ae(u), (3) < C9-_1®(w), 故 


/ BF AN)dh < (1 — Caew p-ICaCo 16 / (gd 
X X 
既然 存在 6 > 0 使 Cusu se < 1, 这 样 得 
f sr Man< oe | so 
X X 
令 N 一 oo 即 得 所 要 的 结论 . 当 测 度 空 间 c 有 限时 , 无 需 用 /AN 代替 f， 既 然 
J/ (fjdh < co 是 附加 的 假定 ， 上述 推导 中 两 边 减 去 Cues p /8(J)dy 是 合法 的 
定理 证 毕 . 
注意 , 当 (X,. 多 ,1) 不 有 限时 , 好 入 不等式 失 不 出 任何 积分 不 等 例如 f= 
oo,9 三 0. 则 好 和 不 等 式 成 立 , 因 |{f > aX}| = oo = |{f > Al, YA > 0, 但 不 可 能 有 
积分 不 等 式 . 
与 用 分 布 函数 来 描述 的 好 入 不 等 式 平行 , 我 们 也 可 用 重 排 函 数 的 语言 给 出 好 和 
不 等 式 的 一 类 变形 . 
定义 (2.13) 设 (f,g) 是 c 有 限 测度 空间 上 的 非 负 可 测 函数 配对 . 我 们 说 (f,g) 
满足 重 排 意 义 下 的 好 和 不 等 式 , 如 果 存 在 a > 1 与 6 < 1, 以 及 常数 C, 使 得 


f(t)< Cog(Bt)+f (at), vt>0. (18) 


注 通常 情形 是 取 a = 2,6 = 5 


为 了 由 这 类 不 等 式 推出 f,9 间 某 种 可 积 性 的 比较 , 我 们 给 出 下 述 引 理 , 它 断 言 ， 
从 (18) 可 推出 f* 被 % 的 Hardy 平均 所 控制 . 


引 理 (2.14) 设 (f,g) 满足 (18). 则 同样 常数 C 使 下 式 成 立 ( 记 fo = lim f°(t)) 


f° < op) + Es), ds+t fe, vi>0 (19) 
证 明 这 只 需 重复 使 用 (18). 事实 上 有 
f*(t) < Cg*(Bt) + f*(at) < Cg*(Bt) + Cg* (Bat) 十 产 (a2) 


< C >》 g'(Bakt) 十 im 六 (at 


k=0 
9 (5) ys 
joga Sf +t fo 


CO OO 
二 Cg (Bt) + mF 网罗 


过 CO- 


引 理 获 证 ， 
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式 (19) 右边 出 现 的 积分 定义 了 作用 在 RR; 上 函数 的 一 个 算 子 , 称 为 Hardy 平均 
算 子 . 为 了 由 重 排 的 好 和 不 等 式 得 到 f,g 之 间 的 更 不等式 , 我 们 需要 相应 的 Hardy 


平均 算 子 的 更 不 等 式 . 此 外 Hardy 算 子 在 内 插 理 论 中 也 有 应 用 . 所 谓 Hardy 平均 
算 子 有 互相 对 偶 的 两 个 , 即 


/一 TCD) =THP，7Tjte -人 f(t)dt, zz>0 (20) 
foT(f) =T*f T+ of Ya, ;>0. (21) 


我 们 下 面 给 出 稍微 推 广 的 Hardy 平均 算 子 的 蜂 权 不 等 式 . 


引 理 (2.15) (Hardy 不 等 式 ) 设 a, 6 > 0,7Y 是 实数 , f 是 R+ 上 非 负 可 测 函 数 . 
当 a < 1 时 还 要 求 f 是 单调 的 (本 请 罗 可 则 存在 C = Caev 使 


1 TT) 1+-0-!1 ))atC+Da-6-1 
/ (fie or) t sc 人 1(Y dt, (22) 


F (frsna) ae] oer (3) 


证 明 先 看 a > 1 的 情形 ， 此 时 77 的 出 现 不 起 作用 , 也 不 影响 证 明 , 故 可 设 
Y= 0. 先 设 f 非 负 有 四 县 在 0 的 李 e 的 邻 域 为 0, 令 F(t) = 户 f(7)dr. 则 


= ct 一 co， 
4 / (EW) t dt < 


记 a' 为 a 的 相伴 数 , 则 


A= -Bt (FO) + 3h A 
<3(/ -| ))e-De to- a)” 7 GO ce 
= A™ ( | ore z 

A< (3 /CO)rere 


对 一 般 / > 0, 用 这 样 的 函数 序列 逼近 f, 取 极限 也 得 到 (22)， 应 用 (22) 于 函数 
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9(Z) = 二 7 /人 ) 便 可 得 (23). . 事实 上 


hh oe) af (LO) SB) 
= / ( / gdr) 和 < C / (gjete-e-l 


— | CC 十 OO 一 | 
C | (ft))ata+p-1dt 
现 看 a < 1 的 情形 . 不 护 设 /单调 增 . 这 时 有 


人 俯 "f(r)dr) 1g 
和 (EA tre Oe | ea . 
< > VoD) (fn) ee 


1 ~ p/n _odt 
02 3 (f (2 "t) (2 rt) 入 十 


-ef VO 


0 


第 二 式 证 明 类 似 . 不 妨 设 f 单调 降 , 这 时 有 


: | “( / 1 fdr】 tetdt 


2 十 : 
TYf(T)dT teidt 


-[ (BE 
a 


kK 之 0 


k ky 十 1)a 二 
<oF 才 i f (2*t)) (28t) (y 的 
大 20 


-c [Geyer 
0 四 


引 理 证 毕 z 和 
特别 地 , 在 (22) 中 取 7 = 0,a =p>1,6=p-1>0, 则 得 7 的 L? 有 界 性 
在 (23) 中 取 7 = -la = p,6 = 1, 即 得 T* 的 L? 有 界 性 . 可 以 证 明 ( 见 本 章 习 题 
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11,12,13,14) 下 述 的 了 ,7T* 的 L? 有 界 性 : 设 更 是 及 + 到 R+ 增加 串 函 数 , 则 


ITflls < gollflls, vf € Lioc(R+), (24) 


xk dt 
rgls < pslole, veri (ao), (25) 


其 中 ps,gs 是 反映 宣 的 增长 性 的 两 个 指标 


_ u@’ (uu) vB’ (vu) 
pe = sp Bu)’ 7 0 Bo) 
qs 是 gs 的 相伴 数 . ps < co 等 价 于 5 是 限制 增长 的 ， gg > 1 等 价 于 5 的 Young 四 
函数 是 限制 增长 的 . 罗 
应 用 重 排 的 好 和 不 等 式 , 我 们 所 能 得 到 的 积分 不 等 式 如 下 . 


命题 2 16) 设 (f,g) 古 o 有 限 测度 空间 (X, 多 ,由 上 的 非 负 可 测 函 数 配 对 , 满 
足 (18), 且 f= 0. 则 对 了 + 到 及 +， 的 增加 是 函数 B, 使 ps < co, 有 


(26) 


Ifls <Cpsllols, vg (27) 
证 明 结合 (19),(25) 即 得 断言 


由 于 本 书 将 只 用 好 和 不 等 式 , 而 不 用 重 排 的 好 和 不等式, 故 (24) 一 (26) 的 证 明 ， 
就 不 在 这 里 叙述 了 . 值得 指出 的 是 好 和 不 等 式 与 重 排 好 和 不 等 式 不 能 互 推 , 只 是 形 
式 上 的 类 比 . 实际 运用 时 , 为 证 明 (f,g) 满足 好 入 不 等 式 , 或 重 排 好 和 不 等 式 , 往往 
使 用 相同 的 步骤 . 命题 (2.12) 与 命题 (2.15) 说 明 它们 在 获得 f,g 之 间 的 积分 不 等 式 
方面 的 优 劣 . 好 和 不 等 式 能 对 只 是 连续 增加 , 限制 增长 的 B(w) 得 到 更 模 不 等 式 , 但 
系数 不 清楚 ; 而 重 排 的 好 和 不 等 式 只 能 对 限制 增长 的 凸 8(w) 得 到 @ 模 不 等 式 . 作 
为 补偿 , 它 能 得 到 系数 被 Cps 控制 , 这 常常 是 最 好 的 阶 . 
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本 节 的 舞台 是 R". 覆盖 引 理 研 究 的 是 , 对 于 了 R" 中 一 个 集合 的 由 方 体 或 球 构成 
的 任意 覆盖 , 是 否 可 以 挑 出 满足 某 种 特殊 需要 的 子 覆 盖 . 一 个 密切 相关 的 问题 是 , 开 
集 是 否 能 表 为 满足 某 种 要 求 的 方 体 的 并 (本 节 中 方 体 一 般 都 指 其 边 与 坐标 轴 平 行 的 
方 体 , 通常 用 记号 1, .JQ 等 表示 ). 我 们 约定 对 方 体 了 或 球 B, 以 及 常数 ce cf 或 cB 
总 表示 同 中 心 , 直径 扩大 至 c 倍 的 方 体 或 球 . 所 谓 方 体 的 不 交 是 指 内 部 不 交 . 对 方 体 
通常 不 区 分 它 究 竟 是 开 的 、 闭 的 、 还 是 半 开 半 闭 的 . 类 似 地 对 球 也 一 样 . 最 简单 的 
覆盖 引 理 是 Vitali 型 覆盖 引 理 . 
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定理 (3.1) (Vitali 型 覆盖 引 理 ) 设 五 是 'R" 中 任意 集合 , {B。} 是 覆盖 己 的 
任意 一 个 半径 有 界 的 球 族 . 则 存在 至 多 可 列 的 不 交 子 族 {B)}, 使 得 


El < cD |1Bj| (1) 


其 中 e 仅 依赖 于 维 数 , 璧 如 可 取 c= 5". 
证 明 在 如 下 意义 下 尽量 选 半径 大 的 球 作为 {B;}. 例如 , 可 取 Bi 满足 
d(B1) > 5 sup{d( Ba)}, 


其 中 d(.) 表示 直径 . 假设 B1,… , B 是 已 经 选 好 的 不 交 球 列 . 在 集合 {B。: Bo 站 
k 
U B;) = @} 中 挑选 B41 满足 


d(Br+1) > > sup{d( Bo) : Be 站 (U 5, = 全 

现 证 这 样 选取 的 {B;} 的 确 满足 式 (1). 事实 上 , 如 果 a) = oo, 则 式 (1) 自然 成 
立 . 当 于 15 < oo 时 , d(B;) 一 0. 对 任 取 的 B。 设 是 第 一 个 指标 使 dBi41) < 
2d(Ba) 则 B。 门 (UV B, ) 关 2， 因 为 否则 的 话 ， Bri 将 没有 资格 作用 第 十 1 个 
球 被 挑 出 . (注意 , 这 个 讨论 对 {Bj;} 只 由 有 限 N 个 元 素 组 成 时 也 是 适用 的 . 也 就 是 
说 可 以 设想 By+1 = .… = 2, 这 样 车 设 N 是 第 一 个 指标 使 得 dBn+1) < 5d(Bo)， 
则 可 以 推出 Bs 站 (V 3, ) # ,否则 的 话 , 应 该 有 某 个 非 空 Bvti 被 挑 出 来 ) 现 设 
jo € [1,k] 是 使 Bo 门 Bj;, 了 2 的 第 一 个 指标 . 则 由 ad(B;,) > >d(Bo), 知 5B) DD Boa. 
故 U5B D 五 . 式 (1) 获 证 . 定理 证 毕 . 


如 果 想 将 上 述 定理 的 结论 改进 为 UeB, > 互 其 中 {B;} 是 {Ba} 的 不 交 子 族 
则 稍微 修改 条 件 便 可 . 

定理 (3.2) 设 马 是 R" 中 有 界 集 , {B。} 是 巨 的 任意 一 个 履 盖 球 族 , 则 存在 子 
族 {B;} 与 常数 c (如 c = 57) 使 {cB;} 构成 了 五 的 覆盖 


证 明 从 上 面 的 证 明 中 我 们 已 经 看 到 , 如 果 能 够 保证 被 挑 出 的 不 交 子 族 {B;} 满 
自 dBi) 一 0 则 {cBj;} 就 构成 五 的 覆盖 . 现在 断言 , 当 有 界 时 , 便 是 这 种 情况 . 
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事实 上 , 当 {a(B;)} 无 界 时 , 只 需 在 覆盖 族 中 挑 出 一 个 直径 充分 大 的 (例如 大 于 五 的 
直径 ) 且 与 五 相交 的 球 就 够 了 , 它 的 2 倍 就 可 有 覆盖 .因此 只 和 需 考 虑 {4(B;)} 有 界 
情况 ， 此 时 被 挑 出 的 {B;} 是 一 个 与 有 交 的 (因为 不 交 的 可 以 去 除 )、 直 径 有 界 
的 、 且 自身 不 交 的 球 族 , 它 只 能 是 有 限 个 或 可 列 无 穷 个 且 d(B;) 一 0 (因为 UB; 能 
包含 在 一 个 有 和 界 集 内 ). 定理 获 证 . 


Vitali 型 禾 次 引 理 还 有 一 个 更 细 改 的 说 法 是 关于 可 测 集 的 我 们 只 给 出 它 的 氢 
述 而 略 去 证 明 . ， 


定理 (3.3) 设 一 是 了 "中 可 测 集 . 设 对 每 个 x e 五 , 对 应 者 球 列 {5- cz)(z)}， 
re(z) 一 0. 则 从 覆盖 {Sruoj(z)jsee 中 可 挑 出 不 交 子 族 {5)}, 使 B- Us 


更 细致 一 些 的 覆盖 引 理 有 所 谓 Whitney 型 覆盖 引 理 . 它 讨论 的 问题 是 如 何 将 开 
集 表 为 合适 的 内 部 不 交 方 体 族 的 并 . 


定理 (3.4) (Whitney 型 覆盖 引 理 ) 设 U 是 了" 中 开 集 ,f= R* 一 U 不 空 . 则 
存在 内 部 不 交 的 方 体 族 {Qx} 使 


(wj U = Uo 模 一 进 面 意义 下 ) 
(b) baist(Qe F) < dQxk) < dist (Qe, F), vk. 


证 明 从 坐标 原 氮 出发, 将 R" 分 为 边 长 2*(k & 2) 的 一 进 方 体 的 网 . 设 Z E LU 
但 不 在 二 进 面 上 . 在 所 有 包含 z 的 二 进 方 体 中 挑 出 满足 如 下 条 件 的 最 大 方 体 , 记 为 
Qz, 


(Qs) < dist(Qs, F). © 


这 样 的 @。 是 存在 的 , 因为 它 是 一 个 直径 有 上 和 界 的 二 进 方 体 族 中 的 极 大 ; 它 是 唯一 
的 , 因为 :zx 不 在 二 进 面 上 ; 并 且 它 包含 在 UV 中 , 因 dist(Q;, 厂 ) > 0. 我 们 断言 


d(Qs) > sdist(Qs, F). (3) 


事实 上 , 如 果 (3) 不 成 立 , 则 对 8。 的 母 二 进 方 体 G。( 即 Qs 由 各 等 分 G。 而 得 )， 
将 有 | 和 


GD) = 24(Q:) < 3dist(Qe, F F) < 3(dist(Gs, FP) + d(Qs)), 
| 5d(G-) < dist(G。， F). 


所 请 一 这 而 是 指 可 并 于 一 个 毕 标 入 并 且 通 过 该 坐标 加 的 一 个 二 进 分 点 的 超 平面 . 
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这 说 明 Gs 也 满足 (2), 这 与 Qs 的 极 大 性 矛盾 . 这 样 , 我 们 得 到 了 r 的 一 个 覆盖 方 
体 族 {Qs}sev, 它 满足 U = Ue 并 且 满 足 式 (2) 与 (3). 它 唯一 不 满足 定理 要 求 的 


是 它们 可 能 是 相交 的 ， 即 对 菜 些 z y, 它们 有 同一 个 Q@;. 现 将 重复 的 除去 ， 则 得 到 一 
个 不 交 的 , 且 满 足 (a) 与 (5) 中 性 质 的 方 体 族 {Qi}. 定理 证 毕 . 
注 不 等 式 dist (I, 了) < dist (J, 玉 ) 二 d(7),vY 二 进 方 体 I 了 Tc JI) = 21(7D) 
(1(J) 表示 J 的 边 长 ) 成 立 . 这 一 事实 的 证 明 是 初等 的 . 设 z e ( 闭 ) J 与 ye 使 
dist(x,y) = dist(J, 耳 ). 设 z € ( 闭 ) I 使 dist(z,z) 过 d(D). 则 


dist(z, y) 和 dist(J, fF) + ad(7). 


dist(1, F) < dist(J, F) + da(7). 
如 果 改 方 体 为 球 , 则 Whitney 型 覆盖 引 理 在 叙述 上 有 下 述 变 形 . 
定理 (3.5) 设 U 是 R" 中 有 界 开 集 , ec > 1 任 给 . 则 存在 球 序列 {S)}, 满足 
(WU=US; 
(b) 存在 常数 Me。 使 U 中 每 个 点 至 多 属于 M 个 球 c5;: 
(c) 存在 常数 N >1, 使 NSj 站 Ue @,Vvi. 

证 明 对 每 个 x eU, 令 r(z) = dist(z, U°). 由 Vitali 型 宪 新 引 理 (3.2), 知 存 
在 不 交 球 族 {5,(j,)(zxj)}, 使 {5)}, 其 中 5; = Ssr(z,)(T;), 满足 U5; 2 U. 同时 因为 
57(72;) = 2 dist(zy, U") < dist(x;, U®), 

这 说 明 S$; CU, 故 (5;=U. 此 外 过 有 六 UcS;, 这 因 
ly ~ Zi| < 5cr(7x;) = adist(zzy LU )， Vy € cS;. 
现 证 明 (5b). 设 ze U 任 取 . 如 果 ze cS;, 则 r= dist(z,7c) > 0. 这 样 我 们 有 : 
6cr (zx;) = dist(x;,U°) & |z; — Z| + dist(x, U°) < 5cr(x;) +7, 
Cr(Tj) & 7, CS; C Sior(7). 


但 同时 也 有 
r= dist(z,U°) < |z— 7z;|+ dist(x;,U°) < ller(z;). 


如 果 z € cSi 门 cS;, 则 Sz,)(zi) 与 Sr(z;)(Ti) 是 9lor(z) 中 的 不 交 球 , 且 


, 六 
Ti — Zi| > min(r(zi), 7(7;)) > Ep 


-172 第 三 章 常用 实 方法 


这 说 明 z 至 多 属于 有 限 个 , 如 设 为 M。 个 , cS;. 现 剩 下 证 明 (o). 设 N > 守则 因 
5Nr(z;) > 6cr(7x;) = dist(x;,U"), 
知 NS; 中 必 会 Ue 中 的 点 . 定理 获 证 
上 述 定理 (3.4) 还 有 下 面 一 种 变形 , 它 讨论 开 集 U 的 不 交 方 体 族 的 适当 覆盖 
定理 (3.6) 设 U 是 R" 中 开 集 , fF =U° 关 @. 则 存在 不 交 方 体 族 {Qk} 了 使 
(a) UN Ql < slQnl < IFN Qu wh, 
(0) Uc UQr ( 模 二 进 面 意义 下 ) 
CE < m0 
证 了 明 仍 如 定理 (3.4) 中 那样 作 二 进 方 体 网 . 对 每 个 ze U, 设 Qs 是 包含 z 的 
满足 如 下 性 质 的 最 小 二 进 方 体 
onols3le-slonel 0 


族 {Qs}. 它 满足 (a), (5) 是 显然 的 . 现 证 它 也 满足 (c). 每 个 Qi 都 是 某 个 ze U 对 
应 的 82. 记 9。 EF? 的 边 长 为 Qz 的 这 长 的 一 半 的 二 进 方 体 . 则 由 Qz 的 极 小 


性 , 知 |Qz 门 U| > = 人 =| 这 样 ， 


人 nzl > 51Gnl, Vk. 
注意 {Qk} 不 交 , 故 
~ ] ~ 本 
IU| > 2 Qf > 3 2 10 =2 en 


这 证 明了 (o, 定理 证 些 . 
如 果 不 是 在 R* 上 考虑 而 是 在 R* 的 有 限 方 体 Q 上 考虑 , 定理 (3.4) 与 (3.5) 也 
成 立 (此 时 得 到 的 方 体 族 {Qk} 由 @ 的 子 二 进 方 体 构 成 ), 只 需 在 定理 (3.5) 中 附加 


一 个 自然 条 件 : ID < 5l@| 


最 后 我 们 讨论 著名 的 Calderon - Zygmund 分 解 . 它 讨论 的 是 与 一 个 局 部 可 积 函 
数 f 相 联 系 的 开 集 的 分 解 . 


定理 (3.7) (Calder6n - Zygmund 分 解 ) 设 " 是 R"* 中 有 限 ( 闭 ) 方 体 或 者 
Rr 自己 , fe LL.(Q), 当 Q = R" 时 还 要 求 lim 本 中 ~ fflaz =0 则 当 @ = R" 时 


T= 
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vA > 0, 当 Q 有 限时 , YA > > Jo fldz, 存在 @ 中 不 交 ( 开 ) 方 体 族 {Q4}), 使 得 开 


案 U =UQ 与 用 集 忆 =Q- 7 满足 
(a) |f| < A，a.e. 于 荆 , 
1 Nn 
(b) 入 < [Oi je， fldz < 2°A, Vk, 


(9 FIleu < sfalflar 
此 外 , 当 和 < j 时 , 所 得 到 的 U、 = UU Qi( 和 ) 与 ,= UJ(n) 还 满足 : 每 个 I(n) 必 
包含 在 某 个 Qi( 和 ) 中 . 


证 明 我 们 首先 把 R" 化 到 有 限 @ 情况 . 从 原点 出 发, 将 R" 分 为 边 长 2*(k & 2) 
的 二 进 方 体 的 网 , 设 > 0 任 给 . 则 由 条 件 ji。 儿 |fldr = 0, 知 只 要 7| 充分 大 
例如 !(7) > ax, 便 有 

] 

i / Mar <A (5) 


说 Qo 是 R” 的 第 一 象限 中 以 原点 为 一 个 顶点 的 满足 1(Qo) > a、 的 二 进 方 体 , 则 我 
们 得 到 R" 的 由 Qo 以 及 它 的 平移 构成 的 一 个 剖 分 . 注意 这 个 前 分 中 的 每 个 方 体 都 
满足 式 (5)， 如 果 定 理 对 有 限 方 体 的 情形 得 到 证 明 , 自然 便 可 推广 到 R" 的 情形 去 . 
因此 我 们 只 需 对 有 限 的 Qo 与 和 作 分 解 即 可 . 

现 设 Qo 与 入 满足 式 (5). 考察 Qo 的 2" 个 子 二 进 方 体 中 的 每 一 个 是 否 满足 式 
(5). 将 不 满足 的 挑 出 来 作为 未 来 的 开 集 UV 的 部 分 , 将 满足 的 留 下 来 继续 考察 其 子 二 
进 方 体 . 如 此 继续 , 以 至 无 穷 . 这 样 , 我 们 得 到 了 一 个 由 二 进 方 体 构成 的 族 {Qi,}, 它 
们 是 从 逐步 考察 Qo 的 子 二 进 方 体 的 过 程 中 挑 出 来 的 , 显然 满足 (5) 中 左边 不 等 式 ， 
从 而 也 满足 (c) 中 不 等 式 . 它 满足 (5b) 中 右边 不 等 式 是 根据 它 的 “第 一 次 性 ”: 设 Gy 
是 包含 Qk 的 母 二 进 方 体 , 则 Qj 不 是 被 挑 出 来 的 , 从 而 


_ |Q#] 1 
< [Qn Ox 


至 于 (0) 是 因为 R= Q -Qk 中 的 每 个 点 > 都 包含 在 半径 趋 于 0 的 一 个 二 进 方 


flaz sh fldz < 2nX， Yk, 
Qk 


Gi Qk 


体 族 中 , 而 这 个 族 中 的 每 个 二 进 方 体 J 满足 一 7 族 |fldr < 入. 由 即将 在 下 节 得 到 的 


Lebesgue 的 积分 的 微分 定理 (83.4， 推论 4.3), 知 |f| < 入, a.e. 于 FF. 这 样 (a), (5), (c) 
获 证 . 
最 后 设 入 < u. 我 们 由 上 述 分 解 可 得 到 由 @ 的 二 进 方 体 构成 的 两 个 开 集 U、= 
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] 
DA 

知 Ij;(n) 中 的 每 个 点 在 关于 水 平 和 所 作 的 分 解 中 , 一 定位 于 被 挑 出 来 的 部 分 ， 即 
I(4) Cc U,V 六 这样 由 二 进 方 体 的 特性 知 存 在 , 使 得 I;(n) C Qx( 和 ). 定理 证 毕 . 

注 

1. 当 Q@= RR" 时 ， 如 果 fe L?(R"),1 < p<o%， 则 必 有 ， ji 
而 VA > 0, 可 作 C - Z 分解 

2. 分 解 中 所 得 到 的 开 集 UU 与 开 集 {Mf > 》} 密切 相关 , 其 中 Mf(x) 是 下 节 中 
将 要 定义 的 极 大 函数 , 其 关系 为 


UDCc{fMf>A，{MH>aAc20=Lj2Qnu， (6) 
k 


flar >p>A, VI 


Jilflar =0. 从 


其 中 a > 1 为 仅 与 维 数 有 关 的 常数 ( 见 本 章 习 题 18). 
3. 由 这 里 给 出 的 与 函数 f 联系 的 集合 的 Calder6n 一 Zygmund 分 解 还 可 以 推出 
函数 f 自己 的 Calder6n 一 Zygmund 分 解 , 我 们 将 在 以 后 给 出 . 


$3.4 Hardy - Littlewood 极 大 函数 与 # 函数 算 子 (Sharp 


function Operator) 


本 节 要 讨论 R* 上 Hardy - Littlewood 极 大 函数 及 # 函数 这 两 个 既 人 简单 义 非常 
有 用 的 算 子 的 基本 性 质 及 某 些 应 用 , 先 讨 论 极 大 函数 . 


定义 (4.1) 设 feIt, 或 Lt,0<r<o. 定义 


MO 对 le， (1 
M, f(z) = MU 人) (2) 


称 Mf (有 时 也 称 Mi) 为 Hardy - Littlewood 极 大 函数 . 

注意 Mf 的 定义 可 以 有 各 种 小 的 区 别 . 例如 , 可 以 限制 定义 中 出 现 的 了 是 以 z 
为 心 的 方 体 , 或 将 I 换 为 球 B, 并 且 球 B 也 可 以 z 为 中 心 , 也 可 只 是 包含 z. 由 于 包 
含 原点 的 方 体 (或 球 ), 一 定 包 含 在 以 原点 为 心 的 直径 扩大 适当 倍 的 方 体 或 球 内 , 因 
此 , 用 不 同方 法 定义 出 来 的 MF, 任意 两 个 都 是 可 以 互相 控制 的 ; 因而 本 质 上 是 相同 
的 . 下 面 我 们 主要 采用 式 (1 ) 中 的 定义 , 偶尔 也 用 到 其 他 的 定义 . 

另外 , 我 们 下 面 很 快 就 会 看 到 , 极 大 函数 控制 了 函数 本 身 , 即 


f(T)| < Mf(r), ae.; 
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同时 也 会 看 到 , 极 大 函数 并 不 比 函 数 本 身 大 得 太 多 (譬如 用 L? 空间 的 范 数 来 衡量 ， 
它们 是 等 价 的 ). 这 样 , 为 了 求 得 对 函数 本 身 大 小 的 估计 , 不 妨 代 之 以 估计 极 大 函数 . 
由 于 极 大 函数 比 函 数 本 身 性 质 更 好 (譬如 , 不 管 函 数 f 如 何 , Mf 总 是 下 半 连 续 函 数 ， 
即 {Mf > A} 总 是 开 集 , YA > 0), 这 种 替代 往往 是 十 分 有 效 的 . 这 就 是 极 大 函数 理 
论 为 什么 重要 的 最 直观 的 解释 . 

极 大 函数 算 子 的 最 基本 性 质 是 所 谓 弱 (1,1) 型 . 而 这 不 过 是 Vitali 型 覆盖 引 理 
的 简单 推论 . 

定理 (4.2) 极 大 函数 算 子 M 是 弱 (1,1) 型 的 , 即 

{MF > A < TH, WA>0 We 有 (3) 


证 明 设 xeB、= {Mf > 和, 则 存在 方 体 I 3 z, 使 得 


1 
Ta/ fldt > A. 


这 样 , {I,}zep、 窗 盖 了 EE， 由 Vitali 型 覆盖 引 理 (显然 , 引 理 结论 不 依赖 是 方 体 覆 
兰 还 是 球 和 覆盖 ), 知 存在 不 交 方 体 族 {I,,}, 使 得 


C 
忆 I<c hl< 5/ Iola 
i ji "le; 


= hy. f(t) at. (4) 


这 就 推出 式 (3). 定理 证 毕 . 
显然 , 由 式 (4) 可 以 推出 (注意 UI Cc {Mf > 六}) 


{Mf > AS 和 le (5) 

这 不 等 式 往往 比 式 (3) 更 有 用 . 此 外 , 式 (3) 还 可 以 推出 
Mf > Aj 和 < dz. 6 
{Mf > NSE/ Me (9) 


事实 上 , 只 需 对 入 > 0 作 分 解 
1 二 JXHHIS 人 二 JI> 引 二 为 十 力 


既然 Mf << >， 改 {Mf >A}C{Mf2 > 2 从 而 


入 
{Mf >A}H < |I{Mf > 51 < 2 | falar 


Cc 
= < fldz 
入 his, 
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式 (6) 获 证 . 
Lebesgue 关于 积分 的 可 微 性 定理 的 高 维 推广 是 下 述 推 论 . 


推论 (4.3) 设 feLli. 则 


loc 


1 
lim -一 一 一 一 dy = f(z), a.e., 7 
EC 人， f(ydy = f(x), ae (7) 


这 里 B(x,p) 是 了" 中 以 z 为 心 , p 为 半径 的 球 (也 可 以 是 以 z 为 心 的 方 体 )， 
证 明 充分 地 只 需 证 明 在 任意 有 限 球 B 上 , 收敛 是 几乎 处 处 的 . 这 样 ， 可 设 
fe Ll! (无 妨 设 f 是 实 值 的 ), flp。 = 0. 下 面 的 证 明 已 出 现在 81.6 定理 6.4 中 . 记 


OZ) = 


》 


limyo(z) 一 Bm fol?) 


其 中 | 
fp(7) = [Bz, | Bl f(y)dy 
对 任意 5 > 0, 令 f = 9g 十 h,g 连续 , glpe = 0,]|hll1 < 6. 对 hh 使 用 弱 (1,1) 型 估计 , 并 


注意 (下 面 用 极 大 算 子 的 球 定义 ) 
OF(Z) < tn(7) < 2Mh(7z). 
则 : 
{0n(2) > el < {Mh(z) > 3} < =lalh < 二 
由 s,6 任意 , 知 0i(7x) = 0, ae. 从 而 0(z) = 0, ae 这 证 明了 lim fo(7) a.e. 存在 ， 
同样 的 方法 可 进一步 证 明 这 个 极限 就 是 f(z). 定理 证 毕 . 
利用 极 大 算 子 M 是 弱 (1,1) 型 的 , 又 显然 是 (co, co) 型 的 , 则 由 后 面 Marcinki- 
ewicz 内 插 定 理 , 知 它 也 是 (p,p) 型 的 , 对 1 < p < co. 但 这 个 事实 现在 可 直接 证 明 . 
定理 (4.4) 极 大 算 子 M 是 L? 有 界 的 , 或 者 说 是 (p,p) 型 的 , 1 < p < co, 更 确 
切 些 有 
MA < cp) ?Nfllo, vf. (8) 


证 了 明 对 fe L? 应 用 式 (6), 有 


Ml =p | XM > XdX 
< ”| a [azaA 
0 {|f|>3} 


2 
-~m/ |/ Xp-2dA| Fldz 
有” v 0 


< | Par = optly 
民 ? 
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定理 证 毕 . 


对 于 (2) 给 出 的 Hardy - Littlewood 极 大 函数 的 变形 M;(f)(x) = M( HI 站 *(z)， 
根据 定理 (4.4), 很 容易 证 明 , Mi 是 L? 有 界 的 , 只 要 0 < r < p< co. 以 后 我 们 会 遇 
到 M; 的 应 用 . 

现在 我 们 讨论 M 在 接近 于 Li 的 空间 上 的 作用 . 首先 探讨 Mf(zx) 的 非 增 重 排 
函数 (Mf)*(t) 的 精确 估计 , 然后 作为 推论 得 到 M 在 接近 于 L1 的 空间 上 的 作用 的 
儿 个 事实 . 


定理 (4.5) 设 fe 才 .(R"), 则 
cMIPYE) SF) < co MI)t), Vi>0. (9) 
证 明 任 取 t+>0, 设 (Mf})*(t) <o. 令 
U= {reR":Mf> (MA)}. 
由 Mf(z) 是 下 半 连 续 函 数 , 知 U 是 开 集 , 而 IU| < t, 因此 Ue = 下 非 空 . 故 由 
定理 (3.6) 知 存在 不 交 方 体 族 {Q#}, 使 得 Uc Ue 同时 @ 门 F 六 @,Vk, 以 及 
> |Qx < clUl. 令 
1 

则 /=9+h. 根据 命题 (2.9) (注意 此 时 g(t) = 了 局 9*(s)ds), 有 


炒米 六 六 六 炒 ] 米 1 
ID) < gO tar) < sds+t lhle < slolh + lal 


由 推论 4.3 知 |f| < MF, 故 Ih = |fxslwo < (Mf)*(t)， 剩 下 是 估计 |l9l .由 
Qi (NF # ,Vk, 知 
7 |, lar < (M7) 
IQ#x| 0, BN ) 
故 由 {Qx} 的 不 交 性 得 
lglli = > / fldr < >_ Ql(MI)(t) < clUI(MI)(t) < ct 人 
天 k 
这 证 明了 式 (9) 的 右边 不 等 式 . 
现 设 f*(t) < co. 同样 由 六 (1t) < fr 人 知 f*(t) < co, 因此 可 令 
E=1{|f|> f(t)}, 
g(7) = f(z7)(1 — f°*(t)|f (2)|  )xa, 
h=f-g= f(t)sgnf(r)xE + f(r)xEe.. 
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这 样 hwo < f*(t), 并 且 (注意 |E| < 


故 (不 妨 设 下 出 现 的 常数 c > 1)， 

(Mf)*(t) < (Mg + MA)*(t) < (M9)*(t) + Mhlloe 
< lolli + aleo < ef** (0) — f°()) + f° 
<cf™(t). 


定理 证 毕 . 
为 由 这 个 定理 推出 M 在 Llog*L 上 的 作用 , 先 证 一 个 初等 引 理 . 


引 理 (4.6) 设 f(t) 是 (0,1] 上 非 负 降 函数 . 则 
[ f(t) log ly < co 兮 [ ft{t) log+ f(t)dt < oo. 
0 t 0 


证 明 设 所 f(t)logt f(t)dt <o0. 令 B={t: f(t) <t 引 . 则 


/rongia= [+f 


! 1 1 | 
< / t blog sdt+2 | logT fdt < oo. 
现 设 内 f(t)log 7dt < oo. 这 时 在 t=0 邻 域 , 有 f(t) =olt-*),a > 0. 因此 


1 1 ] _ 
| f(t)log! f(t)dt < | f(t) log -dt < co. 
0 0 t 


引 理 获 证 . 


推论 (4.7) 设 fe Li.(R”). 则 如 下 两 断言 等 价 : 
(a) 3 入 > 0, 使 Jirmssa} Mf dz < oo， 
(0) 村/ > 0， 使 fi | log™ dz < 029， 


证 明 由 定理 (2.3) 知 : 断言 (a) 等 价 于 3a > 0 使 有 (Mf)*(t)dt < oo. 由 定理 
(4.5) 知 , 这 等 价 于 


人 f**(t)dt = 人 / f(s)ds dt = 人 1 (tiog zd ~ 
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由 引 理 (4.6) 知 , 这 又 等 价 于 
[ f*(t)log' f*(t)dt < o0. 
0 


根据 定理 (2.3) 知 , 这 正 等 价 于 断言 (5). 推论 获 证 . 
由 这 个 推论 容易 推出 , 如 果 3xo 使 {Mf > 和 0}| < co, 则 


/ Mf dz < co，Y 有 限 测 度 集 五 = / fllog ”jlaz < co，Y 有限 测 度 集 已 
E F 
推论 (4.8) 设 f € 攻 .,f 去 0,B 是 Ri 上 非 负 连续 增 冰 数 , B(0) = 0, 使 


fr 下 (1) dt = oo0. 则 
/ (Mf)dr = o0. 
民 ? 


证 明 由 f 关 0, 知 f*(t) 关 0. 故 存在 a,b>0, 使 
f(t)20, vti<a. 


这 样 , 由 式 (9) 知 
COM 四 > cj 人 > f*( > a. 


人 BMf)dr = 人 ®((Mf)*)dt > 三 6 区 dt = oo. 
推论 获 证 . 


本 推论 告诉 我 们 , 如 果 fe LL 并 且 存 在 满足 fc o (3 ja = ww 的 B(w), 使 


fk (Mf)dz < co, 则 必 有 f= 三 0. 取 B(wu) = 是 最 常用 的 , 它 说 明 非 零 f 的 MI 


不 可 能 属于 Li(R"). 
现在 讨论 极 大 函数 算 子 的 主要 应 用 , 即 它 控制 了 一 些 常见 的 算 子 . 


因此 


定理 (4.9) 设 pe Li(R"),wpe = ep (二 ),e > 0. 设 v 的 最 小 径 向 递 降 控制 
函数 Vz) = sup lv(Wl eA4= Iw. 则 
yl 之 Iz 
sup|f*Ye(7)| < AMf(7), Vf < Lioe- (10) 


证 明 首先 指出 , 我 们 只 需 对 e 与 xz 的 一 对 特殊 值 , 即 e = 1,z = 0, 与 任意 的 
f, 证 明 
广 P1O < AMFO) (11) 
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就 够 了 . 这 是 因为 对 任意 的 = > 0, 车 记 工 f = f*w。, 则 
_ —n TY 
Tef (7) = 人 E 0 =) f(y)dy 
= 人 0 (= 一 z) f(ez)dz = Ti(def) (=) 
其 中 def(z) = f(z); 以 及 ( 极 大 函数 用 “中 心 ” 球 定义 ) 
] 1 n 
Mf (7) = sup p 抽 f(z + yy)ldy -sp | f(x + ez)le" dz 


=snp § [sl Ce( ~+z))ldz= M(def) (=). 


(其 中 B 遍历 以 0 为 心 , 以 7 为 半径 的 球 , B 遍历 以 0 为 心 , 以 = 为 半径 的 球 . 既然 


届 历 的 集合 一 样 , 故 “sup” 也 一 样 .) 至 于 对 一 般 的 z， 只 要 经 过 平移 便 可 化 为 r=0 
的 情形 . 为 证 (11), 充分 地 只 需 对 非 负 f 证 明 


f (0) < AMF(0). (12) 
简 记 W(z) 为 (7), 当 |z|=7 时 . 令 


An- 7 pe fe 1 f(tr)dol(z 
|z|<r TESn— 
- 人 tm-1A(t)at. 
0 


A(r) < |B(0,7)Mf(0) = cr MF(O), 
以 及 Ww(7) =o(r"), 当 7 一 0 与 7 一 00 时 , 这 后 一 事实 是 因为 


Tr dr < dx. 
办 ) fo 上 
这 样 我 们 可 得 
ww* f(0 )=/ f(z) (—z)dr = 人 A(r)W(r)r7 dr 
N 
/ A(r)w(r)r™ dr 


lim 
en0,N—00 J 。 


N 
.- / Da] 


eMf(0) / rd(_w(r)) 
= wiMf(0) = AMf(O). 


人 人 
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定理 全 此 证 毕 . 
推论 (4.10) 设 5>0. 则 
£9 


证 明 设 B=B(0,1). 令 
p(s) = rsXar(2) 
则 2 的 最 小 径 回 递 降 控 制 函数 


wp(z) = XB(z) 十 Xe 人 eL. 


£6 
同时 ， pe(z) = TXB) (2 cz )- 故 


广 pe(2 = 1 zr (2)dz. 
这 样 , 式 (13) 是 式 (10) 的 结果 . 推论 获 证 . 
如 果 定 理 (4.9) 中 的 (x) 还 满足 一 个 附加 假定 


sup (LZ —z) < cy(r), Vr € R”, (14) 
lzlg1 


则 式 (10) 左边 可 以 加 强 为 非 切 向 极 大 函数 . 


定理 (4.11) . 设 pg 如 定理 (4.9), 并 且 它 的 最 小 径 疝 递 降 控制 函数 多 满足 式 
(14). 则 (回忆 T(zxo0) = {(z,t) :|z 一 zol < 刀 ) 


If*pi(r)| cMf(ro), Vf e Li,,, vro E R". (15) 


证 明 我 们 有 


ap foo < 放 ~ ue f (lay 
(x,t)ET (x0) 及” 


< 。 em Nw fl)lay 
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由 此 , 式 (15) 获 证 . 定理 证 毕 . 
值得 指出 的 是 , 设 p(x) = (1 寺 |z)- 守 , 则 pi(z) = 区 lz2 +t)- 全 = cP(z). 
注意 此 时 水 = vo 的 确 满足 式 (14): 当 |z| < 1 时 


pz+2) < eS op(z), lz| <2; 


p(r+2) < + (5) ) < cp(z), |z| >2. 


这 样 , 我 们 得 知 f 的 Poisson 积分 的 非 切 向 极 大 函数 满足 


sup |f° R(x)| < cM f(xo). 
(zx,t)ET (zx0) 


且 显 然 F(zo) 可 换 为 T(x0), 对 任意 a > 0. 

用 Hardy - Littlewood 极 大 函数 M(f) 作 估计 , 有 时 候 得 不 到 理想 的 结果 . 现在 
讨论 M(f) 的 一 种 修正 , 即 # 函数 算 子 , 它 最 早 是 由 C. Fefferman - 也. Stein 引进 
的 . # 函数 是 比 M(f) 点 态 地 更 小 的 函数 , 但 它们 的 可 积 性 却 基本 上 差不多 . 这 样 ， 
为 了 估计 某 个 函数 自己 (或 者 它 的 极 大 函数 ) 的 某 种 可 积 性 , 充分 地 只 需 估计 这 个 函 
数 的 # 函数 有 这 种 可 积 性 就 够 了 . 既然 它 点 态 地 比较 小 , 这 往往 更 容易 达到 . 我 们 
将 在 以 后 各 章 看 到 这 种 应 用 的 例子 . 


定义 (4.12) 设 0<r< o,fe I.. 定义 


f#(7z) = sup 记 inf 人 hl 一 srar) . (16) 


它 称 为 f 的 # 冰 数 (sharp function). 通 稼 有 简 记 为 f#. 
当 1 <r< oo 时, f# 也 可 以 定义 为 ( 仍 用 相同 记号 ) 


## (0) =sup (5 1- prar) , 0 


其 中 二 地 - | f(z)dz. 注意 , 用 这 两 种 定义 定义 出 来 的 函数 是 互相 控制 的 , 因而 认 


为 这 两 种 定义 是 等 价 的 . 当 r < 1 时 只 能 有 式 (16) 中 的 定义 . 式 (16) 或 (17) 中 的 定 
义 是 极 大 函数 与 BMO 函数 ( 见 第 四 章 ) 的 定义 的 结合 . 以 后 对 BMO 熟悉 了 , 就 会 
对 # 函数 理解 得 更 加 深入 . 

# 了 消 数 与 Hardy - Littlewood 极 大 函数 有 差不多 相同 的 可 积 性 ， 来 源 于 它们 满 
足 “好 和 不等式” 我 们 主要 讨论 用 二 进 方 体 来 定义 的 极 大 函数 与 # 函数 . 设 0 < 
r< oo. fe L7,.(R"). 对 每 个 二 进 方 体 J, 记 方 为 使 积分 [|f 一 fjl"dy 达到 极 小 的 


复数 (¥ ,> 1 时 也 可 按 记 号 fj 的 通常 意义 来 理解 , 即 f = 让 「 fay) 设 7 为 
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任意 二 进 方 体 , 定义 


1 
Mi(|f ~ f1|") = 一 — rdy， 
(|f — frl) 1 Sop ht fl dy 
#r 
万 7 = SP wt fy cl dy = ,sup 而 /1- fj| dy. 


定理 (4.13) 设 0<r< o,f € Ir.. 则 vv 二 进 方 体 I， 函数 对 (MIi(f - 
亡 门 ,F7) 与 (f77,MI(|f 一 |")) 一 致 在 工 上 满足 “好 和 不等式” 
定理 中 的 “一 致 , 其 含意 是 指 , 好 和 不 等 式 中 出 现 的 常数 均 与 I 无 关 . 


证 明 (f#7, Mi(|f -fr|")) 显然 在 T 上 满足 “好 和 不 等 式 ”, 因为 
f#r(z) < Mr( 一 万 门 z)，YzeL 
现 证 存在 a > 1,c>0, 使 v6 >0, 有 
mr -F171) > oA NH{ FT < BM 
< cBIIF{MI(|f = fl) >AMH, vA>0. (18) 
充分 地 只 需 考虑 > > 1 情形 . 因为 当 r < 1 时 , 由 于 
1 人 全 1 TT 
hay < pay, vcr, 
(fF — fr )¥(z) < fH (x), vr el, 
故 由 指标 为 1 的 情形 的 结论 ， 即 得 
TU 一 产 门 > am < BA 
<md( — F171) > oA}N{(f = fl")# < DA 
< cBIIN{MI(f = 户 门 > Xl. 


现 设 7 > 1. 注意 我 们 考虑 的 是 二 进 情况 , 因此 C_Z 分解 能 将 {Mjf > A} 确切 
地 表 为 二 进 方 体 的 并 . 设 二 进 方 体 了 与 > 0 任意 给 定 . 对 函数 |f _ 广 | 与 水 平 》 
在 了 T 上 作 C-Z 分 解 得 到 


NM F117) > A =U = er (19) 
k 


当然 有 一 种 可 能 是 C-2Z 分 解 不 能 进行 , 即 {Qk} 只 有 一 个 元 素 I. 此 时 式 (18) 是 目 
从 成 下 因为 如 以 TI 站 jz7 < BA} = 2 则 式 (18) 左边 为 0; 而 一 旦 存在 ze 了 使 


fai (7) < PA, 则 二 I 一 |f 一 frl'dr < cBA. 故 


c 


{z eI: MAF -10) > NI< SD fa < oll 
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这 正 是 式 (18) 右边 所 需要 的 . 这 说 明 C-2Z 分 解 不 能 进行 时 不 用 考虑 . 再 对 |f 一 fr|" 
与 水 平 2"+12 一 ! 入 = aA 在 I 上 作 C-2 分 解 , 得 到 


IN{Mr(|f — fr) > oN} = (ss, UIs Qe, Vk. 
k 7 7 


注意 我 们 有 
1 
万- | fldz < 2"X, vk, (20) 
1 
zi / f 一 万 | dz > 2n 二 127 一 入， vk, YI. (21) 
| kj 
由 此 推出 
1 n 
for -fr < 0 Uf- hdr < 2 Wh, 
1 . 
| If 一 for| dz > 2°"A, vk, vi. (22) 
;J k,7 
这 样 


IN{Mi(|f = Fi) > oA NIT < DA 
= UnsN{Fr < 8X} = U Un 
k 7 k 7 
其 中 U 表示 仅 对 那些 求 并 : 3z e Qe 门 {f77 < 6A}. 这 样 ， 


IN{MI(|f = F711") > oA}N{f# < BX 


< 23 用 本 < zi 5 | 一 jos dr 
k 人 


C / Tr 
< $5 [A ffi dr < 08 5 lan 
= cBIIN{MI(f = 711") > MH. 


式 (18) 获 证 . 定理 证 毕 . 
注 ” ”如果 不 考虑 二 进 的 极 大 算 子 与 # 算 子 , 则 因为 {z eT: M(|f -frl") > 六} 
已 不 再 严格 地 是 二 进 方 体 的 并 , 故 为 了 得 到 类 似 于 (18) 的 不 等 式 , 需要 适当 修改 论 
证 . 结论 的 确 是 成 立 的 , 并 且 Rn" 的 方 体 结构 也 不 是 必需 的 . 83.8 习题 24 中 将 指出 
我 们 可 以 在 只 有 距离 与 测度 结构 的 所 谓 齐 型 空间 上 建立 有 关 算 子 M 与 # 的 类 似 结 
论 . 
利用 定理 (4.13) 我 们 可 以 得 到 对 适当 的 8(w), 总 有 


| sr -es ae <ef Bl")de. (23) 
Rn Rn 
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定理 (4.14) 设 @(w) 是 Ri 上 限制 增长 的 连续 增 函 数 , 满足 8B(0) = 0. 设 
f elt, 使 用 ,GB( 凡 ")dzx < co. 则 存在 cr e C 与 仅 依赖 于 维 数 及 更 的 常数 c, 使 得 
式 (23) 成 立 . 


证 明 由 定理 (4.13) 与 命题 (2.12) 知 对 二 进 的 M 与 # 函数 , 有 
fst)ar <e f 0M)dz, Y 二 进 1 (24) 
既然 |f 一 frl” < M1i(|f — f7|"), F377 < f#7, ae. 于 I 上 , 这 当然 推出 
[A — fil’)dz < em)da Y 二 进 工 (25) 
I 了 
现 选 取 单 调 增加 到 R” 的 二 进 方 体 族 {I}, 并 设 m > n. 则 


Bfr, Fr)) < AB) fl) + Bz) fl))}, ae ze 
(fn — fr") < / (lf) -fi drt A / Bf(0) fr)de 


< #7 #7 ) 
< 下 LU/ sc z+ /std 


< ERO 
im 


这 说 明 cp = im fi, 存在 , 且 


cB") 


B(|fr, — cl ) < | 


因此 , 结合 (24) 与 (26), vn 有 
/so -cm)az 


(26) 


TL 


.< / (Mr, (lf = fr, dz + olnl@(Ifi, ~ el") 
< cB(F#"), 
令 nn 一 o0 即 得 (23) 定理 证 毕 
推论 (4.15) 若 feL?,l1<p<o, 则 
fs < cl 
其 中 c 与 f 无 关 . 
证 阴 只 需 对 @( = t? 用 定理 (4.14). 并 注意 到 此 时 


Cf 二 lim 万 二 0. 


. 186 . 第 三 章 常用 实 方法 


83.5 ”两 个 算 子 内 插 定 理 


我 们 将 在 第 七 章 比 较 系 统 地 介绍 算 子 内 插 与 空间 内 插 的 理论 . 但 因 内 插 的 概念 
已 成 了 实 变 理 论 中 很 基本 的 方法 之 一 , 况且 它 甚 至 在 本 书 的 开始 部 分 (如 第 二 章 ) 就 
已 经 被 用 到 了 ， 以 后 还 会 陆续 不 断 地 被 用 到 , 因此 有 必要 将 这 个 理论 中 最 基本 的 部 
分 , 即 Riesz-Thorin 定理 与 Marcinkiewicz 内 插 定 理 , 提前 到 这 里 介绍 ， 如 同 82 一 
样 , 本 节 的 舞台 是 一 般 测度 空间 . 
首先 讨论 Riesz - Thorin 定理 . 我 们 考虑 的 对 象 是 定义 在 0 有 限 非 久 测 度 空间 
(X, 多 ,内 上 的 简单 函数 空间 Sx 到 另 一 c 有 限 非 负 测 度 空 间 (Y, 多 ,v) 上 的 可 测 函 
数 空 间 .Ny 内 的 线性 算 子 T. 设 1 < p,q < oo. 我 们 要 讨论 在 什么 样 的 条 件 下 可 以 
保证 了 是 (L?(X), L(Y)) 有 界 的 , 或 称 是 (p,q) 型 的 , 意 即 
IT fllo < c|| flly, vf € Ox. (1) 
M. Riesz 在 20 世纪 30 年 代 发 现 , 如 果 (1) 对 两 个 比较 特殊 的 指标 对 (p;, gi),i = 1,2， 
成 立 , 则 对 所 有 那些 (p,q), 其 中 (3,2) 是 以 (二 ,= 为 端点 的 R? 中 的 单位 正方 
形 内 的 线段 上 的 中 间 点 , (1) 也 成 立 . 这 个 定理 称 为 Riesz - Thorin 出 性 定理 , 因为 
它 揭示 出 使 (1) 成 立 的 点 (3 > ) 的 集合 是 R? 的 单位 正方 形 内 的 凸 集 , 旦 算 子 范 数 
作为 点 (3,3) 的 函数 是 对 数 凸 的 ， 这 个 定理 的 证 明 是 用 复 分 析 , 主要 用 到 带 形 区 
域 的 Phragmen - Lindelof 定理 (我 们 已 经 在 82.4 用 到 了 角形 域 的 同类 定理 ). 
引 理 (5.1) (Phragment - Lindelof) 设 f(z) 是 闭 带 形 {z:a < Rez<B} 上 
连续 有 界 , 在 开 带 形 内 解析 的 函数 , 且 满 足 
flat+iy)| < M1, |f(B+ wy)| < Mo2， (2) 
则 对 带 形 内 的 任意 点 z0 = zo 十 iyo, 有 
(ze + iyo)| < Mi) MY ea)， (3) 


其 中 i() = 一 5 一 二 5' 是 一 个 在 t= 取 值 1 在 t= 取 值 0 的 线性 函数 

证 明 不 妨 设 Mi > 0. 考虑 g(z) = f(z)M7'“ M2"， 则 9 在 闭 带 形 上 连 
续 有 界 , 在 开 带 形 内 解析 , 且 满 足 (2), 但 对 应 的 Mi, Ma 为 1， 因 此 我 们 可 以 先 对 
Mi = Ma =1 情 形 证 明 引 理 . 设 7 > max(a?, 062), 考虑 


Gn(z) = g(z)e*(* WD, n=1,2,.... 
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由 于 对 z= z+iy,a zB, 有 


2 
YU 
的 


(2 1rRev2 22 zy 
ez (2 7Yy) 一 ee 元 (Rez 7) 一 e 7 e 7 < e 


知 Gn(z) 满足 同 g(z) 一 样 的 条 件 , 且 lim IGn(z)|=0 对 z 一 致 . 这 样 对 闭 带 形 被 
y = 土 N (NN 充分 大 ) 所 截 得 的 闭 区 域 应 用 普通 极 大 模 原 理 , 有 
IGn(z)| <&1, Vn, lg(z)| <1, Vz=7z+iy, or<p. 
因此 ( 令 n 一 o00) 
(zj 和 MI NM = MI MI, Vz=r+iy, argp. 


引 理 获 证 . 
比较 82.4 的 对 角形 域 的 Phragmen - Lindelof 定理 , 发 现 证 明 思 想 都 是 一 样 的 . 
先 在 f(z) 上 乘 一 个 带 参 数 的 因子 , 使 当 |z| 一 oo, 被 乘 以 后 的 函数 趋 于 0, 然后 在 有 
界 闭 域 上 应 用 普通 极 大 模 原 理 , 最 后 令 参数 趋 于 0 或 oo 取 极 限 即 得 . 
定理 (5.2) (Riesz - Thorin) 设 1< pi,g; < oo,i ==1,2,T 是 定义 在 一 般 测度 
空间 (X,4) 上 的 Sx 上 , 取 值 于 另 一 个 一 般 测度 空间 (Y,v) 上 的 Wy 内 的 算 子 , 满 
在 
7 fs; < cil|f ||yp;, 2 一 1,2, vf E OxX. / (4) 
义 V9 & [0,1], 人 记 
-一 -一 + 二 ， 二 = 一 十 一 ， (5) 


则 了 是 (p,q) 型 , 即 


TH < ce cslflly, Vf e L?(X,n). (6) 


证 明 记 二 -oo _ 6. 则 (@, Bi) 是 Rn 中 方形 {(@ 8):0< a8<1} 内 的 
点 . 对 0<0<1 令 


Qa= (1—0at+ba, B= (1- 0 +0p,, 
al(2) 一 (1 一 2z)al 十 zao2， BP(z)= (1— 2z)Bi 十 202. 


其 中 z 属于 闭 带 形 下 ={z=z+i;0O 和 有 和 z 所 1 当 z=010 时, (a(z),B(z)) 分 别 
是 (oa1,B1), (az,pa) 与 (oa,B). 设 fe Sx,jfl: =1. 则 


Tf 3 =sup{ | Tt:9 dv 


sr =1). (7) 
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固定 f,g, 考虑 积分 


1 = LT ‘9g dv. 
= |fle**,g = glez. 先 考虑 a > 0, 6 < 1 情形 . 令 
F(z)=|f| < er, G(z)=|g| ee, : (8) 
下 (2z) = / 下 (2 G(z)dr. (9) 


注意 对 每 个 固定 的 z, 由 于 f = 》|cjletwxp ,9g= 》 |dklezsxm， 故 
j=1 k=1 
全 
F(z)= 》 eilcy| “ xp,, 
1 


(A 
jw 122) 
一 > ilcj| = T'xp,, 


sy 8 入 oiluj+a 
D(z) = Sel dk| 8 et 0 | Tn, mdr 


j,k 


这 说 明 8(z) 在 B 内 解析 , 在 闭 B 上 连续 有 界 , 此 外 

Ba)| < TF GN < ellFON NG Ss,.- 
注意 当 Re z = 0 时 有 

上 EC = 由 1 = 1 (甚至 当 aa = 0 时 也 对 )， 
,2 = 用 9| | 一 1 (甚至 当 P= 1 时 也 对 )， 


这 说 明 在 Re z = 0 上, | 更 (z)| < c1. 类 似 地 在 Re z = 1 上 , 也 有 |B(z)| < cz. 由 引 理 
(5.1), 即 得 


T= |®(0)| < cite = el-009. 
这 证 明了 当 a>0, 且 8<1 时 
上 PH < cl collflly, vf eSx. (10) 


a=0 或 6=1 时 更 简单 . 当 a=0 且 6 = 1 时, (p,q) = (oo,1) 就 是 (pi;,gi), 没有 
什么 好 证 的 . 当 a > 0,6 = 1 时 , 此 时 必须 是 61 = 8。 = 1, 只 需 在 上 面 的 证 明 中 令 
G(z) = 9. 类 似 地 , 当 6 < 1,a = 0 时 只 需 令 F(z) = f. 这 样式 (10) 在 a,6 的 各 种 
可 能 成 立 . 有 了 (10), TF 可 以 连续 地 被 扩充 至 整个 L?(X), 且 (6) 成 立 . 定理 证 毕 . 

定理 (5.2) 的 最 典型 的 应 用 是 关于 Fourier 变换 的 Hausdorf - Young 不 等 式 , 我 
们 已 在 82.4 叙述 过 了 . 另外 一 个 简单 应 用 是 用 它 得 到 关于 卷 积 的 Young 不 等 式 . 我 
们 将 它 写 成 一 个 推论 , 其 证 明 本 质 上 不 依赖 于 了 "的 具体 结构 , 只 要 在 有 平移 不 变 测 
度 结构 的 对 象 (例如 局 部 紧 丈 交换 群 ) 上 讨论 就 行 . 但 我 们 仍 对 R" 进行 叙述 . 
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推论 (5.3) (Young) 议 1 < p,q < oo0,7 满足 


-li1+l_1>0. db 
六 p 9 
则 卷 积 算 子 
f * g(z )=/ f(y)g(z — ydy 
满足 


|f * gl < llfllylliglle- (12) 


证 明 固定 ge 19,1 < gq < oo. 考虑 作用 在 f 上 的 算 子 f 一 Tf=f*xg. 则 工 
是 (Li,L9) 有 界 的 , 算 子 范 数 < ||glla. 事实 上 这 可 由 Minkowski 不 等 式 得 到 


"MS (人 人 f(y) tw |g(z — aa) 
< (fla) ; (Un 避 


一 fl1liglla. 
此 外 , 由 H6lder 不 等 式 知 它 也 是 (57 , Zee) 型 的 , 算 子 范 数 < |l9ll。 即 
|f * glloo < ||fllellglls. 
因此 , 对 p 满足 1 <p<W 记 -= 1-t+ = 1- 了, 令 * 满 足 i Ti 


d d Dp 
根据 Riesz - Thorin 定理 , 知人 是 (L?,L") 有 界 的 , 且 算 子 范 数 < ||gll,. 推论 证 毕 . 


Riesz - Thorin 定理 可 以 自然 地 推广 到 多 线性 算 子 情形 ， 7 :fi fn) 一 
T( 甩 ,… , fn). 多 线性 的 意思 是 指 对 每 个 变 元 都 是 线性 的 . 


定理 (5.4) 设 7 是 定义 在 H 5x 上 取 值 于 .Uy 内 的 多 线性 算 子 ， 其 中 


(X15), (Yiv) 是 a 有 限 非 负 测度 空间 又 疫 了 是 ( | 而 型 的 , 且 
有 算 子 范 数 ci,2 二 1,2, 即 


To fo < ellis i= 2 (13) 

2 二 2 

其 中 所 有 (oa 6) 均 在 单位 正方 形 内 . 则 vt e [0,1], 令 
一 (1 —t)at 十 ta ， b= (1 — #8 + #8, 7 一 1 ) 7 (14) 


有 
[Tf fn) =H fi Ve Sx; (15) 
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有 目 当 @j > 0,7 = 1 ,n 时 , (15) 可 以 扩充 至 HL £306) 
证 明 完全 平行 于 定理 (5.2) 的 证 明 , 便 可 得 结论 (15). 现 补充 最 后 断言 的 证 明 . 
注意 到 
Tf, ,DD) 一 开放 ,FO) 
< TC, f° ,8)) — TD), 18 ,fA)))| 
+|IT(F0, f2°) ,7 ,8)) 一 下 (站 fAE))| 
二 二 (一 人) 
则 - 
TO), 一 (并 AD) 
mL 一 1 六 
< 


JI 一 | 
这 说 明 对 任意 ( 户 ，… , 记 ) < TIZCD)， 设 (/ 扣 ,78) 是 LSx， 中 的 在 
让 (6) 中 收 化 于 ( , 所) 的 序列 , 则 


T(f(®),... , f%)) 


是 L#(Y) 中 的 Cauchy 列 . 从 而 连续 扩充 成 为 可 能 . 定理 证 毕 . 

Riesz — Thorin 定理 虽然 有 很 大 用 处 ， 但 有 两 个 缺点 ， 第 一 ， 算 子 要 求 是 线性 的 ， 
第 二 , 在 端点 空间 , 算 子 要 求 是 强 型 有 界 的 . 这 限制 了 它 的 应 用 . Marcinkiewicz 的 下 
述 改进 弥补 了 这 两 个 缺陷 , 但 也 牺牲 了 两 个 优点 , 一 是 指标 间 大 小 顺序 有 所 限制 , 第 
一 是 算 子 模 的 估计 没有 这 么 简单 清楚 了 . 当 被 内 插 的 点 (Ss > ) 趋 于 端点 时 , 算 子 模 
的 无 穷 大 阶 比 较 复 杂 一 些 . 下 述 算 子 的 弱 有 界 性 , 或 弱 型 概念 是 这 类 内 插 定 理 的 关 
键 概 念 . 


定义 (5.5) 设 D 是 o 有 限 非 负 测度 空间 (X, 由 上 的 某 些 可 测 函 数 构成 的 线 
性 空间 定义 在 其 上 的 算 子 了 称 为 次 线性 的 , 如 果 


TODI < MT WeC, vieD. 0 
IT(f+o)| < IT(f)| +|7(9)l, vf,g ED. (17) 

T 称 为 拟 线 性 的 , 如 果 (17) 改 为 z 加 
IT(f +g)| < cr(T(f)| +|7T(9)|), vf,g ev. (18) 


其 中 cr 是 不 依赖 于 f,g 的 常数 . 
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定义 (5.6) 定义 于 上 述 (X,J 上 简单 函数 类 Ss 上 的 次 (或 拟 ) 线性 算 子 称 为 
弱 (p,g) 型 的 0 <p < < wo, 车 


[Tf lw = sup(° NTS > AD selflp， Vf es. _ (19) 


或 等 价 地 人 : 
[Tflwes = supt* (TH)*(t) < clfllp, vf eS (20) 


其 中 | wr 也 称 弱 L539 模 . 

显然 , 算 子 的 强 (p,q) 型 蕴含 了 弱 (p,q) 型 , 因为 Tflwzrs < Tf 

在 第 二 章 中 引入 的 Hilbert 变换 万 与 共 斩 函 数 算 子 ~， 本 章 引 入 的 Hardy - 
Littlewood 极 大 函数 M, 都 是 弱 (1,1) 型 的 . 

下 面 是 简单 指标 情形 下 的 Marcinkiewicz 内 插 定理 . 


， 定理 (5.7) (Marcinkiewicz) 设 了 是 定义 于 (X 个 的 Sx 上 的 拟 线性 算 子 
取 值 于 (Y,v) 上 的 .Ny 内 . 设 了 同时 是 弱 (1,1) 型 与 弱 (7,7) 型 , 1 < r < co, 或 
r = oo 时 是 强 (co,co) 型 . 则 Yp,1 < p < 7,T 也 是 ( 强 ) (p,p) 型 , 且 算 子 范 数 


1 1 \? 
“0 (it) ) 


证 明 设 f € Sx, 和 > 0,， 考虑 分 布 函 数 orr(A) = HITH > 间 . 令 五 = 
fx l>a; f2 = fxdfisa}. 则 


{|7f| > 2crA C {Ti| > AHU{ITF2| > A\}, 
oTf(2cTN) & oT (N) + oTf,(N). 


由 了 的 弱 (1,1) 型 与 弱 (7,7) 型 假定 (> < co) 得 
ory(2er < NA + (Al ) 


< Vat ra 
{|f|> 和 } {|flsA} 


I7flp = < | Xp-lorr(2crAJd》 
0 | 
sef wf Watef wf ra 
0 {|f|>A 和 } 0 {|f|I< 和 A} 


If| oo 
-cf | Ne-2dMlflau+e 人 / A?-"- dAfl"dp 
XJ0 XJ|f| 
1 


1 
=0 (lB+ 一 ) 


进而 
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当 了 = co 时 由 {| 了 Tf| >c cr 和 A} <c {TT 有 | > 和 } 知 讨论 是 一 样 的 . 这 证 明了 定理 . 

这 个 内 插 定 理 的 最 典型 应 用 自然 是 应 用 于 Hardy - Littlewood 极 大 算 子 、 
Hilbert 变换 及 共 轿 函数 算 子 ， 下 面 给 出 的 一 个 应 用 是 Hausdorff - Young 不 等 式 
的 一 种 推广 . 

推论 (5.8) (Hardy - Littlewood) 设 w(z)dz 是 R* 上 测度 , 其 密度 w(z) = 
Iz|-?2-?), 其 中 1 < p< 2. 则 Fourier 变换 是 (L?(R", dz),Z2( 了 "wdz)) 有 界 的 . 


证 明 考虑 算 子 
T: 一 Th THE)=IEPFE), vie () Lr(R"). (21) 


1<p<2 
则 Plancherel 定理 说 了 是 (2(R",dx), L?2(R",|é|-22de)) 有 界 的 .要 证 明 它 也 是 
弱 (L1(R", dx), ZI(R" ,Ed)) 有 界 的 . 一旦 获 证 , 则 它 将 是 (L?(R", dzx), L?(R"， 
lI|-2?4é)) 有 界 的 , 即 


| Fale" mae = | Tle "de <e fi?dzx. 
R? RR? Rn 


现 证 了 是 弱 (L1(R", dx), L1(R",|é|-22qé)) 有 界 的 . 注意 iw < | 及, 则 对 入 > 0， 
有 
ry en 
{€: EPIAO > Mc 1 Im > 人 


故 


é| -dé < él-2nge = SA. 
hres | hi A } | A 


fl 
这 就 完成 了 推论 的 证 明 . 


83.6 经典 奇 异 积 分 算 子 的 LF 有 界 性 


R" 上 奇异 积分 算 子 理论 不 仅 在 其 他 分 析 领 域 有 很 多 应 用 , 而 且 在 实 分析 范 围 ， 
它 占 有 一 个 中 心 的 位 置 . 本 章 只 讲述 其 中 卷 积 型 的 经 典 奇异 积分 算 子 的 L? 有 界 性 . 
关于 奇异 积分 算 子 的 深入 内 容 , 以 后 各 章 还 会 不 断 涉 及 . 


定义 (6.1) 所 谓 经 典 的 奇异 积分 算 子 是 指 由 满足 如 下 性 质 的 R* 上 的 奇异 核 
K(z) 定义 的 卷 积 算 子 , 积分 取 主 值 意义 . 


f=» Tf, THz)= pv 人 Klz Wf(y)dy 


= lim K(x — fdy. (1) 


~ Jlz-y>e 
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核 满 足 的 条 件 , 称 为 Calder6n 一 Zvgmund 核 条 件 , 是 


K(z)| < Blel-", Vr #0, (2) 
K(z) ~ K(e)| < Blz ~ zh la" le -2 < lel (3) 
其 中 0 <xy<<1, 以 及 
| KkK(r)dr=0, 0<r1<r2<o0. (4) 
ri<|zx|<r2 


经 典 的 奇异 积分 算 子 是 A. Calder6n - A. Zygmund 于 20 世纪 50 年 代 初 开始 
进行 研究 的 . 以 后 L. H6rmander 引进 了 如 下 稍 弱 一 些 的 条 件 


定义 (6.2) 如 下 条 件 称 为 Harmander 条 件 : 
| KG- -Kldz <B, Ww, ly>0 (5) 
zl>2g| 


注 ”这 个 条 件 基本 上 可 以 代替 (3)， 特 别 在 本 节 , 我 们 将 在 条 件 (2),(5),(4) 下 
讨论 奇异 积分 算 子 了 的 LP 有 界 性 , 1 < p < oo, 以 及 弱 [1 有 界 性 ， 先 应 用 
Calder6n 一 Zygmund 分 解 , 讨论 弱 L! 有 界 . 


引 理 (6.3) 设 K(x) 是 一 个 满足 (5) 的 奇异 核 , 使 得 由 (1) 定义 的 主 值 奇异 积 
分 算 子 T 是 [2 有 界 的 . 则 工 可 以 扩充 为 弱 L! 有 界 的 算 子 , 且 界 只 依赖 于 (5) 中 
的 常数 B 以 及 了 的 瑟 界 . 


证 明 设 太 e 万 自 友 ,入 > 0. 对 与 水 平和 作 Calder6n - Zygmund 分 解 ( 见 
83.3 定理 3.7), 得 到 不 交 方 体 族 {Qk} 满足 


1 n 
< Bh Me <? 入 ， 
用 入 ae. 于 (Ve . 
k 
作 分 解 f=9g+h, | 
h= >》( — fa,)Xe. = Dm 
1 


3 本 lg 人 十 ul+ltzs U 5 : [Th| > A 
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对 于 第 一 , 二 项 , 显然 有 

ll + la < ol te lo < lh 
对 第 三 项 , 我 们 要 用 到 hi 支 于 Qk, 且 积 分 平均 为 0 的 性 质 . 因此 
1z E (Ut) : |Th| > | 
< 人 三 idz 


2 有 K(x oy) — K(z — ye)llhas(y)ldydz 
(QA) SO 


| lhl) 上 KG —Y) — K(z yr)ldrdy 


这 样 , 我 们 已 证 得 

HH> A < FFI, vf e DNL?. 
既然 大 站 天 在 L! 中 稠密 , 由 此 即 知 了 可 以 扩充 为 一 个 弱 L! 有 界 的 算 子 , 且 其 界 
保持 不 变 . 这 就 证 明了 引 理 . 

注 证 明 中 , 我 们 把 f 分 解 为 g 与 h 的 和 , 其 中 ge IL?2, 有 较 好 的 性 质 , h 的 值 
较 大 , 但 它 可 分 解 为 文 于 Qi 的 hi 之 和 , 而 hi 的 积分 平均 为 0, 这 种 分 解 被 称 为 函 
数 的 Calder6n 一 Zygmund 分 解 . 它 是 实 分 析 中 的 最 里 要 的 技巧 之 一 , 以 后 我 们 还 会 
每 次 倍 到 它 或 它 的 变形 . 

在 L2 有 界 性 这 一 附加 假设 下 , 我 们 已 得 到 了 了 人 的 弱 L! 有 界 性 . 现 想 法 补 证 
2 有 和 界 . 为 此 , 我 们 先 加 一 些 假定 来 证 明 L? 有 界 性 , 然后 再 去 掉 这 些 附加 假定 . 


引 理 (6.4) 假设 K(z) e LI?, 且 K 的 Fourier 变换 满足 
KE(e)| < B, ae. (6) 


则 卷 积 算 子 f 一 Tf = K*f, 是 L? 有 界 的 , 且 界 只 依赖 于 (6) 中 的 常数 B, 而 与 K 
的 L2 模 无 关 . 
根据 Plancherel 定理 , 这 是 显然 的 . 


定理 (6.5) 设 K(z) 满足 (2),(5),(4). 则 由 (1) 定义 的 奇异 积分 算 子 T, 其 中 极 
限 理 解 为 二 中 收敛 , 是 L? 有 界 的 , 界 只 依赖 于 (2) 与 (5) 中 的 常数 B. 
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证 明 对 = > 0, 考虑 由 核 Ke(z) = 人 及 (Z)X{flzlze} 定义 的 奇异 积分 算 子 工 . 
Tf(z)=/ Kf -Wdy= | KW 一 人 四 (7) 
|yl>e R™ 


我 们 断言 核 K。 对 < 一 致 地 满足 (2),(5),(4). 事实 上 , 只 有 条 件 (5) 需要 验证 . 对 取 
定 y,z 的 位 置 只 能 有 下 述 三 种 情况 . 即 z 与 x -yy 同时 在 以 原点 为 心 , s 为 半径 的 
球 内 或 球 外 , 此 时 K。 就 是 K 或 0, 当然 有 式 (5) 所 示 的 估计 . 第 三 种 情况 是 一 在 球 
内 , 一 在 球 外 . 如 果 lz| > se,|z 一 中 < 这 时 简 记 ze 五 , 则 (注意 Iz| > 2|y|) 


2| 
3 <Iz-Yy<s, Ee < |z| < 2e， 


总 之 , |z| = 关 1 民 一 外 而 此 时 的 积分 区 域 包含 在 以 原点 为 心 , 以 < 与 2s 为 半径 的 
球 环 内 , 故 


| [Ke(T—Yy)— Ke(x)|dr < cBe "ee = eB. (8) 
{lzl>2Ilyl} NE | 
如 果 |z| < e,|z 一 y| > es, 类 似 地 有 
. 3 3 
| < 一 < A aA) 
e<|r—yl 517| < 5 


同样 有 (8). 现在 我 们 断言 K.(&) 一 致 满足 (6). 注意 Ke L?, Founrier 变换 是 通常 
意义 下 的 . 我 们 有 


Ks = ao lm eK (rT) dr = lim ao / + . 
Ro00 J|zlgR R00 Iz|g 佑 J/ 规 SIzI&R 


|é| 
现 分 别 俩 计 两 个 积分 . 根据 (4), 知 


1 


| 


对 第 二 个 积分 , 我 们 取 y 使 e% = -1. 例如 y = | 作 -2r6 就 行 . 这 样 我 们 有 


/ Ke(r)e dz - 
高 <lzl<R 站 


{Kee 
Iz-ysR 四 | 


/ Ke(z)(e '** 一 1)dz 
Iz|< 凋 


< cl / zl|Ke(z)ldz < eB. 
jz|< 剖 


一 -| z Ke(T 一 人 ed 
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从 而 
/ Ke(r)e ®tdzr 
_1 —iT:E I 
;| ca) -Kee We ede ts (9) 
其 中 
— 一 2 _ 一 27'6 
A 人 Ke y)e dz | sear V)e dz 
全 kK, d ? 
< /cala 
这 里 DD 是 集合 [2: < lz < 与 t 和 < lz 一 y| < R} 的 对 称 差 ,而 |y| = 
1 
a 因此 只 要 取 c 适当 大 , 便 有 二 Ei < < Et 故 


DC 人 zl SUE Iz| OR}.L 
这 样 , 注意 到 -中 > 时, 有 


hs z - Dar eB | 


此 外 (9) 中 右边 第 一 项 满足 


dz 十 cBR" [ dr < cB. 


slz|< 厨 c-1RS<|z|I&eR 


| (Ke(w) ~ Ke(z ~ YW)e- td 


何 科 zs 区 


< / Ke(7) Ke(7 Vldz < b, 
|z|>21yl 


其 中 c,B 均 与 < 无 关 . 这 就 证 明了 Ts 是 在 L? 一 致 有 界 的 . 现 证 在 L? 的 一 个 
稠密 子 集 上 , Tf 在 L? 中 收敛 , 从 而 Vf e 到,TF 作为 Tef 在 L? 中 的 极限 存 
在 , 且 满 足 lzHlz < clfll2,c 只 依赖 于 条 件 中 的 常数 B， 这 个 稠密 子 集 可 以 取 为 
Clo = {f € Clsupy 紧 }. 在 这 样 的 稠 子 集 上 ， 


ra= /Ke wat / K(f -WD) fe) 


|v| 之 1 


中 这 里 a 心 5b 同 82.2 脚注 中 所 述 一 样 理解 . 所 谓 非 负 量 a = 是 指 存在 正常 数 c 使 o la < b < ca. 
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第 二 个 积分 支 于 z 的 一 个 紧 集 上 , 且 对 z 一 致 收敛 于 
[KW -fdy 


故 也 在 L? 中 收敛 . 定理 全 部 获 证 . 
定理 (6.6) 设 K(x) 满足 (2),(5) 与 (4). 则 由 (1) 定义 的 经 典 奇异 积分 算 子 
对 U L? 有 定义 , 且 是 弱 L! 有 界 的 , 强 L? 有 界 的 , 1 <p < co, 且 了 的 算 子 范 数 只 


p 之 1 


依赖 于 条 件 中 的 常数 B. 


证 明 我 们 已 在 定理 (6.5) 中 证 得 , Vf e 2,Tf 可 以 被 定义 为 {Tf} 在 [2 中 
的 极限 , 且 工 是 [2 有 界 的 . 引 理 (6.3) 告诉 我 们 工 在 L! 上 有 定义 , 且 是 弱 L' 有 界 
的 算 子 . 应 用 Marcinkiewicz 内 插 定 理 (5.7) 于 每 个 有 下, 知 对 1<p<<2,{Te} 是 IL? 
上 一 致 有 界 算 子 族 , 且 它 在 L? 的 稠密 子 集 Cl 上 收敛 . 故 对 fe L?, Tf 可 以 定义 
为 { 华 月 在 Z2 中 的 极限 , 且 所 得 到 的 算 子 是 L? 有 界 的 . 对 p > 2, 由 于 了 本质 上 
自 共 斩 , 知 了 也 是 L? 有 界 的 . 且 所 有 情况 下 , 算 子 模 数 只 依赖 于 条 件 中 的 常数 . 定 


注 如果 考虑 { 工 } 的 极 大 算 子 T*, 则 可 知 Vf e U L?, {Tf} 几乎 处 处 有 极 
2 之 


限 , 即 工 可 以 定义 为 {Tf} 的 点 态 极限 . 由 于 我 们 将 在 85.2 对 更 一 般 的 奇异 积分 算 
子 做 这 样 的 工作 , 此 处 就 不 讨论 这 一 问题 了 ; 

我 们 将 奇异 积分 算 子 的 其 他 深入 一 些 的 性 质 集中 在 第 五 章 介 绍 . 这 里 我 们 先 把 
它 的 一 个 典型 例子 , 作为 Hilbert 变换 的 直接 高 维 推广 的 Riesz 变换 , 作 稍微 仔细 一 
点 的 描述 . 甚至 其 中 出 现 的 常数 也 予以 精确 化 . 涉及 到 Fourier 变换 与 卷 积 时 应 用 


人 十 
Rn 上 的 规范 化 测度 codz， 仍 用 cv 表示 特定 常数 -2 全, 它 的 几何 意义 是 二 
是 5S,(R"+1 中 单位 球面 ) 的 面积 . 令 
Kls) = 让 Z 一 (zl ,Tn), j=1,.…,n. (10) 


既然 K = Kj 满足 |VK(z)| < clz|-"-1!, 故 K 满足 条 件 (2),(3),(4). 用 K; 作 核 作 卷 
积 , 便 得 到 Riesz 算 子 


Rf(o) = pv | fe ydy 0 


Rn |2|" 二 : 
由 定理 (6.6) 知 Rt; 是 弱 (1,1) 型 与 强 (p, D) 型 的 ， 1 < D < oo. 现 从 Fourier 变换 的 角 
度 考察 R;. 我 们 可 以 更 一 般 地 考虑 形 如 KK(z) = (中 的 核 ,其 中 Q(z) 是 零 阶 齐 次 


Ea 
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的 有 界 函 数 ， 在 单位 球面 5,_1 上 满足 7 阶 Lipschitz 条 件 , 且 js ,9(z')dc(z) = 
这 样 K 便 满足 (2),(3),(4). 这 时 , 有 


命题 (6.7) 设 K(r)= 1 如 上 , 则 Yz = |zlz' 有 


K(z) = on / 区 一 一 一 Tsent 中) 9(y )dc(y )， =“ (12) 


2 
证 明 考虑 K 在 球 环 = 和 |z| < nn 上 的 截断 . 则 


ao lk ,( p(T )=| 人 e 一 让 zlrr 1 Q(y Tgo(y 人 
Sn—1 


-人 fe (eilzlre 2 一 coslzlr)9 (vy) Tdoly 1) 
= /Inlay 0 zy， 


其 中 本 
Leney) = (ei 一 eoslzm 宁 ， 


7 Sin Zrz .vy’ 
/ Zrz .y dr 
J 7 ， 


它 对 z,y 一 致 地 关于 s,7 是 有 界 的 , 其 极限 为 


这 个 积分 的 虚 部 是 


-人 nt sgn( 2 村 ') = 一 sgn(z/ ， y'). 
其 实 部 关于 E, 有 上 界 clog 7 | +c, 且 极限 为 


im /2 hr) (0) log (5) , 


< 一 0,7 一 co J。 7 


其 中 h(7) = cosm 入 = |zlz .yy ,k= |z|. 而 QQ 所 满足 的 条 件 保证 


ne 


Rs) =o lm lens) ) do(y) 
S， | E 一 0,77 一 Co 


im 
E 一 (77 一 Oo 
一 Qo / (nc “VY 十 log 7 ] 7 Qlvy ldo(y ). 
这 证 明了 命题 , 
注 特别 对 0,(z) = -一 ,我们 有 


Rj(z) = i, j= bn (13) 
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这 因 , 若 记 yj 为 WE 5%_1 的 7 分量, j = 1,… ,n, 则 由 对 称 性 , 显然 有 
| log - 一 一 一 jdc(y ) = 
| 
同时 , 我 们 有 


Tn 


-io / sgn(7’ .WU do) = 一 和， Vz. 
Sn—1 


式 (15) 可 以 如 下 看 出 . 考虑 R* 上 定义 的 有 界线 性 泛 函 


[:h— ze 人 sgn (x . y')h 。 y'do (yy'), 
Sn—1 


其 中 z e R" 固定 . 由 数学 分 析 中 的 一 个 事实 知 
lz ) = zon / sgn(Z 2V)T .Ydol(y) 


下 


-3 人 leoseldo() =1, 
其 中 9 是 变动 向 量 y 与 固定 向 量 r' 之 间 的 夹 角 , 这 样 , 必 有 

I((h)=h.7’ = i Vvh e R". 
特别 令 h = ej, 即 R* 中 第 ;j 个 坐标 向 量 , 即 得 


zo sgn(z . y )y;do (vy;) 一 7 VT E RR”, 7 一 ] ， ,hn 
Sn— 1 


Iz| 
这 就 是 所 需要 的 (15). 结合 (14),(15) 得 到 (13). 
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(14) 


. jg 


(16) 


(17) 


(18) 


由 于 Riesz 变换 R; 有 通过 Fourier 变换 的 如 此 简单 有 用 的 表示 ， 因此 它 可 用 来 


作为 联系 偏 微 商 运算 的 各 种 组 合 间 的 媒介 , 例如 我 们 有 


2 
>_R?=—1l, 
j=1 
9020 
RL 人 
OTjO0xk Rly 


这 只 需 计算 两 边 的 Fourier 变换 : 
(Sx) © )= 二 ( -省 P(E) = -六 
( 5 ) © iti P(E) = —(RjREAp) (人 
DZzjDOzkx JR 了 
显然 , 公式 (19),(20) 在 偏 微分 方程 的 先 验 估计 中 是 很 常用 的 . 
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83.7 Littlewood 一 Paleyv 函数 与 乘 子 理论 


本 节 内 容 涉 及 L? 空间 的 Fourier 分 析 . 其 中 9 函数 概念 是 Littlewood - Paley 于 
20 世纪 30 年 代 引 进 的 . 其 目的 是 为 了 弥补 不 能 由 Fourier 变换 的 大 小 来 判定 函数 本 
身 是 否 属于 L? 这 一 缺陷 . 古典 的 Littlewood - Paley 定理 说 , f € L?(T),1 < Pp < oo， 
当 且 仅 当 由 它 的 Fourier 级 数 构成 的 9 函数 属于 LP?, 其 中 


n=0 |2n <|kl<2"+1 


g(f,7) = 5 
且 lg( 六 ls | 在 RR* 上 ,g 函数 通过 Fourier 积分 自然 地 应 被 定义 为 


~ 2\ 3 
rT) 一 Fy iT:E | 
9g(f, 7) 王 人 flé)e™ tqé (1) 
现在 流行 的 定义 是 先 把 离散 和 (1) 改 为 连续 积分 
2 3 
dt 
外 


| / | He 


然后 再 把 Fourier 变换 在 球 环 {&€ : 2t < | < 2t+1 上 的 局 限 改 为 一 个 光滑 截 
断 . 设 V(z) 是 一 个 充分 好 的 径 回 函数 , 使 其 Fourier 变换 文 于 某 个 球 环 , 例如 可 


设 suup DE) c 人 > < |é|< 2} 且 在 一 个 小 一 点 的 球 环 上 , (6) = 1. 对 t+>0 如 


通常 那样 令 bw(z) =t"y ( 2) . 则 各 (6) = V(t6). 注意 站 支 于 { 二 和 人 < i 
这 些 球 环 对 不 同 的 上 本 质 上 是 不 交 的 . 这 里 “本 质 上 ”的 意思 是 对 t = 27,n e 2, {é : 
2-o+D < |e| <2-(m-D} 仅 有 三 个 相 邻 的 彼此 相交 . 因此 

pe * F(T) = (PE) FY (2) 


可 看 成 对 Fourier 变换 作 光滑 截断 得 到 的 函数 . 它 代替 (1) 中 的 [5, < zr Ge ed 
便 得 到 9 函数 的 近代 定义 . 进一步 , 定义 中 的 y(z) 还 可 要 求 得 少 一 些 , 例如 设 y(z) 
是 R” 上 适当 光滑 的 径 向 实 值 函数 , 满足 


yojdz=0， 上 MOP& =c>0 (2) 
Rn R™ 
wo) + Vw) < cl + lo) "re, >0, va, (3) 
其 中 是 梯度 算 了 ， 人 L ) z 
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定义 (7.1) 设 w(z) 如 上 ， (2) 中 c 适当 规范 , 则 9 函数 算 子 定义 为 
一 * 二 (人 2 ” ? 
显然 g 函数 是 定义 在 LU L? 上 的 一 个 非 负 次 线性 算 子 . 我 们 来 证 明 9 函数 算 子 
是 [2? 有 界 与 弱 L! 有 界 的 . 
定理 (7.2) 我 们 有 


lg(f)ll2 = cllflle, vf erL’. (5) 
证 明 先 证 恒等式 


of i flzjglzjdz= {hex F(a) wer Be), hger?. (0 
RT 
事实 上 , 由 于 Vwe 7 知 WE) = O 


o ( 言 ， 当 |e| oo0. 同时 由 于 zz e LL 知 仿 
可 微 , 特别 多 (&) = 


O(|#|) 当 & 一 0. 因此 积分 hb Ww OP qr = c 收敛 . 故 


/= 四 三 人 (we * f(T)) (Wr *T (2) ee 
mf Le f(€) Fé) (Od 
-| Re f(é £) lim p(t i dé 


éle 
-人 GG 


在 (6) 中 令 g = 7, 便 得 定理 所 要 求 的 结论 . 
定理 (7.3) 9 函数 算 子 是 弱 L! 有 界 的 . 


证 明 元 全 于 行 于 经 具有 于 积分 算 子 情形 . 设 fs Li, 和 > 0. 作 Calder6n- 
Zygmund 分 解 得 


f 一 9 十 几 ， 9 一 j XUeQuye + 2 josxen 


h= > ( (f — ja XGA 一 Dm 
1 
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其 中 9 与 h 满足 
lglloo < cA llglli + > [hglli < elf 
> Qk| < of supphx C Qk, 
| hrdx = 0, Vk. 
因此 
{9(f) > 2AH < 7 + Su + > > |s, 9 (hg)dz, (7) 


[ares (rt (SD 


注意 ( 因 |z 一 yk| > |y 一 yklj, Vr € (Qx)°, Vy € Qk) 


= cly — yrl(t + |z — yrl) "ts, 
我 们 得 


|z— yk | 
|, g(hx)dz < cm |, [(Qk) {/ IT— yr| te Tdt 
(Qk)° (Qk)° 0 


1 


OO 2 
|z—yk| 


(kj)dz 
< col / z kjoz < cllhxlli. 
[zyrl>cl(QE) IT — Yk| : 


代入 (7) 即 得 定理 结论 . 证 毕 . 

由 Marcinkiewicz 内 插 定 理 即 得 g 函数 算 子 是 L? 有 界 的 , 1 <p < 2. 但 因 g 函 
数 算 子 只 是 次 线性 的 , 无 法 直接 应 用 对 偶 原 理 得 到 p > 2 的 结果 . 因此 我 们 借助 于 g 
算 子 在 Zee 上 的 表现 . 


定理 (7.4) 设 fe zee 使 g(f) < oo,a.e.. 则 存在 不 依赖 于 了 的 常数 c, 使 得 
g(f) 的 # 函数 满足 
lg(f)* loo & cllfllo: (8) 


83.7 Littlewood — Paleyg 函数 与 乘 子 理论 203 . 


证 明 设 feLw 使 9(f) < oo, a.e.. 任 取 方 体 7 边 长 5. 令 了 = 广 十 户 , 户 = 
fxz, 了 表示 了 的 适当 扩大 . 则 对 几乎 处 处 zs JT,c 二 g(f1)(xo0) < co. 取 定 这 样 的 一 个 
0， 则 


/ sdar < / glfilaz + / Ig(fa) — oldz 
< ( / gf ae ) +7 < aI + 


其 中 第 一 项 的 估计 用 了 9 是 L? 有 界 的 . 对 J 的 估计 , 用 Minkowski 不 等 式 我 们 有 


(oi) 

(rss (es) 
[Fmt Ge() -7)) oe) 
caf (TEC -NY 4 


< cl 上， 


其 中 用 到 了 (注意 zx, zo eye 卫 ) 


y (2 7 !) 一 (=) < cl(D(t+ly— Tol) ”人 


这 样 我 们 得 到 


dt 

t 
2 

at 


] 人 . 
/9D) -das < olflloe, 
定理 证 毕 . 
现在 我 们 可 以 得 到 g: 函 数 算 子 的 L? 有 界 , 1 <p < cx. 
定理 (7.5) (Littlewood - Paley) 我 们 有 
cillfllp < lg(fllp < czllflly, Vp, 1<p<o%, VfeL?. | (9) 


证 明 先 证 lg(f)|。 < cllfllp. 既然 p < 2 时 由 弱 (1,1) 型 与 (2,2) 型 推出 故 只 
考虑 p > 2. 令 sf = (g(f))#,Vf e 世人 门 L?, 这 是 f 的 次 线性 算 子 . 则 由 定理 (7.2) 
与 定理 (7.4), 知 z 
lsfll2 = llg(f)* lz < ||Mg(f)ll2 < cllg(f)ll2 < cllflls, 
lsflo 一 |g(f)# oo < | fllw, 
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故 由 Marcinkiewicz 定理 知 sj < cllflly,vf ee 世 门 L?. 由 于 g(f) € ,根据 83.4 
的 推论 (4.15), 知 g(f) 本 身 满足 


人 gf Pdr sc (ee ((g(f))#)rdz < clfls, ve LMNL?. 


对 一 般 js L?, 令 fe 如 门 L?,||f 一 fl, 一 0, 则 因 任 意 次 线性 算 子 了 均 满 
下 |Tf 一 Tg| < |T(f -g)|, 这 说 明 {fn} 是 L? 中 Cauchy 列 推出 {TT 所 } 也 是 LP 
中 Cauchy 列 , 从 而 Tf 可 以 作为 Tf, 的 极限 而 连续 地 扩充 至 整个 L?, 并 且 满 足 
ITflly < cl|flly. 特别 地 知 9 函数 算 子 满足 ||g(f)|| < cl/ 

现 证 反 向 不 等 式 . Vf e 天门 pg e 2 门 L? ,我们 有 


一 d 
Mf» sup { a0 人 fgdz 
ep ao 人 ， Cr fhe #9) 

| 


< cao sup | g(f,7)9(9, ojdz 
9 JR" 


< cl9( 旋 | sup |g(g)l|py < cllg(f) ly. 


‘ge LN, lgly <1\ 


现 设 fe LP, 找 {fn} cP,f 一 了 在 LIP 中 , 则 g(f.) 一 g(f) 在 IL? 中 , 且 
[fl = lim ll se lim lg(fn) ls = cllg Pls 


这 完成 了 定理 的 证 明 . 
在 下 一 章 讨 论 Hardy 空间 的 特征 时 , 将 看 到 4 函数 的 作用 下 面 我 们 引入 9 函 
数 的 一 些 变形 ， 并 由 此 得 到 Mihlin - Harmander 乘 子 定理 . 


定义 (7.6) 设 yw(z) 如 上 ( 见 定义 7.1), 入 >1. 定义 


(fz) — (A [i) Wf- Pe) ， ‘werm Qo 


p 之 1 


我 们 的 第 一 个 结果 是 当 p > 2 时 , g、(f) 的 LI? 模 被 g(f) 的 L? 模 控制 
定理 (7.7) 设 1< 和 入 <o0,2<<p<o. 则 


gs (ls < cpallg Ps < cpalflo, vf (11) 
证 明 我 们 要 指出 对 任意 非 负 可 测 函 数 o, 有 | 
/ (fpdz < | (Ff) Modz, (12) 
Rn Rn 
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其 中 M 是 Hardy - Littlewood 极 大 函数 算 子 . 假如 (12) 已 证 , 则 当 p = 2 时 , (11) 
便 可 由 M 的 Lw 有 界 性 得 到 . 当 p > 2 时 , 设 9 是 5 的 相伴 数 


[A 


Dj| wlla<1 
< supe | gy (FMopdz 
p R™ 
< cxlg( Plo sup [Moyll, 


< cp,sllg(f) lz. 


现 回 头 来 证 明 (12). 我 们 有 


/ fA(f)pdzr 
RR 


oo | 入 7 了 
-人 / 上 (二 be * (WP ST p(z)dr 


OO 入 n 
1 1 dt 
一 * 2 一 一 -一 一 一 ad 一 一 
hh hws (Fe ) odrdyd 
< / | he FNP gup OO p(z)drdy 
Rn J0 t t>0 Rn (t+ |r oy))*" 


<of g (f)M odz. 
RR 


定理 证 毕 . 
下 面 讨论 用 Poisson 核 取 代 几 定义 的 9g 函数 的 变形 . 设 F(x) = 


为 Poisson 核 , 以 及 fe | IP. 考虑 f 的 Poisson 积分 
pl 


ct 
(t2 + |z|2) 3 


t 
u(x,t) = |. A 
及 其 一 阶 偏 导 数 


© / t(7; — Yi) 
~—u(z,t)=c -一 dy. 
Or; (®t) Rn (t+ |z ot2) 2 fy)dy 


记 %G)(z) = a =1,… ,n. 则 ww 中 满足 (2) 与 (3) 中 的 条 件 , 因而 由 它 
们 定义 的 9 函数 90)( 廊 便 满足 


lg Sfly, 1<p<o00, vf. 


- 206 . 第 三 章 常用 实 方法 

注意 到 
0 _ yj 
0 fe Wey 


pt * f (7), 
这 说 明 g(f) 就 是 9 函数 的 如 下 变形 


| 9 2 和 
m5- (| [bz i] , weUr (13) 
定义 
gz(f,7) = (f [Vu(z,t)|2t tt ， Vf e U L?. 
则 有 


|9z; (fp Sfllp Sgr(f)p, 1<p< 0% vi. (14) 


用 Poisson 核定 义 的 9 函数 的 另 一 个 变形 如 下 . 设 上 是 正 整 数 . 定义 


9k(jZ) = (A 2 


2 
Dik u(T,t) ed ,vfeljr. (15) 


pl1 


其 中 特别 重要 的 是 g1(f). 我 们 断言 91 与 go 是 L? 等 价 的 . 我 们 要 用 到 Riesz 变换 
的 一 个 简单 事实 . 这 就 是 , f 与 Rj;f 的 Poisson 扩张 w(x,t), wj (7,t),I = 1,.… ,Nn, 构 
成 了 一 个 满足 广义 Cauchy - Riemann 方程 


Bu Ou; Duk 


的 共 斩 调 和 系 , 其 中 wo = wzo = 上 ( 见 84.6 定理 6.7). 这 样 我 们 得 到 
六 =- < cD lVvul, 
7 一 工 


9g1(f,7) < oS gs(Rjf,z). (17) 


J=1 


定理 (7.8) 设 1<p<oo. 则 


les YE (18) 
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证 明 由 (17) 以 及 Ri 与 gs 的 Z2 有 界 性 ,我 们 得 到 |ig1(f)| < collflly,vf e Iz. 
现 设 f 与 g1(f) 均 属于 L?, 我 们 要 得 到 定量 估计 || 有 ,< cllgi(f). 这 是 如 下 等 式 
的 结果 . 


本 有 间 :az t) ml r,t)drat 
= 人 fi(z)fo(z)dr, fi,foeL’, (19) 
其 中 ww; 是 f; 的 Poisson 积分 . 应 用 它 得 到 , Vf € L? 门 12， 


flly = 一 SUP 


lg p<1 


人 f(T)g(z)dz 


0 
> 4 OO 
< csup [Lf to uy (oe, t) Era t)drdt 
< csup |91(f) lpllgi (9) ly 
< cllgi(f)||y. 


一 般 fe IL? 情形 可 以 由 极限 过 渡 , 只 需 注意 到 


gi(fn) — 91(fm)| < g91(fn — fm), 


这 里 {所 } 是 天 站 三 中 在 LP? 内 收敛 到 f 的 任意 序列 . 现 返 回来 证 (19). 设 f e 
1?,u(7X,t) 是 f 的 Poisson 积分 , 则 


0 和 人 、, 
ud) = 00 /le fe tae 


2 
人 有 el 各 = {ele 


[. gp(f)dz = 人 间 tu) dtdz 
_ / [ te-2ilél|el2at| flé) ?ae 
Rn J0 : 
_。 1/ Fl ae = ofll2. (20) 
民 "? 


将 这 等 式 极 化 ( 即 考虑 /+9 与 f +ig, 然后 取 实 、 虚 部 ) 即 得 (19), 定理 获 证 . 
为 了 应 用 9 函数 理论 于 即将 建立 的 乘 子 定理 , 我 们 还 需要 gi(f) 控制 g1(f) 的 
事实 . 
引 理 (7.9) 设 天 是 正 整数 . 则 


g1(f) < cr9x(f) 处 处 成 并 , Vf EL?， 1 pg or. (21) 
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证 明 设 feL?,1<p< oo. 则 易 知 
2 le t) 一 0， 对 每 个 z， 当 +t 一 00 时 . 
这 样 
k oo k+l 
u(r,t) = -/ u(r, s)s*s “ds, 
t 


Bask+l 
co | gk+1 2 oo 
sds / Ss 2kds, 
t 


Bekti UT, 3) 


Or+1 


S2K 
RETI ds dt 


U(r,S) 


< 用 
DA 二 1 
一 af 
0 


Otk+1 
这 说 明 gi(f) 对 单 增 . 引 理 获 证 . 
现在 我 们 可 以 得 到 Mihlin - Hormander 乘 子 定理 了 . 但 昌 在 此 之 前 我 们 对 乘 子 的 
一 般 理论 作 一 个 初步 讨论 . 


定义 (7.10) 设 m(z) 是 有 界 可 测 函 数 , 7 为 如 下 定义 的 线性 算 子 


u(z, ,| 


foTn(f), Tn(f)= mf}, vf e mMNL?. (22) 
如 果 
上 ms cpllflly, Vf Ee 用 站 7Z2， (23) 
则 谓 TI, 是 一 个 Ze 乘 子 . 式 中 最 小 的 c, 称 为 了 的 范 数 . 所 有 LP 乘 子 的 集合 记 为 
Mp. 


我 们 指出 , 当 1 < p < 2 时 ， 乘 子 的 定义 中 有 ! 需 要求 Vf e LP?, (mf)v e LP, 便 
可 由 闭 图 象 定理 ( 见 83.1 定理 1.10) 推出 TT 的 有 界 性 , 即 (23) 成 立 . T 是 闭 的 
( 指 它 的 图 象 是 闭 的 ), 是 由 于 当 fi 一 f,(m 所 )” 一 9 (收敛 都 是 L? 意义 ), 则 必然 
所 一 fmf 一 9 在 Lr 中 成 立 ,故人 = mf, 即 g = TT,(f). 这 就 证 明了 ,的 闭 性 . 
由 闭 图 象 定理 知 T 是 有 界 的 , 即 式 (23) 成 立 . 

“另外 , 显然 Ns = LX, 这 是 Plancherel 定理 的 结果 . 此 外 NI 也 是 可 以 刻画 的 ， 
见 下 面 的 定理 (7.11). 对 其 他 p,1 < p < oo,p 夭 2,.4p 的 刻画 是 一 个 非常 困难 的 问 
题 . 我 们 只 能 给 出 某 些 充分 条 件 . 

Mi 的 刻画 需要 用 到 M(R")^ 的 刻画 的 Bochner 定理 , 见 82.6, 定理 (6.10). 


定理 (7.11) 设 下 是 ZI(R") 到 自己 内 的 有 界线 性 算 子 . 则 下 述 断 言 等 价 : 
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(a) 了 与 平移 可 交换 ， 
(b) T(f*g9)= Tf*g= f*Tg, Vf,ge 7 
(c) 存在 连续 函数 m(€) 使 


人 TAG = m(é)F(E), vf eL), 
(d) 存在 he M(R"), 使 
Th = RE FE), vf er 
(e) 存在 je M(R"), 使 
Tf=fxn, vferLl. 
证 明 (a) 寺 (5) 设 f,ge Ll,k(z)e L”. 则 
太一 上 Tf(z)k(z)dz 
是 L! 上 有 界线 性 泛 函 . 因此 存在 K(x) e L%, 使 


/ To)dz= 上 f(r)K(x)drx, vf erL.. 
R™ R™ 


| Tf* g(a)k(z)dz = | (Tf), (x)g (Wk(z)dydz 
Rn 
= /7 (fy)(T)k(T)g(y) drdy 


= [| fa)otwardy = /roDKG)az 


= 人 TU*g)(zkzjdz 
民 "? 


由 k(z) 是 任意 的 , 知人 1 *g = 了 T(f #9). 类似 地 也 有 T(f *g) = fxTg. 
(人 全 (c) 由 Tfxg=f*Tg,Vf,ge Li, 有 


(79) (é) s 
9(é) 


这 里 选择 g, 使 得 9(&) 关 0 处 处 . 这 样 连续 函数 9 = pf6) 便 是 (c) 中 所 要 求 
的 函数 

(ce) 二 (gd) ”我 们 希望 证 明 (c) 中 的 连续 函数 op 必须 是 菜 个 ue M(R") 的 
Fourier - Stieltjes 变换 , 这 需要 用 到 上 面 提 到 的 Bochner 刻画 定理 . 为 了 能 应 用 这 


(TAG = ~ f(é), vf err), 
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个 Bochner 定理 , 需要 用 到 Fourier 变换 的 一 个 重要 性 质 ( 见 Rul1], Th.2.6.8): 任意 
给 定 紧 集 C 与 s > 0, 存 在 feLi 使 |flli1 <1+&, 同时 flc =10 入 六 < 1l, 且 
广 有 紧 支 集 . 这 只 需 找 有 紧 闭 包 的 充分 大 的 开 集 V 使 |V -CI < (1+e)?|V], 其 中 
V-C={z-y:7xeEVge0O}. 现在 令 g,heL?, 使 


9g= Xv, h=xo-v. 


-yg(z)h(z). 对 这 个 函数 我 们 有 


然后 令 /(z) = a 


Fé) = ovFrZsNe = | Re — mdn. 


当 & Ee C 时 , h(E 一) = 4 只 要 neV. 因此 flc=1. 当 E40C-V+V 时 
E 一 ng4C--V, 故 h(t& 一 nn) =0, 从 而 f(&) =0. 这 说 明了 支 于 紧 集 C 一 V+V. 此 外 
显然 0< 了 <1. 最 后 


fl < oo IVI Ngllzllhlls = oo 一列 ?ll 
=|VI-!iVIilC— Vlig1l+e. 


这 就 证 明了 断言 . 现 设 {&;}N 是 R" 中 有 限 子 集 . 对 这 个 紧 集 , 根据 刚才 证 明 的 , 知 

存在 这 样 的 函数 f, 使 fl(&;) = 1,|flhh < 1+e,0 < <1 且 广 有 紧 支 集 . 现在 利用 
N N 

(c) 中 存在 的 函数 m(é), 在 三 角 多 项 式 De 上 定义 线性 泛 函 > cim(é;) 得 


N 


2 cm(é2) flé;) 
1 
N * 
00 人 De TV 
N 


poi: 
> Cj€e 7 


既然 | 有 1 可 任意 接近 于 1, 故 mm(6) 满足 


N 


Dcim(é;) 


1 


N 
Dcim(é) 
1 


N 
》 cj(TH(E;) 


< Hf 


OO 


N 


人 ee 
CI7C 3 


1 


< | 


OO 


这 正 是 Bochner 刻画 定理 中 所 要 求 的 条 件 . 根据 Bochner 定理 , 存在 上 LE M(R")， 使 
得 m(é&) = AR(é), 即 (d) 的 结论 成 立 . 

(d) 壕 (e) 已 知 (TA)^= ff, Vf e L1, 并 且 Tfe Li1. 同 时 fxye LI. 对 它 也 
有 (f* 1)^ = fR. 这 说 明 Tf = fx*y. 
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(e) 僵 (ao) 我们 有 
T(rmhf)= Thf* n= Th(f* kh) = Th (Tf). 


这 完成 了 (e) 盖 (a) 的 证 明 . 定理 至 此 完全 获 证 . 
-Ap 如 何 刻画 是 一 个 困难 问题 . 但 关于 它 却 有 下 面 的 一 个 简单 事实 . 
定理 (7.12) 设 1<p< oo,p’ 是 p 的 相伴 数 . 则 .NM = .Np', 包括 范 数 相等 . 
证 明 设 feI 人 D2,ge IL? 人 站 2. 则 


人 fm(f)g dz = 人 IST = 人 ITm(g)d 


/7Tr(o)mr 


Tne dr) < Talloly 


因此 ， 


im(9gJ)|z 二 ”SUP 
f:||fllp<1 


= sup 
f 


故 TD 也 是 LP? 乘 子 , 且 其 .N 范 数 小 于 等 于 .NW 范 数 . 交换 mw 位 置 便 可 完成 证 
明 . 定理 获 证 . 

现在 我 们 给 出 .bo 乘 子 的 一 个 充分 条 件 , 它 就 是 著名 的 Mihlin - Hirmander 乘 
子 定 理 . 


定理 (7.13) (Mihlin - Hormander). 设 k 是 > 5 的 整数 , m(z) < Ce(R2 一 {0). 
假设 对 微分 单项 式 ,Qa = (at ,onj,lal= aa 十 …: 十 an 有 


<Blzll, Ya, lal <k. (24) 


Bre 


或 更 弱 地 , (24) 换 为 
OO 


2 
5 dr < B, |al <k. (25) 


—m(z) 


ms)| <B, sup Re2lal-n | 
0<R<oo R<|z|<2R 


则 m 定义 的 乘 子 Th e Np,1 <p < co, 且 范 数 仅 依赖 于 条 件 中 的 常数 . 
证 明 我 们 只 需 证 明 对 定义 (7.6) 中 g、(f,zx) 的 某 种 类 似 ( 仍 记 为 g、(f, x)), 有 
如 下 估计 


gi(Tm(f),7) < B\g\(F, 7), 入 = 一 (26) 


一 县 获 证 , 则 结合 定理 (7.7) 与 (7.8), 即 得 


[Tm flly < cpllgi(Tmf)llp < copsllgs(f)llp < coallflly, p>2. 
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因此 Te NM,p>2, 故 Tne Mo,V1 <p<o%. 现 证 (26). 
记 wu(7z,t),U(z,t) 分 别 为 f,Tm(f) 的 Poisson 积分 . 则 作为 z 的 函数 , 它们 的 
Fourier 变换 为 


R(é,t) = elélf(E), UE,t) = e Km(é) fF(E). 
设 M(z,t) 是 使 得 M(&,t) = e-tlzIm(é) 的 函数 ， 则 我 们 有 
万 (和 和 十 妇 ) = M(E,t1)R(é, t2), 


Ul(z, tl1 十 t2) 二 C0 | M(y,ti)u(z Vy, t2)dy. 
RR™ 


关于 微分 此 式 次 , 关于 to 微分 一 次 , 然后 令 忌 = 刀 = 5 得 
UK+L) (x,t) = ao 人 MK) (» 3 ul) € 一 2 ) dy. (27) 


现在 将 m 上 的 条 件 (24) (或 (25), 但 为 简单 起 见 , 只 考虑 (24)) 代 到 M(z,t) 上 去 . 
这 些 条 件 是 


MO (y,t)| < cBt (28) 
| lvlM ypPay < eBt™ (29) 
RRR” 
(28) 是 因 
dr jn 
MA = loo f re me sak 
< cB | él*e-ilélgqe «< eBt™"™—®*. 
RT 
[ena < cae 
RY 
事实 上 , 由 Plancherel 定理 , 以 及 微分 在 Fourier 变换 中 的 表现 , 有 


ly My,t)ll2 = 


k —tlé| 
二 (nc 
用 Leibniz 法 则 , 注意 条 件 (24), 知 


<cBlrl*-l Va, lal <k. 


EU 
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再 一 次 应 用 Leibniz 法 则 于 pea (élm(é)e lel) 得 


(Semt < De 


去 B:|lBlslal=% 


其 中 8 = (Bi1,… ,Bn). 注意 到 


12(k—|B) | 2(E-I6De-2tlelde < etn, 
R" 


这 便 得 到 (29). 我 们 现在 可 以 证 明 (26) 了 . 由 (27) 知 
UK+TD (zy, 1)? < a™ | dy 


2 
t 
ud) € 一 了， 3 
|v| 志 二 


: 2 
t _ 
He |/ Dw (= dg 
- |yv| 之 雪 


一 T(t) 十 12(t). 


gp+1 0 = | UtD (gD) Ptrtig 
0 
2 
L(t)tt1l dt 
2 
< I 1. 本 wtl) (eu ;) t—"t! dydt 
+cB a /. ul (2- | rere 
t —n 二 1 
“ 2 人 下 (su3) ft dd 
入 三 一 > 1. (30) 
我 们 在 定义 (7.6) 中 引进 的 gs(f), 可 以 是 由 任何 满 是 条 什 (2),(3) 的 wz) 与 和 >1 
定义 的 算 子 , 而 Poisson 核 的 微 商 人?)(zx) = IE ( 取 t= 1 并 模 常 数 倍 ) 便 


是 这 样 的 函数 . 再 注意 tBu oy0) * f(z), 这 说 明 


tut(z ,人 | 和 SSE Vu(z,t)| < oy wh * f (7)|, 
7 二 1 j=1 
从 而 (30) 右边 定义 的 算 子 被 这 样 的 g、 控制 . 这 便 证 明了 (26). 整个 定理 的 证 明 因 
而 完成 . 
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注 ”Mihlin 一 H6rmander 乘 子 定理 还 可 用 Calder6n - Zygmund 奇异 积分 算 子 
理论 比较 简洁 地 证 明 , 见 [GRI]. 
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1. 如 下 二 断言 都 可 用 来 说 明 L?(0,1) 是 L1(0,1) 的 第 一 纲 子 集 : 
(1) {f :fllz <n} 是 Li 中 闭 子 集 , 但 其 内 部 是 空 的 . 
(2) 令 gn(z) = nxlon-al. 证 明 fgndz 一 0,Vf € L2, 但 对 fe L! 却 不 然 
2. 证 明 {fe LI2(T : 5%(f,0) 收敛 )} 是 2(T) 中 第 一 纲 子 集 . 
3. 设 Bo 是 Banach 空间 B 的 闭 子 空间 , xo & Bo. 记 d = dist(zo, Bo). 证 明 存 
在 fo e B*, 使 得 
fo(Bo)=0, folxo)=1 且 hml== 


4. 充 了 是 Banach 空间 Bi 到 Bs 内 的 线性 算 子 ， 1, 是 Bx 内 的 一 个 可 分 
辩 Bs 中 元 素 的 族 . 若 对 每 个 廊 , 六 oT e B#. 证 明了 是 Bi 到 Bs 内 的 连续 算 子 . 
提示 : 应 用 闭 图 象 定理 . 
5. 设 (XX, 多 ,4) 是 任意 一 般 测度 空间 ( 意 指 c 有 限 非 负 测度 空间 ) 1<p<o%. 
证 明 1 
万 ~ f: sw {A> wldu < 0 


6. 设 (X, 多 ,4) 如上, * 表示 非 增 重 排 函数 算 子 , 证 明 


| / fgdh| < | 三 9 at. 
入 0 


7. 设 (X, 隐 ,1) 同上 , f,g,h 是 实 值 可 测 函数 , 其 中 f,g e Li,heL™%x. 记 


Es={z:h(r)2A}, FF={r:h(r) <M}, 和 MeR, 
假设 
fdn > | gdhu, YA E (0,o0), 
FE、 bE、 
| fon< | gon Wel-o0,0) 
F\ FF\ 


证 明 /x fhdn > fx 9hdp. 
8. 议 (X, 允 ,4) 如 上 , {fn} 是 处 处 收敛 于 f, 或 者 是 在 任意 有 限 测度 集合 上 依 测 
度 收敛 于 f 的 函数 列 , 举例 说 明 下 面 二 式 不 一 定 成 立 . 


lim or _r(A) =0，YA> 0， 
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以 及 
lim (fn — f)°(t)=0, vi>0, 
其 中 o 是 分 布 函数 , * 是 非 增 重 排 函数 . 
9. 设 (X, 多 ,1) 如 上 , {f} 是 可 测 函 数列 , f 使 得 lim of,-1(^) = 0,YA> 0 (或 
者 lim (fn —f)*(t) = 0,vt > 0). 举例 说 明 下 式 


im opr(A = ar(A)( 或 者 lim 访 人 = 产 罗 )， YA 


不 一 定 成 立 . 

10. 设 (X .多 ,1) 如 上 , f,g 是 两 个 非 负 可 测 函 数 . 我 们 要 讨论 什么 样 的 充分 条 件 
可 以 保证 由 f 的 某 种 可 积 性 能 推出 g 的 某 种 可 积 性 . 通常 是 讨论 同样 的 可 积 性 , 例 
如 L? 可 积 性 , 甚至 Za 可 积 性 . 而 比较 容易 证 明 的 往往 是 分 布 函数 间 的 不 等 式 , 简 
单 的 积分 不 等 式 , 或 它们 的 组 合 . 我 们 在 正文 中 给 出 的 好 和 不 等 式 是 功能 最 强 的 , 我 
们 将 在 本 题 与 以 下 几 道 题 中 给 出 另外 一 些 补充 . 其 中 a,6 与 c 是 正常 数 

假设 我 们 有 


C 


{g> cH sc{f > AH+s | frdu, YA> 0 
Ap .JJ<ch} 


则 vp,0 <p< po, 有 
lglly < cll flly, 


其 中 右边 的 c 只 依赖 于 条 件 中 的 常数 , 与 具体 的 f,g 无 关 . 
11. 假设 B(w) 是 Ri 上 满足 8(0) = 0 的 限制 增长 的 凸 函数 , p(w) = ®‘(w) 左 连 


续 . 证 明 
| (g — Nan < / fdy, vA>D0, 
{9> 和 } . {9> 和 } 


/ 3(g)du < 人 elo)ja 对 一 切 这 样 的 
XX xX 


由 此 可 以 得 到 对 限制 增长 的 凸 函 数 B(w) 的 L? 不 等 式 . 推导 如 下 . 注意 , B(w) 是 限 
制 增长 的 , 当 且 仅 当 


当 且 仅 当 


这 样 对 限制 增长 的 凸 函数 B(w), 以 及 满足 上 述 第 一 个 积分 不 等 式 的 非 负 函 数 对 (f, 9) 
便 有 

/ gp(g)dh < p / P(g)dh < / pf plg)adk. 

从 X XX 


而 由 条 件 
/ gp(g9)adh < oo， / gplg9)dh < / fo(g9)dh, 
X XxX xX 
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可 推出 
san < f ona 
XxX X 
(利用 关于 凸 函数 的 Young 不 等 式 
up(u) = B(u) + Vp(u)), 
vp(u) < 更 (o) + (pu)).) 
这 样 我 们 得 到 


| san < 人 5(pj)du 


由 此 进一步 还 可 得 到 
lellzs 和 pllfllrs, 
其 中 || :||Ls 是 Orlicz 空间 范 数 , 见 81.7, 习题 32.36. 
12. 假设 B(w) 如 题 11, 此 外 B 还 满足 

uB’(u) 
B(u) 
(条 件 ps < oo 说 明 5 限制 增长 , 而 条 件 qs > 1 说明 B 的 Young 补 函数 亚 (v) 限制 
增长 ). 设 存在 常数 a>6>0 使 


>1. 


gd 二 inf 
u 


Mg>alg fan 办 >0 
{9>BM} 


则 

| Ty (二 dh < cpa qs 人 Jp (2) dy, 
其 中 gq4 是 gs 的 相伴 数 , 进而 可 得 |9lzs < cpsgq4||flls. 此 外 当 a = 6 时 , 常数 因子 
ps 不 出 现 , 因而 条 件 gs < co 是 多 余 的 . 

13. 试用 题 12 中 给 出 的 满足 gh。> 1 的 凸 更 不 等 式 , 证 明 83.2 定义 的 Hardy 
平均 算 子 了: f(t) 一 二 谨 ft)dt 满足 1Tfs < 的 Js,Vf e 及。(R+),vE 是 满足 
gs >1 的 凸 函数 . 

14. 试用 题 11 给 出 的 满足 ps < oo 的 凸 下 不 等 式 , 证 明 83.2 定义 的 另 一 个 
Hardy 平均 算 子 T* :了 (0) 一 77f(z) = J* dt 满足 lzrjls < palfla,vi < 


Li (sw ) ,VY 甸 是 满足 ps < oo 的 凸 函数 . 

15. Calder6n 一 Zygmund 分 解 的 一 维 前 身 是 所 谓 日 升 引 理 . 它 说 ， 如 果 f < 
C(T),H= {zeT:3y€ Ty <z, 使 f(y) < f(x)}, 则 存在 不 交 的 开 区 间 六 = 
(ak bk),k C bj1, 使 得 H= (J I, 其 中 Qk, Ok 满足 f(ax) < f (bn), Vk. 
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16. 设 fe 大 (BR"), 则 Hardy - Littlewood 极 大 函数 算 子 M 满足 Mf < ow， 8.6.， 
或 者 Mf = co，a.e. 
17. 所 谓 二 进 极 大 函数 算 子 是 


T)= 8 二 (RR”" 
MiG = sup OW ve rhe(R") 
则 对 任意 水 平 和 所 作 的 Calder6n 一 Aygmund 分 解 所 得 到 的 二 进 方 体 族 {Q;}, 确切 


地 满足 {Mayf > 和 } = Ue 


18. 证明, 对  & 下 与 水 平 > 0 作 C.Z 分 解 所 得 到 的 {QO}, 总 满足 (其 中 


(JQ C {Mf > 入 },3a > 1, 使 {Mf > oN} C | J2Qx. 
1 1 


19. 设 上 文 于 球 B,k>0, 记 B. = (1+e)B,e >0. 则 
Mflog’(2+ Mf) € L1(Be) © |fllog*t!(2+|f|) € L1(B). 
提示 : 对 f 与 水 平和 > 0 作 C-Z 分 解 得 {Qi}, 有 
1 
{Mf > ND lors sh, Me 
从 而 有 


C 


$f, lr < MS > 
另外 , 已 知 还 有 相反 的 不 等 式 
Mf>AMN|<E dz 
{Mf > < $f 


由 此 两 不 等 式 可 得 断言 . 
20. 记 多 = {Rjtzo, 其 中 Ri 是 以 原点 为 心 的 边 平 行 于 坐标 轴 的 长 方 体 ,Ri C 
Rre, 且 hr 的 直径 dt 满足 lim dt = 0, lim dt = co. 定义 极 大 算 子 


_ 1 i n 
Mzf (7) 一 pr [Re 人 WAC 十 y)|dy, vi 和 Lioc(R 让 


证 明 Ms 是 弱 (1,1) 型 与 ( 强 ) (p,p) 型 的 , 其 中 1 < p 和 oo. 

21. 上 题 中 若 多 表示 所 有 边 平行 于 坐标 轴 的 长 方 体 的 集合 , 则 相应 的 极 大 函数 
称 为 强 极 大 算 子 , 常 记 为 Ms. 证 明 Ms。 仍 是 (p,p) 型 , 1 < p < co, 但 不 再 是 弱 (1,1) 
型 . 
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22. 设 dn 是 R* 上 非 负 Borel 测度 , 满足 二 倍 条 件 
Th Sadly Yh Icy UD)=20), 


定义 极 大 算 子 | 
Mf (7) -sp 元 /lw 


证 明 M, 是 能 (LY(p), 荆 i(p)) 型 , (IL?(p), ED2() 型 , 1 <p < o%0. 

23. 如 果 题 22 中 的 测度 不 满足 二 倍 条 件 , 则 当 维 数 n = 1 时 , 或 者 对 一 般 n 在 
M 的 定义 中 改 用 “中 心 ” 型 ( 即 仅 对 所 有 以 x 为 中 心 的 方 体 了 取 sup), 则 上 述 有 界 
性 仍然 成 立 . 

24. 议 (z,du) 是 一 个 由 拟 距 离 ( 即 三 角 不 等 式 是 如 下 广义 的 那 种 : d(x,y) < 
K(d(zx,z) +d(zo)) 开 > TYzyz.) 产生 的 拓扑 空间 , 其 中 非 负 Borel 测度 满 
下 

0 <|B(z,7r)| < cj (= =) <o0, Vr, vr>0. 
这 样 的 空间 称 为 齐 型 空间 . 证明 可 以 有 如 下 的 Calder6n 一 ygmund 分 解 : 存在 常 
数 co, cl cy 使 对 一 切 球 B = Blzo,ro), 与 fe Lh 以 及 和 > EE flan, 其 中 
= 2KB, 都 存在 B 中 不 交 球 族 {5;} 满足 


{zeEB:|f|>MC{reB:M(fxg)>N < JesfB, 


了 7 


du < coA, Vy), 
A< Hh lar C2 7 


其 中 M 是 用 “中 心 球 ”定义 的 极 大 算 子 , 即 


Mf(x) = fF (Whap. 


1 
SUP ”一 一 一 一 
B(z,7) IB(z, 7)| B(z,r) 


利用 这 个 分 解 可 以 得 到 , 对 一 切 f s Li 以 及 对 一 切 及 ， 上 定义 的 连续 增加 函数 
(wu) 满足 8(0) = 0, (2u) < cB(w), 都 存在 cy, 使 得 


[SM er)ap < e f san 
X 了 


(这 个 结果 属于 龙 珊 习 、 申 仲 伟 、 杨 宇 地 Long - Shen - YangLLSY].) 
25. 证 明 如 果 fe Li_(R"), 使 f# < LI1(R"), 则 了 为 常数 . 更 一 般 地 , 设 B(w) 


是 R， 上 连续 增加 函数 , 满足 &(0) = 0, 且 1 更 (3) dt = oo. 则 对 非 负 非常 数 函 数 


f eI, 不 可 能 
| B(f*)dr < oo. 
民 " 
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26. 设 dn 是 R* 上 有 界 Borel 测度 . 定义 


M (dn) (x) = sup dp 


1 
IB(z,7)| B(x,”r) 
则 
{Ma > ANI< Ef han, W>0 
民 RY 


此 外 , 者 dy 是 纯 奇异 的 , 则 对 几乎 所 有 的 x, 有 


Cr 
提示 : 当 dh 奇异 时 , 它 支 于 一 个 Lebesgue 零 测 集 上 , 故 对 任意 6, 存在 零 测 度 闭 集 
,使 得 dj = dpi +dna, 其 中 dpi 支 于 刁 ||dnzl| 和 5. 而 对 x 4 下, 有 


lim 一 一 一 du1 = 0. 
"TOO IB(x,7)| B(x,7) 


27. 设 1 < p< co. 定义 如 下 空间 
K, = {1 e LiL. :YI,3creC, 使 


A 对 菜 Ye 区 |， 
le = inflnle 
Ky = {fe Lb:f* er?), 
fez, = fF# ||y, 
R= {fe mb. :vacr eC, 使 ff -errdz < /rd 对 某 7e 区]， 
fa = inf Ill;, 
I?/C={feL?.:3cf eC, 使 f -cy € I?), 


fsc = Nf ~ crslly. 


证 明 这 些 空间 是 同一 空间 , 范 数 等 价 . 
28. 设 (X, 多 ,4) 是 任意 一 般 测 度 空 间 , 0 < p < co, 了 是 定义 在 L? + L% 上 的 拟 
线性 算 子 , 则 工 是 弱 (p,p) 型 与 (co, oo) 型 , 当 且 仅 当 


{TA > NSE HA> sds, vieLr+L®, WA>0 
p JcA 


也 当 且 仪 当 
三 s? |{|Tf| > s}lds < 村 sz 一 |{ 川 > s}lds, vf, YA>0. 
入 CA 入 
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29. 考虑 算 子 外 推 的 如 下 简单 情况 . 设 (X, 1), (Y,v) 是 两 个 任意 一 般 测度 空间 ， 
7 是 定义 于 S(z) 到 .5(Y) 内 取 值 的 次 线性 算 子 , 假设 工 是 (7,7) 型 ,1<r < eco, 且 
对 应 的 算 子 范 数 满足 


A 二 TI = 0O(r?)，7 一 00, 常数 p> 0， 
则 存在 常数 和 ,K 使 
fexp ATH) a < EK, wh fle < 
Y 


如 果 
A ==O((r 一 1)-?),r 一 1 常数 p>0， 
则 
Iriav < Kf logt fran + K, vf 
Y 人 
(这 个 结果 属于 Yanol].) 


30. 罚 L! 模 可 以 在 如 下 意义 下 炙 加 (属于 E. M. Stein, N. Weiss). 设 {gn} 是 
任意 测度 空间 WLi ( 弱 Li, 见 定义 5.6) 中 ( 拟 ) 单位 球 内 的 序列 ( 即 |{|gn| > 和 A}| < 


,VA, wn), {cw} 是 非 负 实数 序列 , 只 co =1 且 KK = 六 cnjlogcn| < oo. 证 明 
1 1 


Ne eh 


事实 上 , 只 需 作 如 下 分 解 . 对 入 > 0, 令 


2 + 2 VA > 0. 


一 -一 一 一 一 名 
Un gnX{g,,<$} Un YnX {gn > } Wn = Yn — Un n) 


OO OO OO 
vu 一 》 CnUun, v= > Cnvn, Ww = > Cn Wn. 
1 1 1 


则 u< 3 #0 < 区 {o> 这 | 
1 


Cn 


入 
和. pr 
{lnl > sds+ [llenl > 


“| 


因此 
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{mu > 、 3 + #0 
2 2(K +2) 


{E> 
< T+7(+K)= 


31. 在 $1.3 中 为 证 关于 L? 模 的 Clarkson 不 等 式 , 曾 人 氢 述 但 没 证 明 两 个 关于 复 
数 模 的 初等 不 等 式 . 这 两 个 不 等 式 是 Riesz - Thorin 定理 的 推论 . 为 说 明 此 ， 把 我 们 
要 证 的 两 个 不 等 式 改 变形 式 如 下 : 


(lz+ wp +lz— wr)? < 27 (zl + we)s, Vz,WEC, 2<p&o%, 


(lz+w? +lz— wr)r <2r (zp +)s, voweC, 1<pgo. 


现在 令 X 为 两 点 集 , 每 个 赋 单 位 点 测度 . 这 个 测度 空间 上 的 所 有 复 值 函数 {(z,ww)}， 
它们 当然 都 是 可 测 的 . L? 空间 即 为 所 有 复 值 可 测 函 数 的 集合 , 范 数 为 | fs = (|z|2 十 
lw|?)#. 现 定义 算 子 工 为 

f= (2,w) = Tf = (z+wv,z— w). 


它 显然 是 线性 算 子 . 这 样 , 我 们 要 证 的 不 等 式 化 为 , 对 1 < p < 2, 它 是 L? -LP 内 
的 有 界 算 子 , 算 子 范 数 TI, < 2. 为 利用 Riesz - Thorin 定理 , 对 2 < p < co 充分 
地 只 需 证 明 工 是 L? 有 界 的 与 L% 有 界 的 , 前 者 实际 上 是 平行 四 边 形 法 则 

十 Up 六 十 | 一 二 2( zl 十 lwl2)， 


后 者 为 


max(|z+ wl,|z— wl) < 2max(|z|, |w)|). 


1 工 一 0 
故 对 2 < p < oo, =- = 一 一 ， 
Dp 2 


TI; < TH NT < 2 二 9)29 一 2721 一 277. 


大 1 < p< 2, 除 平 行 四 边 形 法 则 外 , 还 有 


max(|z + wl,|z— wl) < | 二 lol， The) <1. 
、、 1 0 0 
2 2 2 
了 T TT 0 23 _9 1 
| | (LP ,也 P ) 闪 < | | 本 ,LL | L212) -一 一 一 pr 


32. 设 了 是 2(R) 上 有 界线 性 算 子 , 则 工 是 Hilbert 变换 五 的 常数 倍 , 当 且 仅 
当 了 与 平移 7 可 交换 ,了 与 伸缩 ds 可 交换 , 了 与 反射 f(x) 一 f( 一 x) 反 交 换 . 
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33 设 CR 是 任意 可 测 集 , 瑟 是 Hilbert 变换 , 则 五 xg 的 分 布 函数 oy, (A) = 
_ 26) 其 中 sinh 是 双 曲 正弦 


sinh x 


Toe- 


,ZzER. 
D 沙 


sinh x = 


34. 奇异 积分 算 子 理论 中 有 所 谓 旋转 法 , 它 适 于 核 KK(z) 二 i 其 中 Q(z) 是 


单位 球面 5S,_! 上 可 积 的 奇 函 数 的 情况 . 设 y 是 R"* 中 单位 向 量 , 则 沿 Y 方向 的 
Hilbert 变换 可 以 定义 为 ( 模 常 数 因子 ) 


H,(f,7X) = lim HI f(z, 7) = lim Cnt MB 


< 一 0 Jltl>e 


DO 
-下 fT— yt)— fr+yt) f(z +yt) 


已 知 
HO (Fp < Aplflly, VfeL?r, 1<p<oo 


其 中 4, 与 f 及 :无关 . 现 设 K(x) = i 如 上 , 定义 


T.(f,1) = / MY) p(y 一切 dy 


| 之 & Wi 
则 
0(v )f (zr y't) / 
T.(f,2) = 人 _ 人 oy) 
= | / 和 全 区 人 如 二 区 和 gay) 
He Js。， t 
_1 fz YH) FTFYE) yp 
-人 oo 人 7 dtdo(y ) 
— 1 /rr(e) jy(y 
=3/ oH, Dd) 
并 且 


rl < (3 和 人 oemlare) le 


35. 设 工 是 L?(R") 到 目 己 的 一 个 有 界线 性 变换 , 1 < p < co, 且 与 平移 可 交换 . 
证 明 存 在 有 界 可 测 函 数 m, 使 


GTAJ)^G = m(E) FE), vf e LNL?. 
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提示 : 由 了 与 平移 可 交换 , 知 
(Tf)*g=T(f *g)=f*Ty 
处 处 成 立 , 从 而 可 得 
人 Tf(z)g(—7)dz = 人 To(tz)F(zjdz，VFogerzmz' 


由 此 用 对 偶 讨 论 即 知人 是 Z2 有 界 的 , 用 算 子 内 揪 定 理 即 知人 是 [2? 有 界 的 . 
36. 设 m(€) 是 LI?(R") 的 乘 子 , 并 且 在 R*(k < n) 的 每 点 都 是 连续 的 , 则 m(é) 
在 R* 的 局 限 是 L?(R*) 的 乘 子 . (这 个 结果 属于 K. de Leeuwl4d.) 


、 , 1 1 、 
37. 设 m= ml * m2, mil ETL"(R?*),m2 E 7 (R"), = 十 考 二 1. 则 当 2<<r<o,m 


是 LP(R") 的 乘 子 , 只 要 p 满足 3 -| < 二 (这 个 结果 属于 工 ,8. Hahnmm 


38. 设 m(6) 是 径 向 函数 ,是 Z(R") 的 乘 子 , 则 当 p < = (或 p> 这 和 ) 
除 原 点 外 处 处 连续 

39. 设 6 > 0，Bochner - Riesz 求 和 算 子 可 以 看 成 是 由 函数 ms(£) = (1 一 
El) xes<1) 定义 的 乘 子 T;， 对 1 < p < oo,ms (或 Ts) 是 否 是 L?(R*) 乘 子 是 
一 个 尚未 完全 解决 的 问题. 当 0 < 5 < 一, C. HerzlEel 得 到 了 如 下 必要 条 件 
2n 2n 
nr1it2 PT TI 2 
这 个 条 件 被 猜测 是 充分 的 . 其 中 当 5 = 0 时 , 这 就 是 著名 的 圆 盘 猜测 (因为 此 时 mo(é) 
是 单位 圆 盘 的 特征 函数 ). 圆 盘 猜测 已 被 C. FeffermanE3] 否定 解决 . 6 > 0 时 则 只 有 
部 分 结果 . n = 2 时 间 答 是 肯定 的 , 这 由 Carleson 一 Sj5linlc3| 解 次 . 对 一 般 交 >2. 卫 . 
M. SteinlSt1] 得 到 当 | | 

5> (nD 3- 

时 ms 是 L?(R"*) 乘 子 . 

40. 关于 算 子 g、 有 如 下 弱 型 估计 . 设 1<p<2,p= 
个 结果 属于 C Feffermanlt1l.) 


41. 设 K(x) = 2(2) rz 是 零 阶 齐 次 的 , 且 使 得 


zx" 


> 则 9 是 弱 (p, D) 型 . (这 


| K(x)dr=0, 0<ri<r<o, 
ri1<|z|<r» 


IK(r+y)— K(x)ladr < B, vy@#K0. 


[2|>2|y| 
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设 b(z) = bo(lzl) 是 有 界 径 向 函数 . 考虑 核 玉 (x) = Wz)K(z) 定义 的 主 值 奇异 积分 算 
子 


了 jzZ) = p.v. 因 H(z — y)f (ydy. 


则 了 是 L? 有 和 界 的 . 假设 K(z) 没有 形 如 
条 件 


(7) 
zx" 


的 表示 , 但 仍 满足 积分 为 0 以 及 大 小 


IK{z) < clrl ", Vz 0， 
以 及 H5rmander 的 光滑 性 条 件 , 则 T 不 必 是 Z2 有 界 的 . 当 bo(7) 是 有 界 且 A 有 界 


平均 变 差 时 (概念 见 第 四 章 习题 37), 其 中 A = {Xx}, 则 工 是 L? 有 界 的 , 1 < p < oo， 
当 且 仅 当 


I 


mzm 二 0(1)， 其 中 A = 3 


> 


了 


这 些 结果 属于 施 咸 亮 B2 
注 记 


83.1 的 内 容 可 以 在 一 般 的 泛 函 分 析 书 籍 中 找到 . 命题 (2.7) 引 自 Stein 一 WeisslSW2. 好 入 不 
等 式 的 概念 及 其 应 用 首先 由 Burkholderl 引 发 现 . 重 排 的 好 入 不 等 式 由 Bagby - KurtzlB 时 首先 
明确 化 . 定理 (3.1) 引 自 SteinlSt21， 定 理 (3.4) 的 证 明 比 传统 的 (例如 Steinls 包 上 的 ) 要 稍微 简 
单一 些 , 且 所 含 的 常 系数 也 稍 好 一 些 , 它 属于 申 仲 伟 . 定理 (3.5) 引 自 Coifman - Weiss' .定理 
(4.5) 中 结论 似乎 属于 C. Herz, 这 里 的 证 明 , 以 及 定理 (3.6), 都 引 自 Bennett - Sharpleysl. 定 
理 (4.9) 与 定理 (4.11) 引 自 Stein “2 . # 函数 是 Fefferman Stein 4 引进 的 , 那里 得 到 了 My 
与 #7 ( 当 f€ Lr 对 某 个 po > 0) 的 L? 模 等 价 性 . 当 没 有 f 的 任何 先 验 假定 时 有 怎样 的 等 价 性 ， 
似乎 由 Stromberg ”首先 考虑 ， 关于 内 插 理 论 的 注 记 见 第 七 章 . 定理 (5.4) 引 自 Zygmund |. 
关于 奇异 积分 算 子 的 注 记 见 第 五 章 . 83.6 命题 (6.7) 以 前 都 引 自 Stein8t. 9 函数 算 子 的 处 理 是 
比较 近代 的 , 很 难说 清楚 属于 谁 . 关于 乘 子 的 一 般 理 论 , 以 及 Mihlin Hormander 乘 子 定理 的 证 明 ， 
也 引 自 Stein88 志 .定理 (7.1) 引 自 Larsenl 叫 , 83.8, 题 11 的 前 半 断 言 属 于 C. Deliacherie. 题 31 
中 用 Riesz - Thorin 定理 证 明 与 Clarkson 不 等 式 有 关 的 初等 不 等 式 是 王 柔 怀 推 荐 的 . 


第 四 章 ”Hardy 空间 , BMO 与 Besov 
空间 


实 分 析 中 除 研究 Lebesgue 空间 与 连续 函数 空间 以 外 , 还 有 其 他 几 个 函数 空间 
也 占据 着 很 重要 的 地 位 , 这 主要 指 Hardy 空间 本 ,BMO 室 间 @, Lipschitz 空间 ， 
Sobolev 衬 间 等 . Lebesgue 空间 中 Li 与 L% 在 算 子 作用 方面 显得 性 质 不 够 好 , 许多 
算 子 不 是 上 4 到 Li 自身 的 映射 ; 因此 Li 作为 算 子 的 定义 域 往往 嫌 大 ; 而 对 Zee, 许 
多 算 子 的 值 域 往 往 会 突破 Zee 的 范围 , 因此 Zes 作为 算 子 的 值 域 又 嫌 小 . 它们 有 没 
有 合适 的 代替 者 昵 ? 20 世纪 初 在 复 分 析 领域 中 出 现 的 Hi1, 以 及 60 年 代 初 在 微分 方 
程 中 出 现 的 BMO, 正好 分 别 是 L! 与 L% 的 一 种 令 人 满意 的 替代 , 那些 在 Li 与 L% 
上 表现 不 尽 如 人 意 的 算 子 常常 在 Hi 与 BMO 上 作用 封闭 , 即 它们 是 Hi 到 而 有 
界 ，BMO 到 BMO 有 界 的 . Hi 与 BMO 的 出 现 不仅 有 自身 的 理论 意义 , 而 且 为 研 
究 算 子 在 其 他 空间 上 的 作用 带 来 了 方便 . 还 有 更 多 的 例子 说 明 BMO 空间 的 引进 在 
许多 方面 , 例如 复 分 析 , 奇异 积分 算 子 , 曲线 上 的 Cauchy 积分 算 子 ， 4， 权 理 论 , 以 
友 微 分 方程 等 领域 , 产生 了 促进 作用 . 此 外 Sobolev 空间 与 Lipschitz 空间 在 微分 方 
程 与 函数 远近 论 中 也 起 着 非常 重要 的 作用 . 本 章 将 对 这 些 空间 的 基本 理论 作 一 介绍 ， 
其 中 主要 部 分 (前 7 节 ) 讲述 到 - BMO 及 其 相关 理论 , 在 $4.8 介绍 概括 Sobolev 
空间 与 Lipschitz 空间 等 的 所 谓 Besov 空间 Bs ,与 Triebel - Lizorkin 空间 Fs,. 虽然 
这 两 类 空间 也 包括 部 与 BMO, 以 及 其 他 许多 空间 , 但 我 们 对 它们 所 讲 的 只 是 最 基 
本 的 一 般 理论 , 不 包括 前 面 几 节 讲 的 比较 精细 的 内 容 . 

号 典 的 Hp 空间 理论 是 复 变 函数 论 的 一 章 , 它 最 初 定义 为 单位 圆 内 或 上 半 平 面 


BMO 是 Bounded Mean Oscillation( 有 界 平均 振动 ) 的 缩写 . 


”226 . 第 四 章 Hardy 空间 ,BIMO 与 Besov 空间 
上 的 那些 解析 函数 F(z) 的 全 体 , 0 < p < co， 
27 
H, = (Fe sup / IF(re*)l?d0 < =| ， 
或 (ze : SUP | IF(z+iy)hazr < =|} . 
y JR 


以 后 推广 到 R?+!, 也 没有 离开 解析 , 调和 理论 . 由 于 对 复 变 理论 的 强烈 依赖 , 矿 , 理 
论 的 发 展 在 70 年 代 以 前 处 于 停滞 阶段 , 直到 70 年 代 初 , D. Burkholder, R. Gundy, 
M. Silverstein ( 见 [BGS] 发 现 了 一 个 重要 事实 , 即 为 判别 单位 圆 内 一 个 实 调 和 函数 
u(Z;7) 是 否 为 某 个 F(z,7) € HH; 的 实 部 , 无 需 像 以 往 一 样 , 要 考察 v 的 共 斩 调 和 函数 
v 的 表现 , 而 只 是 考虑 v 的 角形 极 大 函数 wu* 是 否 属于 L? 就 够 了 . 以 后 E. M. Stein 
和 C. Fefferman 发 现 为 判别 圆周 上 的 实 值 函数 f 是否 是 某 个 Flz,r) e HH, 的 边 值 的 
实 部 , 甚至 也 不 需要 考虑 f 的 Poisson 积分 u(x,7) 的 角形 极 大 函数 w*, 而 只 需 考 察 
Pt * Fz) 的 角形 极 大 函数 gp*(f) 是 否 属于 L? 就 可 以 了 , 这 里 for} 可 以 是 非常 一 般 
的 一 个 遏 近 单位 . 此 后 , H, 便 扔 掉 了 复 变 拐杖 而 有 了 自己 的 实 变 理论 , 并 且 已 发 展 
得 比较 成 熟 : 太 , 已 有 完整 的 对 偶 理论 , 极 大 函数 刻画 理论 , 面积 积分 算 子 刻画 理论 ， 
奇异 积分 算 子 刻 画 理 论 , 以 及 原子 理论 等 . 本 章 的 84.1, 4.3 一 4.6 将 对 鼠 ， 的 这 些 新 
进展 作 一 介绍 . 但 因为 这 些 理论 的 完整 叙述 需要 很 长 的 篇 幅 , 因此 我 们 将 不 追求 完 
整 , 而 只 介绍 那些 比较 基本 的 内 容 , 特别 地 着 重 介绍 Hi 理论 , 因为 它 已 是 足够 典型 
的 . 有 兴趣 的 读者 如 想 了 解 其 他 相关 理论 , 可 以 参考 这 方面 的 专著 , 例如 J. Garcia - 
Cuerva 与 J. L. Rubio de Francia 的 专著 [GR]. 关于 BMO, 由 于 它 与 许多 方面 有 联 
系 , 因此 有 关 它 的 内 容 是 分 散 的 , 比较 集中 的 只 是 一 节 , 即 84.2, 其 中 介绍 BMO 的 
定义 以 及 重要 的 John - Nirenberg 定理 . 本 章 中 与 BMO 有 关 的 节 还 有 84.3 与 84.7， 
分 别 介 绍 Hi - BMO 对 侦 与 Carleson 测度 . 后 面 第 五 章 中 还 会 出 现 奇异 积分 算 子 
的 BMO 估计 , 第 六 章 还 会 出 现 BMO 与 4, 权 的 关系 , 第 七 章 中 还 涉及 BMO 与 
Zz 的 内 插 空间 . 至 于 Besov 空间 Bs ,及 其 类 似 Fs,, 我 们 只 是 介绍 它们 的 定义 (这 
已 经 不 是 一 个 简单 任务 了 ) 与 最 基本 的 性 质 , 至 于 它们 的 一 些 较为 深入 的 性 质 , 我 们 
上 只 是 稍微 提 及 而 已 . 


84.1 原子 i 空间 


定义 (1.1) 设 1<g<o%, 可 测 函数 a 称 为 一 个 (19) 原子 , 如 果 存 在 方 体 了 
(或 球 ) 使 z / 


supp a C1, llalls < |Ils™, [RO = 0. (1) 


式 (1) 中 三 个 条 件 分 别称 为 原子 的 支 集 条 件 , 大 小 条 件 与 消失 矩 条 件 . 


84.1 原子 五 1 空间 . 227 ， 


定义 (1.2) 定义 原子 的 Hardy 空间 太 (2 为 


Hi® = 1 EL :f=》 Mok, {oar}(1,g) 原子 Cj cC,》 xl< =| ， (2) 
1 1 


jaeo = ba : 遍历 / 的 所 有 可 能 的 表示 | (3) 


1 


设 g>1,1<r<g, 则 (1,g) 原子 满足 


(二 Jora ) < ( 寺 fer 1) < | 了 | 一. (4) 


这 说 明 对 1 <r < gq, 每 个 (1,9) 原子 也 是 (1,7) 原子 , 因而 
Bal < | /me 


即 (0 连续 地 嵌入 到 (7 中 .类 似 地 在 (4) 中 取 > = 1, 即 知 (2) 中 的 级 数 在 万 
中 收敛 , 且 | < lyllaro, 即 HO 连续 地 嵌入 到 [1 中 


定理 (1.3) 设 1<g< ow, 则 HH(W 是 Banach 空间 . 


证 明 五 (?” 是 线性 空间 以 及 | .| 为 范 数 是 易 知 的 , 只 需 证 明 完 备 性 . 设 {fn} 古 
Cauchy 列 , 取 {nx} 满足 


ff -> Ka), 
Nk—1 


1 


Co 
(k) 1 
go < fn ~ nisllpey + sr < ok 


这 样 存在 fe 使 沁 (faris 一 fr) 在 了 中 收敛 于 了- 如， 且 
ff = Na = Db 
Kk 7 1 
便 是 f 一 ,的 一 个 原子 分 解 , 其 中 DD pnb 是 二 重 级 数 的 任意 重 排 . (注意 不 管 怎样 
重 排 Db 是 在 L! 中 收敛 于 f 的 .) 此 外 


OO OO 
If 一 和 po 和 > > IN| < 21%, 


i=k 7=1 


这 说 明 { 扣 ,} 在 五” 中 收敛 于 f. 既然 {f} 是 Cauchy 序列 , {所 } 也 在 H'? 中 收 
敛 于 f, 完备 性 获 证 , 定理 证 毕 . 
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现在 我 们 断言 , 所 有 万 '” 都 相等 . 我 们 已 指出 过 大 指标 g 的 H(? 连续 地 和 嵌入 
到 小 指标 的 空间 , 现 只 需 补充 证 明 每 个 瑟 '” 都 连续 地 嵌入 到 H(%). 

定理 (1.4) 我 们 有 HI? = Hl”, 意 即 


Cilflyew < lflygc < C2llfllyw, Vf Ee L. (5) 


证 明 只 和 需 证 HI?”C HL”). 不 失 一 般 性 , 只 考虑 g = 2 情形 , 下 面 的 证 明 对 
gq > 1 是 完全 类 似 的 . 设 a 是 (1,2) 原子 , suppa CQ (@ 是 某 个 方 体 ). 记 Ma 为 万 
积分 定义 的 Hardy - Littlewood 极 大 算 子 , 即 M2f = M3(|f12). 记 b(7z) = IQla(z), 
则 Il 和 |Q|. 对 待定 的 入 > 0 , 记 


[={fz:M2b>A={fz:M > 和 
只 要 入 充分 大 有 [Ac 2Q, 这 因为 当 x ¢ 2Q 时 ,有 


cllol 
(ist(z, Qj < 


对 U、 作 Whitney 分 解 , 得 U、 = UjQ;. 因 @; 的 适当 倍数 扩大 与 Us 有 交 , 故 


| 1/2 
— bl*dz < Cl 入 


对 此 {@j} 作 b 的 相应 分 解 


M(Ib|)(7) < 


b(z) 一 0o(Z) 十 > hj;(7), 
一 1 

gle) = ej (W) + > 人 dzXoi() 

AijZ) = 区 一 站 | ey XQ; (T), Vj. 
显然 , lgo(z)| < CA 

人 md 一 0 攻 oa 二 0 与 人 2 (2)dz 一 ) ， 
/ hjdz 一 0, 
Q 


7 


] 1/2 1 1/2 
一 (ZJ|12d < 2 | 一 b(x)l*d < 9c1A. 
喜人 7 | S [总 go | ! 
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、 ] | 


supp b; C GO / bj;(z)dz = 0， [Calb < |®jl. 


这 样 b; 满足 对 。 同样 的 条 件 , 故 可 继续 对 一 切 7 分 解 b;. 重复 下 去 得 


bzZ) = go(7) 十 2C1A》 [Soe gjo (XY) 十 > hjo,jn ) 


70,71 
= go(7) 十 2C1A >》 gjo (7) 十 (2C1 入 ) ) >》， gjo,j1(7) 十 (6) 
70 J0,71 
tC >》 go ni(T) + (CA SY hoje 
70,71，……)IK 一 1 70，…… ,Ik 
其 中 
SUPP hjo,.. ,Ik C Qjo,... Jk) 
en 二 人 Mb > A2}, 
1 1 1/2 
hijo ji ld < 人 ji (Td 
[Qjo 3al jk | @j0 sik "0" [Qj ,jk | Qj0,.. jo je ( 


< 201AN. 


由 极 大 算 子 M 的 弱 (1,1) 型 , 设 其 弱 (1,1) 型 界 为 C2, 得 z 
(2C1 和) 局 2 | ho. sj (Tdr < (CN)*T! >》 |Qjo 


70，…… ,Ik 
= (2CIA) pa 1 : (bi jn ) > 和} 


70)…… ,Jk—1 


< CON to? 5 hoo ld 


* ,Jk—1 
DS < CMHC 工 1@jo “ ,Jj 一 ,| 二 NN 
70，…… ,Jk—1 


< (2C1A)*+1(C2A-? ) 2 lanl < (2C1C2 和 -1)*+1|Q|. 


这 样 , 若 和 选 得 使 入 > 2C1C2, 则 当 大 一 oo 时 , 式 (6) 中 最 右边 项 在 L1 中 收敛 于 0. 
这 样 我 们 得 到 


b(z) = go(z) + 201X > gjo (7) + (2C1N)? >》 gjoi(7) 十， (7) 


70 70)71 
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其 中 070，… ,jk 文 于 20j0... jn) 只 分 平均 为 0， 且 有 界 CiA. 现 令 


1 1 
Qjo,… ,jk (7) = ON |2Q7 .jdt (2), (8) 


则 它们 都 是 (1, oo) 原子 , 且 (7) 可 改写 为 


ca[{ : 
ol) 加 世 t > 2C1A|2GCjojazo (7) 十 … 
70 


十 >》 opal s+ 


J0，… ,Ik 
CO 

= 》 No 
1 


其 中 {Ay} 满足 (注意 DD |2Qjojn| 2" DD |Qjowji| <2"(C2A-2)*+1|Q)) 
70，… ,Jk Jk 


0 ) 


CIA 
>》_ |Aj| = a ta + 》 201A2Q;,| 十 ，…: 
jo 


十 >》， (2C1A) + 12GC7o… jk | 十 | 


70，… ,Ik 
C1 入 n — —2\k 
< or? QI+ 2 (CCACA IT < Oo, 
k=1 


既然 C1, C2 只 与 维 数 ” 有 关 , 而 和 可 选 为 4C1C2, 这 证 明了 每 个 (1,2) 原子 we HI”) 
且 allie) < C. 这 样 每 个 了 e 下 2 , 对 于 它 的 任 一 (1,2) 原子 分 解 > Xkax, 我 们 有 


flaw < >， Mglllarl yw) < COXxl. 
1 1 


对 分 解 取 inf, 即 得 | /eee) < Cre， 定理 获 证 . 
此 后 我 们 用 记号 本 来 表示 瓦 (0) 这 个 Hardy 空间 . 可 以 把 上 述 定义 与 定理 推 
广 到 刀 去 ,其 中 0<p<l 记 s0= [ (3 _ 1!) ([] 表 实 数 的 整数 部 分 ), 考虑 另 


两 个 指标 gq,5,1] < gq < 00,s2> so0. 一 个 可 测 函 数 Q(Z) 称 为 一 个 (p, 9, 5) 原子 ， 如 采 存 
在 方 体 7 (或 球 ) 使 


supp a CD, lals < Us, /eolo)dz=0 
I 


VQa= (Ql ,Qn), la| < s. 
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则 原子 的 及 9) 空间 由 (3 _ Too s] 中 的 那些 元 素 f 构成 


f= 》 Naj, {a;} 是 (p,q, 5) 原子 ， {Mr} CC 满足 DIM < oo， 
1 


1 


| /eco = inf (Cr) , 
1 


inf 对 所 有 分 解 取 , 其 中 级 数 守 Mai 表示 L @ _ Loss) 中 的 收敛 ， 这 里 空间 
L(6,q',s) 是 所 谓 Campanato - Meyers 空间 , 其 定义 是 : 设 s 是 非 负 整数 , 8 满足 
0 < In6] < s,1 < gq < oo, 则 定义 L(B8,q',s) 是 TI9_ 中 满足 条 件 


4 


_) dr | 4 
lolzewa sapl@r | | gpa 2 


< oo 


| 


的 函数 9 组 成 的 空间 , 其 中 @ 是 方 体 ( 指 边 平行 于 坐标 轴 的 方 体 ), po(g) 是 Q 上 唯 
一 至 多 s 次 代数 多 项 式 , 它 使 得 


fe — pQ(9))T dz 一 0, va = (Qu1, ~ , Qn )， Ial < S, 
© 


本 节 的 结论 对 Ho” 仍然 基本 上 成 立 , 即 成 "” 不 依赖 于 q,s, 且 是 完备 的 距离 空 
间 . 

作为 本 节 的 结束 , 我 们 讲述 Hi 空间 的 一 个 应 用 , 这 就 是 著名 的 Hardy .不等式 : 
若 fe 名 (T) (可 完全 类 似 定义 周期 函数 的 F(T)),f ~ cxei*, 则 > lo/ < 


Cllflig,, 其 中 表示 求 和 中 去 掉 = 0 的 项 . 事实 上 , 只 需 对 支 于 [一 5,9] 的 原子 
证 明 它 的 Fourier r 系数 满足 > cx|/Ik| < 4, 而 这 可 以 如 下 推导 : 由 于 / 


1 —ikz 7 
= 去 /ae -Dar < ln flalar < 


一 1 1 
2 工矿 “dz < 一 | 


Sakl< 和 + 和 <4 


il 和 > 一 
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在 83.5 中 , 我 们 曾 介绍 过 R* 上 的 Hardy - Littlewood 不 等 式 , T 情形 是 类 似 的 , 它 
为 


7 
> ,cpl2-2 < Clflp, Vfe I?(T), 1<pg2. 


一 OO 


此 公式 当 p = 1 时 是 不 成 立 的 , 上面 的 Hardy 不 等 式 表 明 , 若 用 fs Hi(T) 代替 
f € Li(T), 则 Hardy -Littlewood 不 等 式 在 p 二 1 时 也 成 立 . 值得 指出 的 是 ,原来 
Hardy 不 等 式 是 对 经 典 1 空间 证 明 的 , 我 们 这 里 是 对 原子 Hi 空间 证 明 的 , 要 得 到 
Hardy 不 等 式 原来 的 结果 , 还 需要 用 到 经 典 Hl 空间 与 原子 Hi 空间 是 等 价 的 这 一 
事实 ( 见 后 面 定 理 (6.8)). 


84.2 BMO 空间 
定义 (2.1) 设 feLi.. 称 fe BMO, 如 果 


1 
We sop ffl < (1) 


其 中 是 Rn 中 方 体 , fj = 元 fdz. 
BMO 有 如 下 等 价 定义 


~ BMO = {7 E Li : : | fi = 一 sup int 7 7 ji 一 cldz < = (2 


1 1 2 
DA Ae 


对 c 取 inf, 然后 对 工 取 sup 即 得 上, < 2 上 fl:. 我 们 下 面 用 | |; 表 BMO 的 等 
价 模 (包括 以 后 指出 的 其 他 形式 ) 中 的 任何 一 种 . : 


定理 (2.2) BMO 是 模 常 数 的 Banach 空间 .2 


证 明 -||; 与 上。 都 是 范 数 , 其 三 角 不 等 式 与 正 齐 性 显然 . 现 设 用, = 0, 则 

VI, 存在 cr EC 使 /= crae. 于 工 这 样 如 果 了 CJ, 则 cj =cr 因此 存在 cr eC 
使 f = cs 在 一 切 T 上 , 此 即 f 是 BMO 的 零 元 . 现 证 BMO 是 完备 的 . 设 {f(} 
@ 所 谓 “ 模 常数 意义 下 的 Banach 空间 ”意思 是 说 这 个 空间 的 元 素 是 BMO 函数 的 等 价 类 (两 个 


相 甘 一 个 常数 的 函数 属于 同一 个 等 价 类 )， 以 下 还 有 一 些 “ 模 .…… ”的 说 法 也 作 类 似 理 解 , 例如 
“ 模 4 下 唯一 ”是 指 满足 该 种 性 质 的 元 素 若 不 计 差 别 4 的 话 是 唯一 的 . 
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是 Cauchy 序列 , 任 取 并 取 em 的 代表 函数 /中 一 四. 这样 ,由 
1 [0® =) (fp)la 
= a (3) 
< 17 一 /eol -0 
知 {f - A} 是 L1(7) 中 的 Cauchy 列 , 故 存在 fD) 是 其 极限 . 现 设 Tc J 则 因 
1 -= -ae < sap ls, 
知 它 是 C 中 有 界 集 , 故 有 子 列 收敛 . 这 样 在 
FO = ff + 
中 令 上- oo, 知 存在 复数 cr y 使 在 工 上 有 
f=fD+en VIJ Ic. (4) 


现任 取 {I,} 单调 增加 到 R", 并 设 f(2) 已 经 减 去 一 常数 使 在 万 上 与 fC) 相等 , 同 
时 fa) 已 减 去 一 常数 使 它 在 五 上 与 f(2) 相等 . 如 此 继续 , 则 每 个 fm) 是 它 前 面 
的 延 拓 , 这 样 存在 f 满足 


几 = f0"™, vn. 
因此 YI, 有 f= f+ecr. 由 f/fDdzr=0, 故 
大方 = 天 Yl. (5) 
注意 到 (3), 只 要 n 充分 大 , 便 对 了 一致 地 有 
-mum- es <e 
故 |f - /ol < a. 定理 证 毕 . 


如 同 对 Lebesgue 空间 一 样 , 我 们 宁愿 将 BMO 看 成 是 函数 的 空间 而 不 是 函数 
的 等 价 类 的 空间 . 只 需 注意 两 个 相差 一 个 常数 的 函数 在 BMO 中 是 不 加 区 别 的 . 因 
此 我 们 可 以 使 用 诸如 Zee c BMO 之 类 的 语言 . 断言 ce C BMO 是 显然 的 , 它 由 
定义 直接 看 出 . 注意 这 个 包含 是 真 包含 , log lz| 就 是 BMO 中 无 界 函 数 的 例子 . 

定理 (2.3) 设 fe BMO, 则 1H e BMO. 此 外 Re BMO 是 一 个 格 , 即 当 


f,g € Re BMO 时 , f Vg = max(f,g9),f 人 g = min(f,g) 也 属于 BMO.， 特 别 对 
feRe BMOSN>0,fM)=(fAN)V(-N)e BMO. 
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证 阴 MO ec 由 


1 
知 fi < fl 现 设 f,g es Re BMO， 站 对 上 7,y,c,d € 下 ,有 


T+Yy+|z—Yy T+y—|z—Y 
FAyo= 

2 2 2 
rxVy—cVvd < Iz—cl+ly—dl, lzAy—cecAdl<|z—c+ly—dl, 


这 样 便 得 : 


TVy= 


1 1 1 
hv9 evaldr < A A 
|f Vv gl < Nf + lod. 
类 似 地 也 有 
|f 人 gl < | fl + lgll, 
As 
定理 获 证 . 
现在 我 们 指出 BMO 的 定义 可 以 自身 改进 . 即 定义 中 的 一 次 积分 平均 振动 有 界 
事实 上 纺 含 了 高 次 积分 甚至 指数 积分 平均 有 界 这 一 性 质 . 甚至 可 以 证 明 得 更 多 , 即 


一 次 积分 平均 振动 有 界 这 一 条 件 还 可 减弱 . 更 确切 而 言 , 设 8(w) 是 Ri 到 了 + 的 连 
续 增 加 到 无 穷 的 函数 , 记 。 


BMOs = {1 Ee Le. :| 三 更 (a inf /2011 一 carj < = (6) 
I < 四 I 


我 们 要 指出 不 管 8(w) 增加 得 如 何 慢 , 总 有 BMOs C BMO, 并 且 fs BMO 有 指 
数 积 分 平均 有 界 性 质 . 既然 我 们 的 目标 是 说 明 BMOs C BMO, 且 BMOs 明显 地 
关于 B 有 递 降 关 系 : El < Bo 推出 BMOs, C BMOs,, 因此 我 们 总 可 以 通过 减 小 B 
(因而 放大 了 BMOs) 使 得 B(w) 满足 


ta 十 b) < col Bla) + Bb)+1), va,b, (7) 


(注意 ， 区 ,) 本 质 上 是 一 个 组 慢 增加 性 质 , 例如 通常 的 两 倍 条 件 就 推出 它 ), 然后 对 减 小 
了 的 亚 证 明 断 言 BMOs C BMO. 

定理 (2.4) (John - Nirenberg) 设 B(w) 是 了 R_ 到 R， 的 函数 , 连续 增加 到 无 穷 
fe BMOs, 则 存在 常数 B 与 5b: >0, 使 V1, 存 在 cresC 满 足 


-入 
le eT -ell>AEg Bei, VI, YA>0. (8) 
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和 证明 不 妨 设 (7) 成 立 . 设 Fe BMOs,T 取 定 , 则 [BB(f 一 cl)dz 是 ceC 的 连 
续 函 数 , 在 oo 处 为 oo, 故 存 在 cr 使 其 极 小 . 定义 函数 


Tz e1:f -o> A>0. (9) 
我 们 希望 诱导 出 Fy() 满足 的 不 等 方程 . 如 果 这 个 不 等 方程 表明 , 当 入 以 算术 级 数 
增加 到 oo 时 , Fy( 和 A) 至 少 以 等 比 速度 下 降 到 0, 则 Fy( 和 ) 必须 被 负 寡 指标 函数 所 控 
制 . John - Nirenberg 当初 引进 BMO 的 概念 时 就 已 注意 到 这 一 事实 , 并 用 它 证 明了 
这 一 定义 条 件 可 以 自身 改进 的 定理 , 现 称 之 为 John - Nirenberg 定理 . 现在 我 们 来 诱 
寻 出 Fy( 和 ) 所 满足 的 函数 不 等 方程 , 思想 与 当 B(w) = ww 时 的 证 明 思想 本 质 上 是 一 样 
的 . 设 fe BMOs,T 任 取 , cl 如 前 述 . 设 Xo > 0 是 待定 的 水 平 . 在 IT 上 对 更 (| 一 czl) 
依 水 平 Xo 作 Calder6n - Zygmund 分 解 , 得 了 的 不 交 子 方 体 族 {I}, 满足 


Fr(A) = sup 
I 


B(|f —crl) < No, ae. 于 I-(])y, (10) 
1 
下 / Bf — er)dr < 2rA0, Vi (11) 
| 7 
) In < / B(|f -crhdz (12) 


我 们 希望 由 对 某 步 长 5 > 0, 点 集 {z eT: |f--ci| > 和 + 儒 与 每 个 {ze 万 :| 三 crl > 从 
的 关系 , 推导 出 Fy( 和 A) 满足 函数 不 等 方程 


Pj(A+b) < F(X), VA>0. 
这 集合 关系 主要 来 自 于 (11) 与 f 的 BMOs 属性 这 些 事实 . 确切 地 说 我 们 有 


f 一 CT| < DB 1 (No) =Q < 00, 8.6. 于 了 一 UL;, (13) 
5(ler ~ er)l) = 而 / Ber ~f +f -enl)d 


入 c0 


1 
zf B(|f — crl)dz + 而 上 elf onde+t 1) 
< co(2” No 十 Bf|,s) 十 1), 


从 而 


cr—cer| <® (cM +coB(||fls) + co) =b < 00, Vi. (14) 
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注意 5> 4a, 故 
{rel:lf-ecrl>AM+o} cc{rel:lf-crl>a} cl),,, 
j=1 
{zeEI:|f-crl>A+t+}c [Jee IF 一 cr > 入 二 他 (15) 


7 二 1 


Utes:lf -el>N vA>0. 


7 二 1 
由 式 (15) 我 们 就 可 推出 我 们 所 需要 的 函数 不 等 方程 了 这 因 Fj(A) 是 入 的 下 降 函 
数 , Fp(0) < 1, 由 (15) 我 们 得 


Hz er: lf -erl>A+ b}| < Fy AN) Y、 | 
1 


F OA / B(|f — ei))dz, 
Fi(A+b) < MN 更 (js)E7(A)，YA > 0. 


特别 取 和 o = e@(| 川 ,s), 我 们 得 
Fi(A+b) < -F(X) vA>0. (16) 
现在 归纳 地 可 得 
Fi((k+1)0) < e “Fr(b), VEZ>1. 


故 当 入 c (kb,(k 十 1)0],Vk 之 1, 有 


FN) < Fy(kb) < et <el$, A>b. (17) 
但 此 不 等 式 对 入 e [0,9| 自然 成 立 , 这 是 因为 
FiO) < Fi(0) =1< et-$, Ael0,0. (18) 
于 是 我 们 得 到 
mlz ef If-ecrl>MN<el?, vA>0. 
定理 获 证 . 
上 面 定 理 还 可 改 述 为 
推论 (2.5) 设 可 测 函 数 f 使 得 v7, 存在 cr 满足 
sup 人 | |{z el: 一 cr >Aj=VA) 一 0， 入 一 oo 时 ， (19) 


则 fe BMO. 
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证 明 注意 V( 和 ) 是 单调 下 降 有 上 界 为 1 的 函数 . 现 构 造 及 上 增加 到 无 穷 的 
折线 函数 B(A) 使 Fe BMOs. 这 只 需 令 折线 函数 B 在 点 {2*} 上 取 值 
下 (22) = —log (2*-1), VE (20) 


应 用 83.2 中 用 分 布 函数 来 刻画 积分 的 事实 , 我 们 有 
2K 十 1 


/headas/ w (入 )d 更 (入 ) = 二 人 W(X)d 划 (入 


< yy(29(8(26 — ®(2*)) -Du (2*) )log 


< Dv (Wn - 中 =- > 2k-1) — wp(2k)) 
= (0) 一 Woo) < 1. 


_) 
而 


这 证 明了 推论 . 


上 述 John - Nirenberg 定理 最 重要 的 应 用 是 给 出 BMO,, $B(u) ur?,0<p<o 
的 等 价 性 . 


定理 (2.6) 设 0<p<o%, 则 BMO,= BMO. 更 确切 地 

Cpllfllrp < fl < Cpllfllrp, vf. (21) 
证 了 明 当 fe BMO, 时 , 式 (8) 可 以 更 确切 地 写成 
eer If-ecr>M<ee Ths, yf>0. | (22) 


这 是 因为 (7) 中 第 三 项 没有 , 系数 co - Cu 只 依赖 于 p, 而 X 可 以 取 为 el/ ， 这 
样 5 便 是 ( 见 式 (14)) 


(2rOsel fe, + Collf ll,)$ = Collflsy. 
这 样 由 (22) 得 
1 oO 
= sup 二 / fcrldr<e | cDNAS Cul fh, 
了 0 


1 ? oo : 
[fxp = sup ( 寺 | |f — oldz ) < Cn | AP-1e- a dA 
了 网 了 0 
< Cpllfl);. 


定理 获 证 . 
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84.3 Hi 与 BMO 的 对 偶 


Hi 与 BMO 之 间 对 偶 的 发 现 , 把 这 两 个 很 重要 的 空间 联系 起 来 , 从 而 可 以 进行 
对 偶 推 理 , 为 许多 问题 的 讨论 带 来 了 方便 . 例如 , 有 了 对 偶 理 论 , 我 们 便 可 将 Hi 的 
东 些 性 质 翻 译 到 BMO 中 去 , 反之 也 可 将 BMO 的 某 些 性 质 翻 译 到 Hi 中 去 . 有 了 
这 个 对 偶 理论 , 我 们 可 以 对 奇异 积分 算 子 理论 讨论 得 更 深入 . 


定理 (3.1) (Fefferman) HI 的 对 偶 空 间 是 BMO. 意 即 BMO 到 Hx 的 映射 
yp 一 ly 是 拓扑 同 构 的 , 其 中 


ly : f — (f,ly), vf € Hi, 
(f, lo) 等 于 取 适 当 极 限 意义 下 的 积分 『 f(x)yp(zx)dz 


证 明 先 证 BMO 连续 地 媒 入 到 (H(?)*,1 < gq < oo. 设 fe H(W 是 紧 支 集 
的 函数 (由 于 原子 分 解 的 有 限 和 是 紧 支 集 的 , 故 HL” 中 具有 紧 支 集 的 函数 的 全 体 
构成 了 H/” 的 稠密 子 集 )， 既 然 pe 到 故 启 , fpdz 绝对 收敛 , 且 大。 fpdzr = 


im 用 jp， dz, 其 中 pW =(2AN)Y(-N) ,满足 2 < wll. 这 个 积分 显 


然 在 这 个 稠密 子 空间 上 定义 了 一 个 线性 泛 函 1。 要 证 它 限 制 在 这 个 稠密 子 集 上 是 有 
界 的 . 设 a 是 (1,g) 原子 , 文 于 方 体 了 上, 则 


ol= | aves =| fo- apea 


= oo -ods < ale ( fle -wr a) < eler 


这 里 wor, or 如 前 理解 , 分 别 是 wo 在 T 上 的 平均 . 现 设 f 是 (9 中 有 紧 支 集 的 函数 ， 
f= > Mat 是 它 的 任意 一 个 原子 分 解 , 则 汪 和 xas 是 L! 中 收敛 的 , 而 po € Feo 
1 


人 fo Vazr| = Da 人 arp dr 
对 所 有 分 解 取 inf, 并 令 NN 一 co, 则 得 


= | fear 


因此 1。 限制 在 这 个 稠密 子 集 上 是 有 界 的 . 然后 连续 扩充 , 即 vf e HI?, 任 取 笛子 集 
中 序列 {fn}, fn 一 上 定义 


io( 力 = lim ly(fn) = lim 人 fn(x)p(z)dr 
这 便 证 明了 每 个 pe BMO, 产生 了 一 个 ls E (H(9)*, 且 | < cllwll;. 


OO 
< Srllp se 
1 


< pl faa. 
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现 证 当 1 < 9 < ce 时 , (Bo)* 连续 地 赂 入 到 BMO, 即 要 证 每 个 ;< (H(?)* 都 
由 某 个 we BMO 按 上 述 方式 产生 , 且 el. < Ollisl. 任 取 方 体 了 记 


IT&(DT) = 1; < To(07) : /= 中 


a =fla lls 
则 a 是 一 个 (19) 原子 . 设 1e (H(?)*, 令 为 如 下 线性 泛 函 ， 


对 任意 f € L&(7), 令 


U7(f) = flalTl ai(o). 
注意 |lallpy( < 1 得 


zf)| = fa a lo)| < NflalTh Ts. 
这 说 明 li 是 [8(T) 上 的 有 界线 性 泛 函 , 且 lzrlls Is 根据 Za 的 Riesz 表示 
定理 知 存在 g() < La (7), 使 
(p= | toads, ve LA(D) (1) 
I 

这 个 gt) 是 模 常数 下 唯一 的 . 这 是 因为 , 若 he L9 (7T) 使 得 

J sha =0, VvfeL2(7), 

I 
则 

I (h—hr)d z=/ f—frhdz=0, vferL?(7). 


这 说 明 h = hi, 这 样 取 单 调 增 加 到 Rn" 的 方 体 族 {1 }, 并 设 相应 的 {9g(")} 已 经 选 
得 使 (如 同 定 理 (2.2) 中 证 明 BMO 的 完备 性 那样 .) gd") 是 gt- 的 延 拓 . 这 样 存 
在 p 在 每 个 ,上 都 是 g(") 的 延 拓 . 既然 任意 方 体 7 都 包含 在 某 个 五 中 , 故 p 在 
了 上 的 限制 就 是 9 中. 注意 (1), 则 知 这 个 op 也 满足 


= fa- fr)pdr 


| 
< 2|7]173] fol, vi, vf e La(7). (2) 


ft — pI)fdr 


< 2 中 川 


1 / a .上 
CA 和 = sup | 中 了 je -end 
hh fllfllag1 I 


千 
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这 就 证 明了 |loll, < cll 几 . 此 外 , 这 个 yp 产生 的 有 界线 性 泛 函 1 在 (1,g) 原子 上 取 值 
(0) = | apdz = (0) 
了 


这 说 明 1 = 1 

我 们 第 一 段 证 明了 BMO 到 (H(9)* 内 的 映射 是 连续 同 态 , 第 二 段 实际 上 等 于 
说 这 个 映射 是 映 上 的 , 且 像 1。 的 模 被 原 像 p 的 模 控 制 . 因此 只 要 这 个 映射 是 一 一 
的 , 则 这 个 映射 便 是 拓扑 同 构 , 而 这 是 显然 的 . 设 ol,ps e BMO, 产生 的 线性 泛 函 
lp,,lps 在 原子 上 取 值 相同 , 则 由 我 们 前 面 证 明 式 (1) 中 g( 的 唯一 性 时 的 讨论 知 
21 一 92 必 为 常数 , 此 即 y1, ws 是 BMO 的 同一 元 素 , 定理 获 证 . 

当 0<p<1 时 , 本 (= HA%”,1 < gq << 00,s > so) 的 对 偶 空间 有 类 似 的 刻画 , 即 
(记号 见 定理 (1.4) 后 的 说 明 ) 


(Hl%5)* =L (2 一 gs) . 
证 明 是 类 似 的 , 由 于 每 个 pe L (3 _ Los] 在 (py s) 原子 上 的 作用 满足 


1 
|/ apdz < llalla (/ lp — popl’ dr 
RY” @ 


1_1 十 十 圭一 1 
< IQli -Holz ae = pl av 


- | ete rar)ae 


这 说 明 工 € _ bas) 连续 地 嵌入 (Eee)* 反之 , 令 


BOD= {fe 1(D): /zejlcjdz=0 va = (aw. ,0n), lol < s) 


则 每 个 fe La 使 |T1*-?||flz!f 是 一 个 (p,q,s) 原子 , 从 而 每 个 1e (HB)* 诱导 出 
La(J) 上 的 有 界线 性 泛 函 ir, 进而 存在 模 s 次 多 项 式 下 唯一 的 函数 ge Lo, 使 


1(f) = / f(z)gD (x)dr, vf e ED 


同样 可 证 存在 o ec 工 (3; _ bq,s) 使 vo 在 1 上 的 局 限 是 oD, 从 而 1 即 为 vo 如 前 述 
生成 的 ,这 便 得 到 (He9)* 连续 地 媒 入 工 € _ bg, > 的 断言 . 故我 们 证 明了 


(Ha)* 与 (5-0,s) 相等 
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84.4 五 : 空间 的 面积 函数 刻画 


所 谓 面 积 函 数 算 子 S 可 以 说 是 我 们 已 在 83.7 讨论 过 的 Littlewood - Paley 9 函 
数 算 子 的 推广 . 它 的 定义 如 下 , 设 a > 0, 记 Fa(z) 为 Re 中 的 以 ze R" 为 顶点 的 
“宽度 ”为 a 的 锥 ， 


Lao(7)= {yt) :zy <atveR",teR}, rEeR", (1) 
we C1(R") 是 径 向 实 值 的 , 满足 人 ,wy(zjdz = 0, 且 
wr)| + IVYw(r)| < CT+IzZ) 7 VYrz，E>0. (2) 
则 面积 函数 定义 为 
1/2 
加 dvydt p 
当 a -0 时 , Pa(z) 退化 为 一 条 直线 , 积分 帮 .(。) 化 为 /?*. 至 于 测度 2 与 全 


的 差别 , 来 源 于 {y : |y 一 z| < at} 的 体积 的 阶 O(t*)， 因 此, 我 们 可 以 把 go(f) 看 作 
a=0 时 的 Sa(7), 也 就 是 说 Sa(f) 是 g(7) 的 推广 . 而 实际 上 Su( 与 g9(f) 的 确 有 
许多 类 似 的 性 质 , 例如 它们 都 与 f 在 L? 内 等 价 , 1 < p < co, 且 都 是 弱 L! 有 界 的 . 
也 都 是 Hi 到 L! 有 界 的 . 现在 我 们 给 出 Hi 的 面积 函数 刻画 . 我 们 的 讨论 与 a 的 取 
值 无 关 , 故 不 妨 设 a = 1 记 Ti(z) =T(zx). 


引 理 (4.1) 我 们 有 
lsS(f)ll2 =°Clfll2, vf es (4) 


证 明 由 于 
~ dydtd 
人 S*(f)dz 一 人 人 / X{lz-yl<t} pe * f( (y)|* TT 


-人 f wri, 


Cd 
| sr5ar=C | wer fo)ber Ho) Vg er 
月 nm Rn 


根据 83.7 式 (6), 即 


由 此 便 得 
1S(P = Cf lz. 
引 理 证 毕 . 
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定理 (4.2) 5 算 子 是 弱 L! 有 界 的 . 


证 明 证 明 与 9 函数 算 子 情形 类 似 . 设 fe Li 与 >0 给 定 ,对 ff 与、 作 
Calder6n - Zygmund 分 解 , 得 不 交 方 体 族 {Q}, 作 相应 的 函数 的 分 解 ， 


f=9+h, 9 = fXiv0.) + > forXer h= >》 (一 Jo) XQ 一 Dm 
1 1 


这 里 fo, 是 f 在 Qi 上 的 平均 , 我 们 同样 有 
{5S(f) > 2A} < |{5(9) > 和 AH + {5(h) > A 


C 一 一 
< wzl9lollgli + IQxl + {zr € (JQ) : S(h) > 
1 


< FUh+ Dh sna (5) 
下 面 来 估计 
Ok 
1 YC—Z Y 一 Zk “ dydt 人 
- | [| mo p(s) (2)| dz (6) 
其 中 @ 是 Qi 的 8 倍 扩大 , zx 是 Qs 的 中 心 , z E Qk,X E @x, 而 yeET(zx). 记 


5- 
上 S(hi)dz 区 ClA 大 (/ 42(z t, zi) 2) dz, (7) 


现 分 上 < Clz 一 zt 与 tClzx— zk|,C <1, 来 估计 A(zx,t,zx). 当 t < Clz — zk| 时 ， 
有 ( 设 0,8 适当 使 (1 0)(8 -1) > 2 


Al(z,t,zx) = sup 
TEL(®) 


) 


则 有 


lz—zx| Ir— y+ly— zr| < Cz — zx| + |y — zxl, 
zzx| < (1— OC) ly — zxl, 
Iz— zxk| (68— 1)|z— zl, 


3 
y -zkl > (1— CC)(B— Dlz— zk > 3512 — zl. 
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9 一 之 2 一 Zk 
人 人) 
Clz— zk| y — Zk t+ O(z— Zk) 
(2 


~ CUQ) 人 Iz— 2 
t 


这 样 我 们 得 到 


八 


S Tn-1 


~ (t 十 bs 一 2 十 1 二 < 


当 上 > Clz- 直 | 时, 我 们 应 用 |Vy| 和 C 得 到 


CE) 
将 (8) 和 (9) 代入 (7) 即 得 


dz 
大 9S(RAk)dz < cl 大 i < < Cllhxll, 


代 回 (5), 便 有 1 
{5(f) > 2AH < lf 
定理 证 毕 . 


现在 我 们 就 可 以 通过 算 子 内 插 得 到 S 在 LP(1 <p < 2) 上 的 有 界 性 . 而 对 p>2 
情形 , 我 们 可 以 用 在 83.7 定理 (7.7) 中 已 证 明了 的 g、 函数 算 子 的 L? 有 界 性 , p > 2 
来 推出 8 的 相应 有 界 性 , 这 是 因为 


sh) < Con(f) = 人 ([ [1 ) ws- rae) a 


现在 把 S(f) 与 f 的 L? 等 价 , 1 < p < co, 哲 述 为 下 定理 : 
定理 (4.3) 设 1<p<o%, 则 
Cillflly < IS(f)lp < Colllfllp, Vf er?. (10) 


证 明 由 弱 (1,1) 型 与 (2,2) 型 之 间 的 内 插 得 5S 的 L? 有 界 性 , 1 <p < 2. 由 g、 
的 L? 有 界 , p > 2, 得 5 的 L? 有 界 , p > 2. 这 样 (10) 中 第 二 个 不 等 式 获 证 . 同样 因 


为 
_ ， 
oor)dr= cf |/ (bh * Fy) (he # HY)) Yat 
d 
=c f/f) wr) de (1 


则 由 1S(7)llp < Cllflly, 可 得 |fll。 < CllS(P)l 定理 获 证 . 
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现在 讨论 到 的 5 刻画 . 其 中 一 半 汤 言 是 易 证 的 . 即 HH 连续 地 嵌入 到 如 下 定 
义 的 空间 | 
Bi ={f eri: lflgw = SC < o0}. (12) 
这 个 连续 嵌入 性 质 等 价 于 算 子 5 由 i 到 L1 的 有 界 性 . 我 们 将 它 述 之 为 一 个 定理 
定理 (4.4) 设 S 是 由 前 述 % 定义 的 面积 积分 算 子 . 则 它 五 到 L! 有 界 . 


证 明 充分 地 只 需 证 明 所 有 (1,2) 原子 都 包含 在 HI 的 一 个 闭 球 内 . 这 基本 上 
与 证 明 5 的 弱 (1,1) 有 界 性 一 样 . 这 是 因为 在 弱 (1,1) 型 证 明 中 的 {hi} 本 质 上 是 原 
子 的 族 . 现 设 a 是 一 个 支 于 某 方 体 了 内 的 (1,2) 原子 , 记 了 为 了 工 的 适当 倍数 扩大 , zo 
是 它 的 中 心 , 6 是 它 的 边 长 , 则 有 


1/ 1/2 
S WE S(a ar) ci ( de <o. 
/sours 3 ( fs )|2dz cl 人 /oa 
1/2 
™ 1 YC—zZ y— zo\l|l at 
froueof en (T aE bY “ 
ZE 了 


< c/ 0 a <C. 


定理 获 证 . 


至 于 此 定理 的 递 , 即 及 4W 连续 地 嵌入 到 内 , 我 们 将 只 对 更 特殊 一 些 的 通 
过 原子 分 解 的 具体 步骤 来 获得 . 至 于 为 什么 不 同 的 定义 了 相同 的 HY , 一般 是 通 
过 Hi 的 极 大 函数 刻画 来 过 渡 , 我 们 不 打算 讨论 这 些 细 节 了 . 我 们 需要 Calder6n 表 
示 和 定理 . 


定义 (4.5) 设 fe .9 我 们 称 广 在 无 穷 远 处 弱 为 0 如 果 对 任意 pc 2 # wo 
在 .8' 中 收敛 于 0. 当 上 一 oo 时 . 


注意 , 如 果 f € .9', 使 得 对 一 切 pe 2 大 epodz 关 0, 有 f+ i 在 .8' 中 收敛 于 
0, 则 vy es ,了 * Wi 也 在 .y' 中 收敛 于 0. 事实 上 , 当 we .9 使 ,wdr =0 时 , 找 
PE 使 [pdx 关 0, 则 


fxwe=f*(b+p)t—-f*p—0 在 .中 . 
此 外 和 看 f € L?,1 < p < %, 则 f 在 无 穷 远 处 弱 为 0, 这 是 因为 
|f * pillo < | fipll pilly 一 t™ 7 ||fllpllplly 一 


当然 在 . 史 ' 中 收敛 于 0. 
直面 是 Calder6n 表示 定理 . 
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定理 (4.6) (Calder6n). 设 Vy 是 径 向 实 值 的 , we .9， 
pad 
/war =0， 但 | Wer =1 
则 Yf € .9', 耻 在 无 穷 远 处 弱 为 0, 有 
一 * Wr +* 必 
1 = | fr (13) 
其 中 积分 表示 
A dt , 、 
/ J*+ Wry 一 在 .98' 中 ， 当 一 0,4 一 oo 时 . 


一 hrm) B(x) = 三 We * belr) 


显然 &@ 在 《=0 无穷 次 可 微 , 这 可 由 对 下 式 积分 号 下 求 微 商 而 知 
1 Pa -~ 
= | edi 
0 


我 们 断言 6 e .9, 充分 地 只 需 证 6 e .9y. 显然 在 上 = 0 的 任意 邻 域外 .8 是 无 穷 次 可 
微 的 , 且 可 在 


证 明 令 


=/ debee)s 

中 积分 号 下 微 商 ， 由 此 知 6 及 其 各 阶 偏 导 数 在 无 穷 远 处 速 降 ， 另 外 , 由 Blé) = 

本 De 7 区 注意 到 
ps(z) = 3)=/ pos * Wat(T 人 We * hel(z (14) 

[ rm =B. -4 

rf ar (15) 


已 知 (15) 中 右边 第 二 项 在 .y' 中 收敛 于 0, 而 第 一 项 因为 6 e 9, 且 B(0) = 1-_&(0) = 
1 , 知 {6:} 是 .多 ' 中 的 逼近 单位 , 即 be * f 在 .7' 中 收敛 于 f, 这 可 更 确切 地 讨论 如 
下 . Yo E .9， 根据 定义 ， 

(Be * f,9) = (f, Pe * yp), 
其 中 ~ 表示 反射 . 而 Bx yp 一 p 在 .9 中 (这 又 只 需 看 到 (所 xp 一 人 广 在 7 中 )， 
故 6.* 一 三 在 .2 中 , 这 就 证 明了 定理 . 
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形式 地 看 , (13) 成 立 是 显然 的 , 因为 等 式 两 边 有 相同 的 Fourier 变换 


AAA 


RO= | Ved Ae) = Fé) 
有 了 Calder6n 表示 定理 , 我 们 就 可 对 每 个 fs HY) 得 到 它 的 HO? 原子 分 解 ， 
从 而 证 明 HW < 万 (2 不 过 我 们 现在 考虑 的 罗 更 特殊 一 些 : we C1, 径 向 实 值 ， 
hh wr)dr = 0, br Pg)? =1, 8H suppvy ci{zr:|rz|<1}. 
定理 (4.7) 对 这 样 的 多 , 每 个 有 (WW 中 元 素 f 都 可 进行 H(2 中 的 原子 分 解 , 且 
[fg < CEeo， 
证 阴 既然 f e Li, 当然 可 以 应 用 Calder6n 表示 定理 得 


2 


n=/ We * pe * f(T 二 人， ye(z — We FW) (16) 


首先 把 R*+! 进行 如 下 的 特殊 二 进 分 割 , 先 将 R* 作 边 长 *(k & 2Z) 的 二 进 分 割 , 对 
R” 中 每 个 二 进 方 体 R, 令 


: Rr = {tye Rs <t<uB)} (17) 


其 中 ! 如 通常 那样 表示 边 长 . 对 任意 两 不 同方 体 Ri, R2, RT 与 RBz 是 内 部 不 交 的 ， 
而 且 UR+ = R"*+1. 现任 取水 平 a > 0,Vk eZ, 令 
R 
Qx={r:S(f )> 2 
Bk = {= R:|RNQEL1| > i RI, IRNQE| < 元 an 上 (18) 


注意 {Qx} 是 递 降 的 开 集 族 , 而 用 粗略 地 说 是 那些 包含 在 Qk-_1\ Qk 内 的 不 同 边 长 
的 二 进 方 体 的 族 . 


记 f(y,t) = We*f(y), 由 (16) 得 


/0)= > 有 pr — Wf YT. (19) 


设 {10}%1 是 有 中 所 有 那些 极 大 二 进 方 体 , 即 它们 都 不 包含 在 多 x 的 其 他 二 进 方 
体 中 . 记 
B= (RE，4= 【PR (20) 
RE RE 
RCI 
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注意 , 这 里 求 并 的 R+ 都 是 内 部 不 交 的 , 并 且 UU Bx = Ak. 令 
了 


dydt 
= fd) ee (21) 
ReR., RCI) 
OD)_ mf_l 2dydt 
A = CII (去 |f (vy,t)| | | (22) 
则 |[ 记 = 
RR ReR,,RCIN) 
| / dvudt 
ool = sup 并 /fod {wl Wh)ds ee 
plhll2g1| EF JR+ Rn 


1/2 
dudt advudat 
< sup | fl) EE < ec / FD 


( 
By 


这 里 用 到 了 h(y,t) = wx*h (h(z) = h(x)) 满足 
1/2 
(/ poe] < Cllhll 
要 ?二 t 


supp bW) CC 了 (9 表示 10) 的 适当 扩大 ) 
这 是 因为 ye 1,t < (1 中),|z -yl < 这 说 明 -wm = oaG) 都 是 (1.2) 原子 . 现 
. . k 
在 剩 下 来 估计 于 |A| 我 们 有 
;J 


的 事实 , 此 外 


(3) (7) 1 2dydt \” 
Pscy (I, dP 
kj ke,j Bx 
1/2 1 
(7) 2 dydt 
<C》， >》 | 有 | 5 /lft) 
k j ;7 "Bx 
1/2 1/2 
dvydt 
=C2, 5 区 | (/ fo, OP we ) (23) 
k j 


因 10 Ee 9p, 故 |I) 门 Qj_i| > 


/2 


|. 此 外 IM) 对 固定 关于 j 不 交 , 故 


on+1 


| < CO HN ESe 
7 7 
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现在 估计 式 (23) 中 的 积分 , 注意 (y,t) e A 推出 存在 R, 使 (y,t) € R+, 而 Re 到 
满足 
[Rf |Qx_1| > 


fi < Tl (24) 


1 
Zi 如 i 


第 一 式 说 明 Rc { .Moe ) > = 其 中 M 表示 Hardy - Littlewood 极 大 算 
子 ,Xx 表示 特征 函数 . (24) 的 第 二 式 说 明 , Vy e RR， 
ee) 


a|. 


> 


这 进一步 说 明 , V(y,t) e 4x 固定 , 有 


其 中 C 只 依赖 于 维 数 ， 这 是 因为 左边 集合 包含 了 anotna(y © Ue) 


Ct" ~ CR|, | (y,t) e R+ 意味 着 上 = 1(R)). 这 样 我 们 得 到 


2 ) 而 右边 


/ fy DP oh XM 2a) Bw f(y, t) tmnt 


dvydt 


CC dr 
fb <C 


| | fy dP 
{M(xa,_, > NN: /T(z) 


< c| 95( 站“(z)dz 
{M(Xxn，，)>5Hrf 95 


< C(2 oa) |9k-i|. 
代 回 (23) 我 们 得 到 


》 ASC》 IOk-ili2xalOe 1? = CD 2solok-l| 
k k 


k,j 
2k oy 
< ch os(s) (7T)dz 三 Cl 及 | 
k -a 
Mf pe < Cl fl ew 


这 就 完成 了 定理 的 证 明 . 
综合 定理 (4.4) 与 (4.7), 我 们 已 经 证 明了 , f € Hi 当 且 仅 当 f € 4L,S(7) 
L1, 其 中 定义 S(f) 的 径 回 函数 满足 ww € C1, [vw(z)dr = 0,supp » CC {|z| 


= 
< 
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1}, /I(t)P 字 = 1 实际 上 , w 有 紧 支 集 的 条 件 是 可 以 大 大 减弱 的 , 不 过 证 明 比 较 
麻烦 就 是 了 
对 0 <p<1,H, 有 类 似 的 面积 函数 刻画 , 即 
H, = HM 
= {f sy7 :在 无 办 远 处 弱 为 0, 且 jz = 15(P)l < 00}, Hy < 五 的 
的 证 明 中 , 只 是 在 估计 户 S(a)rdz 时 (7 是 (p,2) 原子 的 支 集 ) 需要 利用 原子 a 的 高 


阶 消失 矩 条 件 , 对 多 进行 Taylor 展开 至 足够 的 阶 数 . 在 HY) CH, 的 证 明 中 , 仍 由 
Calder6n 表示 出 发 , 然后 修改 式 (22) 中 的 A 为 


1/2 
h, f(y, Dd , (26) 


(1) _ pr) 
人 = CI ] [高 


最 后 由 Ha5lder 不 等 式 得 
p/2 
> Pr < h, 1 rd] 
<C72- B 10)| ) 0 TD 


剩 下 的 仿 计 同 前 , 于 是 得 到 我 们 需要 的 结论 . 


$4.5 ”五 | 空间 的 极 大 函数 刻画 


Hp 空间 的 极 大 函数 刻画 , 出 现在 20 世纪 70 年 代 初 期 , 这 是 责 空间 从 经 典 理 
论 到 近代 理论 的 转折 点 . 本 章 前 几 节 关于 矿 , 空间 的 讨论 , 都 是 在 极 大 函数 刻画 出 
现 以 后 建立 起 来 的 近代 理论 的 一 部 分 . 为 了 把 前 面 的 理论 与 经 典 刀 , 空间 联系 起 来 
本 节 讲 述 万 。 的 极 大 函数 刻画 , 重点 仍然 是 Hi. 

所 谓 极 大 函数 ， 是 指 下 述 的 非 切 向 极 大 函数 ， 设 p e CIL(R") 满足 |p(z)| 二 
[Vo(z)| < C(I1+|x)) "ef e 总 L?. 定义 


palf)(7) = Sup Ff * p(y) (有 


其 中 pi(z) = t-"wy (=) ,t > 0. 特别 地 , 记 pr(f) = p*(f). 如 果 取 yi 为 Poisson 核 
PB, 则 对 应 的 极 大 函数 称 为 Poisson 极 大 函数 . 除了 Poisson 极 大 函数 以 外 , 通常 考 
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虑 oe 多 情形. HH, 的 极 大 函数 刻画 的 含义 是 用 po*(f) e zz 来 判定 fe H,, 下 面 我 
们 将 证 明 有 关 的 部 分 结果 . 
首先 我 们 来 证 明 , 锥 的 宽度 a 是 不 重要 的 


命题 (5.1) 记 oy( 和 ) 为 f 的 分 布 函 数 , 则 对 任意 yp,f 如 上 , 任意 a > 0, 存在 
Cu.,C' ,使 得 
Caoptn)(A) & opa(f)N) 和 CaoenA): 


证 明 记 C 为 仅 依 赖 于 维 数 的 常数 , 令 


E\={rz:9(f,7) > 人 五 \ 王 攻 : M(xE, )(7) > 所 


由 M 的 弱 (1,1) 型 , 知 |B*| < Ca"|E\. 要 证 {z : p*%(f) > Ac 下 ,事实 上 , 对 任意 
ze BE*, 任意 (y,t) e Ta(7x), 球 B(y,t) 不 能 完全 包含 在 E、 内 , 因为 否则 的 话 , 将 有 
BY AMC 
IB(x,at)| ar 


从 而 z e EX, 矛盾. 因此 存在 ze B(y,t), 使 py*(f,z) < 入, 故 
[zy FV) So (fz2) EA, polf,7) <A. 


这 说 明 由 z 4 下, 推出 z 4 {rz : ps(J) > A}， 断 言 获 证 ， 这样 cexp(A) < 
Ca™apr(f)( 和 ), 反 向 不 等 式 的 证 明 是 一 样 的 , 命题 证 毕 . 


注意 , 证 明 过 程 表明 C0 = Ca". 命题 表明 , 对 任意 p > 0, Qi,Q2 > 0, 有 
palf) ED palf) EL. 


为 了 得 到 万 , 空间 的 Poisson 极 大 函数 刻画 , 我 们 需要 关于 调和 函数 的 一 条 引 
理 . 


引 理 (5.2) 设 v 在 T6 调和 ， 其 中 
ms = {(y,t) eR :ly < Bt 0<t<h}. 


车 在 中 |ul < 1,8> ok>h 则 在 Th 中 有 tvul < C, 其 中 C 只 依赖 于 as 6,7 
与 维 数 nn 


证 明 容易 看 出 , 存在 C! > 0, 使 得 对 任意 (x,t) €E Th, 以 (x,t) 为 中 心 , 以 
r 二 O1t 为 半径 的 球 妃 C LT6. 


取 径 向 函数 o e Cee,supp pC {reR":|z|<1}, 有 8 fv(z)dz =1. 则 对 R* 上 
的 调和 函数 u(z), 有 平均 值 公式 


u(7X0) = 人 u(Z0 — TPpr(T)dY, 


M(xE,)(7) 之 
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由 Schwartz 不 等 式 , 得 


9 ~ | 1/2 
(KB) ve Aaron (fe) 
(x0,7) 


加 到 引 理 的 情形 , 取 7 = 1, 只 要 (x,t) < T%, 有 


Vulz,t)| < Ct sup uly,t)| < Ct™. 
(y,t)EB((Z,t) ,C1 t) 


引 理 (5.2) 证 完 . 
显然 , 引 理 可 以 推广 到 顶点 是 任意 的 锥 的 情形 . 
首先 我 们 考虑 Hi 的 Poisson 极 大 函数 刻画 , 其 中 FH 由 原子 定义 . 


定理 (5.3) 1 e Hi 当 且 仅 当 fe Li 上 且 P*(f) e L1, 其 中 P*( 有 是 了 的 
Poisson 极 大 函数 . 


证 了 明 先 证 明 “ 仪 当 ” 部 分 , 与 前 面 两 节 类 似 , 只 需 证 明 I ON < C 即 可 , 其 
中 a 是 (1,oo) 原子 , C 与 a 无 关 . 为 此 , 只 需 证 明 下 述 两 点 : Q@ DP* 是 (2,2) 型 的 ,而 
这 是 IL? 通 近 单位 的 已 知 结果 ; 名 得 到 P*(a)(z) 的 一 个 逐 点 估计 , 从 而 可 以 估计 积 
分 oy. P"(a)(z)dz, 其 中 @ 是 a 的 支 集 , 我 们 把 证 明 的 细节 留 给 读者 作为 一 个 简 
单 的 习题 . 

现在 证 明定 理 的 另 一 部 分 , 即 已 知 fe L1, P*(f) e L1, 要 证 明 fe FH. 证 明 的 
想法 类 似 于 上 一 节 面 积 函 数 刻画 , 即 首 先 给 出 一 个 包含 Poisson 核 的 Calder6n 表示 
定理 , 然后 得 到 一 个 f 的 分 解 , 困难 在 于 如 何 通过 P*(f) e Li 证 明 这 个 分 解 的 确 是 
Hi 的 原子 分 解 . 根据 命题 (5.1), 我 们 不 妨 假设 P*(f) e L1, 其 中 a 可 任意 大 . 

先 假设 fe 蕊 门 L1, 记 w(y,t) 是 f 的 Poisson 积分 . 

取 径 回 函 数 we 多, 支 于 单位 球 , 积分 为 0, 且 满 足 规范 化 条 件 


[ Wu)e—vdu = 一 |. 
0 
容易 证 明 ， 这 样 的 函数 是 存在 的 . 这 时 , 我 们 有 以 下 的 Calder6n 表示 定理 : 
” OP, 
f = | f rt # he (2) 
这 可 以 通过 求 两 边 的 Fourier | 事实 上 , 右边 的 Fourier 变换 为 


~~ 


-/ tléle-tlély (te) Fé -人 ywe “duf(é) = f(é). 
0 
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记 w(z,t) = Bxf(r). 对 keZ, 令 


Fr = {rER” :u(r)> 2F} 一 Ujey， 
7 


其 中 {Q*} 是 EE 的 Whitney 分 解 . 对 方 体 8, 定义 @ 为 Q 的 如 下 方 体 帐 篷 : 
Q={(y,t) e RY! :ye Q,0<t< 0)), 
其 中 !(@) 表示 Q@ 的 边 长 . 令 
bi = UUQ*, Th = Q\ Err. 


显然 UE， = R*， 我 们 断言 , 只 要 a 充分 大 , 则 有 {(x,t) : ju(z,t)| > 2*} C b,. 
事实 上 , 若 |uwlz, 昌 | > 2*, 则 对 ly 一 zx| < at 的 一 切 y, 有 w(y) > 2*， 因 此 , 存 
在 j 使 得 z e Q*, 由 Whitney 分 解 的 性 质 , 知 存在 仅 依 赖 于 维 数 的 常数 C, 使 得 
CQ* 门 Et 了 %2, 这 迫使 @* 的 边 长 I(Q*) 相对 于 t 要 比较 大 , 否则 CQ 将 整个 地 包 
含 在 B(z,at) C Ex 内 , 从 而 与 Es 的 交 是 空 集 . 特别 地 , 取 a 充分 大 , 可 使 1(Q3) > 也 
即 (zx,t) e 4, 从 而 证 明了 断言 . 故 UT 是 {wu 关 0} 的 不 交 并 , 改写 式 (2), 便 得 


f(z) = / 人 ， Dy, (z — ydydt 
-并 Ouly,b),, y)dydt 


= 2_97 = 2 0 
k,j 
其 中 
X7 = C2*|Q|, 
= (AX)- 机 | uy y)dydt. 
这 时 


> |X?| 一 C > 2*|Q* 一 C 》 2*|Er| < c|/ un (ZT) dx 
k,j k,j k R" 


剩 下 只 需 验证 a7 是 (1,2) 原子 . 由 沙文 于 单位 球 知 supp 07 C CQ7 同样 , 由» 的 
积分 为 0 知 ok 满足 消失 和 矩 条 件 . 现 证 , 当 Xk 中 的 常数 C 取得 足够 大 时 , 有 


一 工 
lozla < IQ31 >, 
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或 等 价 地 
gz < C2197 (3) 


事实 上 , 对 任意 he I2,|hll。 <1, 有 


0 
fw 97 (Z)R(Z)adz| = -| 并 OD Ou) *h(y)dvyadt 


1/2 udt 1/2 
< (/ yue (/ wh | +. (4) 
Tk 要 "二 t 


由 Plancherel 定理 ( 见 $83.7 讨论 9 函数 时 的 类 似 推导 ) 知 


dydt 
[fxn < cInlB<o 
可” t 


对 (4) 右边 的 第 一 个 因子 , 应 用 Green 公式 


| dvuPdyat= 人 (tv + 3 二 | 也] 于 )。 0 (5) 
Tt OTt 


其 中 97k 表示 T* 的 边界 ,5 一 一 ~ 表示 外 法 线 导数 注意 到 97 位 于 Ee ,， 内, 故 在 


0Tk 上 有 ul < C2*, 而 97Y 的 面 测度 < CIQ*), 区 < 1. 因此 式 (5) 的 右边 第 二 项 
被 C2*|Q*| 控制 . 

为 估计 (5) 右边 的 第 一 项 , 我 们 断言 , 只 要 最 初 的 a 取得 足够 大 , 则 存在 0 < 

a < a, 使 得 对 任意 (zx,t) < 97T%, 存在 ze R" \ EK+t1, 使 得 (x,t) € Tw(z)， 如果 

断言 成 立 , 则 根据 引 理 (5.2), 知 在 67# 有 tlVu| < C2*, 从 而 (5) 右边 第 一 项 也 被 

C22K|Q5| 控制 , 于 是 (3) 成 立 . 现在 回 过 头 来 解释 断言 事实 上 , (x,t) e 97# 只 有 两 

种 可 能 : 或 者 z e Ek \ Ek+1, 这 时 取 z = z 即 可 , 或 者 z < Q*11 对 某 个 i, 这 时 必 


有 t> (GD) 这 是 因为 , 当 t < (QtD) 时 , zx 必然 在 Qs+1 的 边界 上 , 从 而 
z 也 在 另 一 个 满足 1(Q*+1) > (Qt) 的 Qr+1 的 边界 上 , 这 是 Whitney 分 解决 定 
的 , 而 根据 TYy 的 构造 , (z,t) #078， 既然 上 > =1(QK+1), 由 Whitney 分 解 , 知 存在 


z € EE8 使 得 (x,t) e Tw(z), 其 中 a' 取得 充分 大 . 
对 一 般 的 f, 存在 {fm} Cc 到 站 三, 使 得 


1 = 》 fn 
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满足 寺 |P*(jmjl < cllP*(P). 已 经 证 明 , 对 每 个 f, 有 原子 分 解 /= 于 和 Pa， 
mm 2 
从 而 f = 2 2 7a7 是 f 的 原子 分 解 , 且 
m j 


5 < COP (nh < CPA 


定理 (5.3) 证 完 . 

容易 把 上 述 定 理 推 广 到 H,(0 < p< 1), 得 到 H, 的 Poisson 极 大 函数 刻画 ( 参 
见 [GRI]). 

下 面 我 们 讨论 由 Poisson 极 大 函数 P*(f) 的 L? 可 积 性 推出 某 种 yp x (Ff) 的 可 积 
性 , 从 而 得 到 五 , 的 一 般 极 大 函数 p*(f) 的 刻画 . 


引 理 (5.4) 存在 c es .9, 满足 [ol(x)dx = 1, 而 由 {oi} 定义 的 极 大 函数 满足 
of)(x) < CP*(f)(z), vf el jr. (6) 


p 之 1 


证 明 我 们 承认 一 个 来 自 实 分 析 的 事实 : 存在 [1, co) 上 无 穷 次 可 微 函数 y, 满 
是 


p(x) = Or), Vr, VN > 0 三 V(r)dr 三 1 
1 
[ Ty (rz)dr =0, k=1,2,... (7) 
1 


现在 我 们 可 以 从 Poisson 核 出 发 构造 一 个 ce .9, 使 {o4} 构成 了 一 个 满足 式 (6) 的 
通 近 单位 , 这 只 需 令 _ 
zfz) = / y(s)P,(z)ds (8) 


这 个 积分 当然 是 绝对 一 致 收敛 的 . 为 证 oe .9, 充分 地 只 需 证 Se .7, 事实 上 
(LE) = ~ s)e™slélds. 
四 = 人 Vocald (9) 
它 显然 在 上 = 0 的 邻 域 外 无 穷 次 可 微 , 且 在 无 穷 远 处 速 降 . 由 的 高 阶 消失 算 ( 除 零 
次 外 ), 以 及 et 的 Taylor 展开 知 
ooe 人 一 1 Ke[ 大 NIeIN 
A sw|él® slél? _os 
0(é) = / WD(s) | 2 CD 十 一 Ne ha 
=1+O(él ), vN, 


再 注意 到 _ 
| olZ)az = 0(0) = / w(s)ds = 1, 
及 nm 1 
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便 可 推出 3(&) 在 & = 0 也 是 无 穷 次 可 微 的 , 因此 (注意 R(xz) =t"P (~), Pz) = 
CE+ lz 到) 


可 =- Vs)t-"s "Pp (LZ) dr = fw y(s) P(x)ds 


构成 了 一 个 远近 单位 . 现在 证 明 (6) 就 是 直接 的 了 . 考虑 oi 在 g(x) = P.(f,x) = 
已 * f(x) 上 的 作用 , 有 


oe# PA(fY)| < / ws)|| Ps * P * f(y)lds, 


因此 
sup lexPUpglg sp Pop / ws)lds. 


(y,t)EL a (7) 5 之 1,(y,t)ELa (7) 


其 中 a = 0 即 表 示 径 向 极 大 . 注意 
s>1, (y,t)eTa(z)=S ly—7z|<a(st+e), BN (vy,st+e) eToa(7), 
改 得 


sup loi* Fe(f,W| < CP (f)(z). (10) 
(y,t) EL a (7) 


注意 右边 不 依赖 于 es, 而 PB(f,y) 在 L? 中 收敛 于 f(y),1 < p<o, 礁 oixPP(f,y) 一 
ot * f(y), 对 a.e.(y,t), 这 便 推出 式 (6) 以 及 a = 0 时 径 向 极 大 函数 的 相应 不 等 式 , 引 
理 获 证 . 

若 我 们 从 任 一 个 ee .9 代替 P(z) = C(1+|zx|?)- 守 出 发 , 则 此 时 只 需 fe .77 
仍 可 在 式 (10) 的 左边 取 极 限 . 这 是 因为 ce * pe(jg) = (ot* pe)* f(y), 而 oi* we 在 
.9 中 收敛 于 oi. 最 后 一 点 可 以 通过 Fourier 交换 来 验证 . 事实 上 , 由 


上 PP (Be95 3(e) — (te) 一 0 当 < 一 0 时 ， 


知 Olee)5( 契 ) 在 .> 中 收敛 于 5(tE), 再 取 Fourier 道 变换 , 即 知 oo* os 在 .9 中 收敛 

于 oi. 这 样 我 们 同时 证 明了 , 从 任 一 o e .9 可 以 过 渡 到 性 质 更 特殊 一 些 的 ww e .9. 
下 面 我 们 由 用 PP 或 pe .9 定义 的 极 大 函数 的 L? 的 可 积 性 , 推出 由 .9 中 具有 

紧 文集 的 9 定义 的 极 大 函数 的 相应 L? 可 积 性 . 设 yp, f 如 定义 式 (1) 中 要 求 的 那样 ， 


入 > 0, 令 


入 
OA (f)(7) = i (i ) [pe * f(y)|. 
引 理 (5.5) 设 下 与 peE.G, 而 me (Lr, 且 B=vyxws,0 <s<1. 则 对 任意 
NeZ+ ,有 
alscs | (+ he) Iwl)lareN (2) 
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征明 放 ( 人 为 sz), 即 lz- 外 < 志 有 


Be * f(y)| < IWwe# pst * f(Y)| 
< 人 pely — ollpst # f(z)ldz 


-人 jay | (二 ‘|pst * f(z)|dz 


Sew(pa) lely -a (1+ 二 M+) 


st st 
< Cs-N | (1 + |z) Iwo) arp (fz) 
加 
引 理 获 证 . 
引 理 (5.6) 设 0<A 和 ,p< o0,Mp >miop;j 如 定义 式 (1) 中 所 要 求 的 那样 , 则 


px (Pp < Cllp™ (Pls. 
证 明 实际 上 


OA (f)(T) -sup ( ) mryg 


t 
t+|z—Yy 


. 入 
: t 
< sup (二 ) pe x Fo) 
Iz_yl<t \t+|z—Yyl 


OO 


入 
+ ) pr f(y)| 


Dp (FFE 
z) + > 2 gs (f)(z). 
当 0 <p<1 时 ， 只 要 AD > nn, 根据 命题 (5.1) 就 有 
*( JP)(z)pdzg | or(P(z)zdz+ SY 2m pps (f(z)Pdz 
f he > fee 


<C 1 + 人 ost le* (PE = Clp* (Pl 


m==0 


当 p> 1 时, 只 要 Ap >m， 也 有 


ox Plo < lp Pp + > 2 ™ psmn (Fly 


7 一 0 


< 区 > 2 Ie* (Pls = Cpe* (Pl. 


7 一 0 
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定理 (5.7) 设 o 如 引 理 (5.4) 所 述 , g e .9, 上 且 supp 0 C {zx :|z| < 1}, 则 
g*(f)(z) < C / (I0(2)| + vo(a)))aro*(f)(z) (11) 
证 明 我 们 有 


OO 
0 一 Orxrarka 十 》 (0O*r Ooi-1* Ook-1 — Ook * Ok). 
k=0 


这 是 因为 ， 由 Urxgit = 万 *gi， 知 右边 的 部 分 和 br*ao2-k-1kO2-k-1 一 Or(GxI)2-k-1 — 0, 
当天 一 co 时 , 且 收 敛 至 少 是 一 致 收敛 ( 因 (c * o); 也 是 一 个 逼近 单位 ). 这 样 


yp Co :一 2- k)* (Ook-l 二 Ook) 
k=0 


一 Orxraxkda 十 So * (0)2-k * (0 )o-x, 
k=0 


其 中 o_ = os -co of = 02-1 十 9， 注 意 o_ 有 零 阶 消失 和 矩 性 质 , 而 o， 满足 
(o+ 生 zs Coi*(f,7) (C 只 依赖 于 n). 这 样 我 们 得 到 (由 引 理 (5.5) 取 N = 0) 


0*(f,7) < Co*(f,7) | 上 [ro(wlay + > 上 ceoeg 由 | (2) 
右边 第 一 个 积分 有 所 需要 的 估计 
大 eegms 人 ea 人 ee@-alad 
<C 0(z)|dz. 
1 ez)| 
现 考虑 式 (12) 中 每 个 依赖 于 的 积分 , 设 0<s<1, 有 
ox (0_)s(W| = | | b= -oo )s a): 


Wy [ zlvo(y — rz)ldrl(o_),(z)ldz, 
feo), wasof 人 人 [Veo(y 一 rs)||zll(c_)s(z)|drdoyadz 
< © | lall(e)s (olaalvolh = Cslvel: 
代入 (12) 即 得 
gr (Po < Co*(f, (lol + 2 "vol 


k=0 


此 即 (11), 定理 获 证 . 
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定理 (5.8) 设 pe.9,[ wpdzr 关 0. 则 了 eH 当 和 目 仅 当 f eLi,yp*(f)eLl. 


本 定理 证 明 从 略 , 我 们 只 指出 其 梗概 . 证 明 由 fe 名 , 推出 p*(f) e L1 时 不 必 
要 求 |p(z)dr 关 0. 当 wp € .98,yp 有 紧 支 集 时 , 若 je 万 , 则 由 定理 (5.3), 引 理 (5.4) 
与 定理 (5.7), 知 p*(f)e L1. 当 we .9, 没有 紧 文 集 时 , 可 以 通过 台 近 化 为 有 紧 文 集 
的 情形 , 证 明 比 较 复 杂 . 至 于 反 过 来 , (此 时 要 求 [pdr 0) 由 ff elL,p*(f)eL， 
推出 fe Hi, 证 明 更 加 复杂 , 有 兴趣 的 读者 可 以 参考 [GR][DH2]. 

我 们 还 可 用 径 同 极 大 函数 


op (f)(z) = sup pe * jz)|， 


代替 定理 (5.8) 中 的 p*(f), 相应 结论 仍然 成 立 . 
本 节 的 类 似 结果 , 对 万 成立 , 0 < p < 1, 我 们 在 此 也 不 作 详 细 讨 论 了 . 


$4.6” 经 典 Hardy 空间 与 Hi 的 奇异 积分 算 子 刻画 


本 节 介绍 经 典 的 高 维 Hardy 空间 . 冶 , 并 得 到 它 的 奇异 积分 算 子 刻画 , 然后 证 明 
经 典 的 .6 与 前 面 讲 述 的 Hi 的 等 价 性 , 最 后 通过 对 侦 得 到 BMO 的 奇异 积分 算 子 
刻画 


定义 (6.1) 设 斑 = (wo,… ,un) 是 定义 在 R%+! 上 的 回 量 值 函数 , 说 下 是 
Stein - Weiss 意义 下 解析 的 , 如 果 F 满足 下 述 广 义 Cauchy - Riemann 方程 


Oxj 本 Oxi OT; 


j=0 


简称 FF 是 一 共 斩 调 和 函数 系 . 


例 议 z=(zo……zn),|z| 一 (三 sp) 则 


0 Tn, 
5 
便 是 一 个 共 罗 调 和 函数 系 . 更 一 般 地 , 用 一 个 函数 /与 这 个 系 作 卷 积 , 则 【二 :ff 


rT 
nr 7) 也 是 共 思 调 和 系 . 


定理 (6.2) 设 下 是 一 个 共 f 调 和 函数 系 ,p > 一 则 |F|? = Ca 是 


Ra+l 上 的 下 调和 函数 (参见 $4.9 习题 7) 


nN 
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证 明 只 要 证 明 和 A(|FI?) > 0 即 可 . 我 们 引入 记号 : 


Fr = (U0, Ul, , Un)) G = (v0, VD ,Un 
nN OF Oug Oul Oun 
FF.G = Ds Fi.=— = A 1 9, ) A J 
ui 7 OT; ( OT; 5 ) 


VPP = 本 


由 于 


0 

Brit G) = Fr :G+Fh .Gy,, 
我 们 有 

(IF ?) = 5 下) =p|F|? ?(F,, .PF), 
过 (rm pp 一 2)| 天 | 天 “FPF)* +pIFP (Fz,l + Per,r; °F). (2) 

注意 到 > Fz 二 0, 当 p 之 2 时 , 显然 有 A(|F|?) > 0, 现在 考虑 p < 2 的 情形 . 此 
时 我 们 将 证 明 

Dr FIVE (3) 


假设 (3) 已 证 , 代 回 (2), 得 
A(E 四 > plPP { (02) + PIV)| 


nN 
~pll —2)—— ||Fl?-*?IyYF|l* >0, 
pl1+ (p27 | I 


现在 回头 证 明 (3). 令 4.= (mjx) 是 满足 myy =0 的 (n+) x (n+1) 实 对 
称 阜 阵 , 并 定义 


ul = Sup a(F)|, lxlll? = 2 


由 于 | 与 jjixll| 对 正 交 变换 不 变 , 故 不 妨 设 为 对 角 短 阵 
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其 中 > A;=0 (党 隆 的 迹 在 正 交 变换 下 也 不 变 ) 即 和 Aj = 一 2 和 j;. 由 Schwartz 不 
et j#ijo 
入 <n >》 A 和;, 


了 天 7o 
从 而 
(1 十 n)A7, <n 3 A 十 nA 和’ 一 ny》_ 》， 

了 天 IJo 7 一 0 
于 是 

n 

supA’; < ni 2 
I=0 

即 


nN 
< —— . 
Nall < al 


O y pa 
Lk 


> (Fz; :FY < lull?|Fl? < 


j=0 


这 就 是 (3), 从 而 定理 (6.2) 获 证 . 


F 一 
lI 


定理 (6.2) 中 的 指标 二- 是 不 能 改进 了 的 , 换言之 , 车 
斩 调 和 函数 系 书 , 使 得 |F|? 不 再 是 下 调和 基数 例如 下 = (= za ... a 


n 二 1) rntl ? ) rn+l1 
就 是 如 此 . 由 简单 的 计算 可 知 , A(|F|?) = -npln 一 np 一 1)r-"?-?, 当 p< 一 - 时 ， 
A(EPy <0, 即 玉 人 


定义 (6.3) 设 1>p> 四 = (uo, U1,… ,Un) 是 玉 疆 -上 的 共 斩 调 和 函数 
系 , 我 们 称 下 E 和 6 (或 fe 和 (R11), 它 是 经 典 的 Hardy 空间 ), 如 果 


Fe, = sup (/ Pla, Dlras " < 00. 
t>0 \JR?" 
注意 当 n = 1 时 , 下 = (wo,u1l) 是 共 斩 调和 函数 系 等 价 于 说 wo + iui 是 了 4 上 


的 解析 函数 , 这 时 .和 就 是 用 在 上 半 平 面 解 析 的 函数 定义 的 Hardy 空间 , 即 经 典 的 
Hardy 空间 . 
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_ 1 
n> 1 时 的 和 6 (» > “二 是 由 Stein - Weiss 引进 的 , 故 也 称 Stein - Weiss 


意义 下 的 Hardy 空间 . 为 区 别 于 前 面 讲 的 如, 我 们 也 把 它 归 入 经 典 的 Hardy 空间 . 

为 证 明 罗 空间 的 基本 定理 , 我 们 需要 调和 函数 的 若干 性 质 , 在 此 不 予 证 明 , 加 
上 兰 干 提示 后 , 把 它们 放 到 $4.9 作为 习题 (习题 9) 留 给 读者 . 读者 可 参阅 [SW2], 
[DHo]， 


命题 (6.4) (调和 控制 设 v(z,t) >0 是 Rn+l 上 的 下 调和 函数 , 并 且 满 足 条 
件 


sup / Iv(z,t) ldr =0C < oo，1 芯 9 < co， 
t>0 /R" 
则 存在 v(x,t) 的 极 小 调和 控制 w(x,t), 即 一 方面 

v(x,t) < u(r,t), V(r,t) ER ， 


而 且 铬 (x,t) 是 v(xz,t) 的 调和 控制 , 则 u(r,t) < u(x,t). 


此 外 , 当 g > 1 时 , w(x,t) 是 某 个 fe Za 的 Poisson 积分 , fl。 < C; 当 g=1wu 


是 某 个 有 界 Borel 测度 du 的 Poisson 积分 , |u| < CG. 


命题 (6.5) (Fatou) 设 w(zx,t) 是 R*+* 上 的 调和 函数 , 若 对 几乎 所 有 的 x, 存 
在 Qa,h > 0, 使 得 w(y,t) 在 Th(x) = {f(y < R*t ;|z-y<at,0<t<h} 有 
界 , 则 ulz, 如 当 +- 0 时 几乎 处 处 有 非 切 向 极限 , 即 对 任意 8, 有 lim wu(w 引 对 


(y,t)ELg (7) 


a.e. 7 € Rn 存在 . 

定理 (6.6) (Stein - Weiss, 6 空间 基本 定理 ). 设 Re .60,1 >p > 一- 则 
当 上 一 0 时 , F(zx,t) 在 R* 上 有 几乎 处 处 的 以 及 LP? 意义 下 的 非 切 向 边 值 ( 见 84.9 习 
题 5). 

证 明 令 V(z,t) = |F(z, 引 | 局 , 则 由 定理 (6.2) 知 它 是 下 调和 的 . 记 gq = 一-p， 
则 gq > 1, 并 且 


sup / V (x,t)dz -ap / IF(zx,t)l?dzr < oo. 
t>0 n t>0 /有 Rn 


这 样 , V(x,t) 具有 极 小 调和 控制 U(x,t), 它 是 某 个 ge IL4(R") 的 Poisson 积分 . 因 
此 
ws (zt < V(r,t) < Uz,t). 


由 Poisson 积分 的 性 质 知 U(x,t) 几乎 处 处 有 非 切 向 极限 , 因此 U(x,t) 满足 命题 (6.5) 
的 条 件 , 即 几乎 处 处 非 切 向 有 界 . 故 wj(zx,t) 也 满足 命题 (6.5) 的 条 件 , 从 而 uj (x, t) 
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几乎 处 处 有 非 切 问 边 值 方 (z). 已 知 
F(z,t)P = V(r,t) < U(x,t) < CM(g) (7z) € L'(R"), 


其 中 M 是 Hardy - Littlewood 极 大 函数 , 根据 控制 收敛 定理 , 知 f; 也 是 vi(z, 的 
I? 极限 , 定理 证 完 . 

由 下 面 的 $4.9 习题 4, 还 可 以 知道 wj(z, 是 其 边 值 f; 的 Poisson 积分 . 

定理 (6.6) 是 一 个 很 深刻 的 结果 ， 因 为 单个 的 调和 函数 w(z,t)， 如 果 满 中 
sup lu(., ts < oo, 当 p < 1 时 , 并 不 能 判定 w(x,t) 的 L? 边 值 存在 , 但 当 是 


共 思 调 和 函数 系 时 , 由 sup F(t < o0,1 >p > 1 便 能 判定 w(x,t) 的 边 值 
存在 , 从 定理 的 证 明 中 还 可 看 出 , |Fl? 的 下 调和 性 起 了 关键 的 作用 . 

下 面 我 们 给 出 冶 的 奇异 积分 算 子 刻画 

定理 (6.7) (Stein - Weiss) F(z,t) = (vo(7x,t),-… ,un (7z,t)) € ff, 当 且 仅 当 存 
在 二: 中 函数 fj,j = 0,… ,n, 使 f= Rj(f0),j = 1,2,… ,n, 其 中 RR; 是 Riesz 变换 ， 
且 w(z) = 忆 * jj(z) (及 是 Poisson 核 ),j=0,… 进步 Poa 与 于 1 


是 等 价 模 . 
证 明 假设 Fe .和 @, 则 由 定理 (6.6) 知 存在 f = (fo,… ,fn) 使 fj € Ll,wj(zx,t) 
= xfi(z), 且 > fi < CIPIa, 现 证 方 = By( 扩 )- 充分 地 只 需 证 它们 的 Fourier 


变换 相同 . 有 区 po - (去) ) 


w(x,t) = a 人 et (Yeryqdy, j=0,.,n 


Ou; Oug 
由 于 -可 一 和 


iy;fo(ye ly = —|ylf;(y)e yl, 


f(y) = (的 


我 们 已 在 83.6 证 明了 

RN) (0) = i fe), Bf er 
因此 f; = Rj(fo). 必要 性 获 证 . 现 证 充分 性 , 即 假设 f; € L1, f; = Rj(fo), 要 证 存在 
书 == (wo Un) € 6, 以 (有 0,… ,有 所) 为 边 值 . 事实 上 , 令 wj = 已 * 方 , 这 样 只 要 
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F = (v0,: “ , Un ) 是 共 斩 调 和 系 ， 便 有 Fe < C > fj, 且 F 以 上 一 (fo, “7 , fn) 
为 边 值 . F 是 共 轿 调和 系 可 如 下 看 ， 


uj(7,t) = Ps * (Rjfo) (x), 


vj(é,t) 一 e (- 培 ) fo(é), ] 一 1,2,- 机 


因此 
wj(7,t) = 一 a0 人 ， i el ede, 


由 于 被 积 函数 在 上 = co 处 衰减 快 , 可 积分 号 下 求 微 商 . 故 


A 二 00 -lté|+》 地 |:…dt=0, 
j=0 Ox; | 2 3 

0 _ Ed jo 1... 
Vz; 0 .Cis dé€ Bt ， | 》 ; 7 


Ouk SG Ou; . 
一 人 (本 
这 就 完成 了 定理 的 证 明 . 
现在 , 我 们 定义 空间 R* 上 的 经 典 Hardy 空间 . 
A(R") = {f :fe LR"), Rj(f) e LR"),j =1,2,...,n), 
其 范 数 为 
faeic") = fh + > NR;(A. 
j=1 
定理 (6.7) 告诉 我 们 , 它 与 用 R?+ 上 的 共 恩 调和 函数 系 定义 的 . 冶 (R3+D) 是 等 价 的 . 
下 面 的 定理 告诉 我 们 , .和 (R") 与 我 们 前 面 讨论 的 Hi(R") 也 是 相同 的 , 这 样 , 我 们 
束 把 经 典 的 . 治 空间 与 用 现代 观点 引入 的 本 联系 了 起 来 , 而 定理 (6.7) 也 就 同时 给 
出 了 1 的 奇异 积分 刻画 . 


定理 (6.8) 用 (R") = F(R"), 即 两 个 空间 的 元 素 相同 , 且 范 数 等 价 . 


证 明 首先 证 明 Hi(R*) Cc 66(R”). 类 似 于 以 前 的 讨论 , 我 们 只 需 证 明 , 对 任意 
(1, 00) 原子 a, 有 Ri(o)la < 和 C 即 可 , 其 中 C 与 a 无关 . 为 此 , 只 需 证 明 下 述 两 点 : 
(1) R; 是 (2,2) 型 的 , 这 是 83.6 已 知 的 结果 ; (2) 得 到 Rj(a) 的 一 个 逐 点 估计 , 从 而 可 
以 估计 积分 J20) |Rj(a)(zx)ldz, 其 中 8 是 a 的 支 集 . 我 们 把 证 明 的 细节 留 给 读者 作 
为 一 个 简单 的 习题 . 我 们 在 此 实际 上 证 明了 , Rj 是 Hi 到 L! 有 界 的 , 在 下 面 的 85.1， 
我 们 会 得 到 更 一 般 的 结果 . 
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现在 证 明 4(R") C Hi(R"). 设 f€ G(R"). 记 wol7,t) = PB:* f (7), ur(Z = 
Pi x Rj(f)(z). 根据 定理 (6.7), FF = (woywly… ,un) EG(RYT1). 取 gq 一 一 ~ (n=1 
时 取 任 意 g > 1). 这 时 , 根据 定理 (6.2), |F(z,t)| ”是 R*+! 的 下 调和 函数 , 且 满 足 


n—l\d 
ap / (IF(z, 时 ) dz = sup 人 IF(z,t)ldz < oo， 


t>0 JR 


应 用 调和 控制 命题 (6.4), 知 存在 函数 U(x,t), 它 是 某 个 ge LI(R") 的 Poisson 积分 ， 
且 控 制 了 |F(x,t)| 亏 , 即 


F(x,t)| = < UL(z,t), U(x,t)= Rx*g(r), gE, gq>1. 


我 们 已 知 


P*(g)(7) = Sup, PB*g(W)| < AM(g)(x) ET 


即 P*(g) es L4, 这 等 价 于 P*(g)=T ee L1(R"). 由 
uo (zt)| = |Pi # f(z)| < |F(z,)), 
知 
P*(f)(z) 和 P*(g)(7)=-1 ee 万， 


故 P*(f)e L1. 根据 上 一 节 三 空间 的 极 大 函数 刻画 的 定理 (5.3), je Hi(R"), 定理 
(6.8) 证 完 . 


定理 (6.8) 的 结果 可 以 推广 到 1 > p > 2 一- 的 情形 .由 于 此 时 到 ,(R") 的 元 


素 , 一 般 说 来 是 广义 函数 (不 一 定 是 函数 ), 因此 , 需要 证 明 , 若 已 e 和 (RP?* ), 则 其 
第 一 个 分 量 有 广义 函数 边 值 f, 把 全 体 这 样 的 f 记 为 . 黎 ( 权 "), 便 可 证 明 6(R") = 


Hp(R"), 一 < p < 1, 有 关 的 证 明 比较 复杂 也 比较 专门, 我 们 在 此 省 略 . 

作为 定理 (6.7) 的 推论 , 我 们 可 以 得 到 BMO 函数 的 Fefferman - Stein 分 解 , 即 
每 个 fe BMO 可 表 为 Rf;, 其 中 f; e L%. 但 在 此 之 前 , 我 们 需要 作 点 准备 , 下 
述 定理 、 引 理 有 独立 意义 

定理 (6.9) 下 述 功 在 中 稠密 ， 


Ho 二 {feLl:feC™, 且 在 0 与 oo 的 某 个 令 域 为 0}. (4) 
证 明 根据 刚才 的 如 的 奇异 积分 算 子 刻画 定理 , 有 
Hi={feL':RfeL,j;=1,...,n), (5) 


Flam = fl fo=f, f;= Rf. (6) 
z 
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任 取 fo e Hi,f; = R;fo. 注意 由 (Rj;fo) (= -i < Co(R"), 知 必 有 f0(0) = 


0, 因而 亦 有 方 (0) = 0,; = 1,… ,n. 我 们 首先 构造 L! 中 序列 {f()}, 使 得 六 De) 在 
0 与 ce 的 邻 域 为 零 , 且 {了 9}, {Rj;f%)} 在 L1 中 分 别 收敛 于 万 与 fj, 这 只 需 选 Cee 
中 函数 B(&), 有 紧 支 集 , 且 在 {lt| < 1} 上 为 1, 对 5 >0, 定义 己 ;: 


(B51) "(0) = ($) Ae) 


设 p 是 的 Fourier 逆 变换 (注意 pe .7), 则 轧 是 由 23 定义 的 卷 积 算 子 .由 
GE(0) = 1, 知 {By}sso 是 一 个 逼近 单位 ( 当 6 一 oo 时 收 敏 到 单位 ) 注意 历 的 算 子 
范 数 < Cllelli, 与 6 无 关 . 现 令 


bE; = Er,(T — Ei1), keZ. 
则 {En} 是 万 上 的 一 致 有 界 算 子 序列 ， 在 元: 的 稠密 子 集 H6。 上 收敛 . 事实 上 vf e 
Ho, 当天 充分 大 时 Ef = f, 这 是 因为 
(Bf) (0) = & (£) (Fe) -Blke) fe) = Fle) (7) 
故 亦 在 六 上 收敛 . 这 样 对 fo € 可, 令 f%) = 所 fo, 有 
Rj(f™)= Er(T— Ei)Rjfo = ERjfo, j=1,...,n, 


则 {f(D)} 便 是 满足 我 们 的 第 一 步 过 近 要 求 的 序列 它 使 得 1 fo, Rjf(%) _， 
Rjfo,j 二 1,… 且 其 Fourier 变换 满足 (由 (7) 知 ), 每 个 (FoO) (6) 在 {|é#| < z} 
上 为 0， 在 {| > kr} 上 也 为 0， 其 中 {t < 0} 为 包含 supp B(E) 的 球 . 


下 面 进一步 的 逼近 是 将 {f(*)} 改造 成 使 得 f(*)“(e) 除了 仍 在 0 与 oo 的 邻 域 为 
0 外 还 属于 C%. 现 看 某 个 g e 太 使 G(&) 在 0, 与 oo 的 某 邻 域 为 0, 要 证 存在 瓦 
中 序列 {g(*)} 使 


lg -gli = 0, |Rjg® -Rigi =» 0,， j=1,.,n. (8) 
只 需 找 we C%, 有 紧 支 集 , ao 放 , yw(z)dr = 1. 设 杰 是 的 Fourier 道 变换 ， 

则 亚 (0) = 1, 令 9g4(z) = vy (= ) 9(7), 则 显然 地 lg9 -gl 一 0. 而 因 9(*)(€) = 
V1 * 9(8), 知 9 人 YE Co 当天 充分 大 时 , 9(*) 的 支 集 包含 在 人 的 支 集 与 1 的 文 


集 的 和 集 内 , 而 4 的 支 集 包含 在 某 个 {|é| < 二} 内 ( 即 supp yc {ls < 7"), 当 
充分 大 时 它 可 任意 小 , 故 苑 的 支 集 在 0 与 oo 的 某 个 邻 域 之 外 ， 现 剩 下 只 是 证 明 
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Rjg9(*) — Rjglli 一 07 = 1,… ,n. 既然 9 支 了 个 不 包 全 £ 二 0 的 紧 集 KK 内 , 故 存 

在 h; e L1, 使 局 限于 K 上 , hj(€) = 一 i 二 1,.… ,n. 这 样 Rjg( 二 hj;*g(*) 故 
IRjg®) — Rjglli = ||h;y* (g®) — oN — 0 ko 0 j=1,.…,n 

这 样 我 们 最 终 实 现 了 对 每 个 fo e€ Hi, 用 Ho 中 {9g 中 } 序列 使 


lg®) — folli = 00, |Rjg9® — Rjfolli = 0，j=1,.…,n 


定理 至 此 获 证 . 
下 面 引 理 在 用 古典 方法 讨论 Hi - BMO 对 偶 时 有 用 


引 理 (6.10) 我 们 有 下 述 对 偶 等 式 : 
1/ (Rj;f )Ppdazx = -| fRipdzrx, vfeHo, vpEL™, j=1,. ,nN. (9) 
R"™ R" 


Rjp(7) = | .xe —-y)— K(-y)p(Ydy, vpEeL, 


_ 1, 7 
K(y)= a0 Cn ntl 


证 明 我 们 知道 对 六 < 三 ，fé) se ,因而 方 (9 = -i .fle) e 9， 故 


f,Rjf e .7, 特别 f(z) = O(1 十 |z|)-*-1,Rjf ED = 1,… 此 外 ,在 定理 (6.8) 
中 证 明了 R; 是 厂 到 L! 有 界 的 , 因而 也 是 Fee 到 BMO 有 界 的 (其 实 我 们 已 对 g 
函数 算 子 证 明了 此 , 这 是 一 样 的 ). 另外 , 我 们 将 在 下 节 指出 任意 BMO 函数 b(z) 使 
及 i < co ( 见 下 节 式 (7)), 这 样式 (9) 两 边 积分 都 是 绝对 收敛 的 


记 om = extlzlgw, 则 pn e 了 ,注意 fe 六, 故 
| Rjf oNdz = -| f RjpNdx 
了 Rn R" 
fm om sa 0 
| | 民 ” RR™ 
如 果 我 们 能 证 明 式 (10) 中 右边 第 一 项 趋 于 0, 则 等 式 (9) 获 证 . 选 {Cn} 使 


. .CN 
lim CN 三 co，lim —— = 0. 
A 一 oo 人 一 oo 


84.6 ”经 典 Hardy 空间 与 Hj 的 奇异 积分 算 子 刻画 ”2607 - 


设 了 是 以 原点 为 心 , 边 长 为 2- 的 方 体 . 令 


sw Ble ow) 
= hoe —y)— EK(—y)p(y)dydz 
-/ ja he Wop ty. 


应 用 将 在 下 节 给 出 的 式 (7), 即 对 任意 be BMO, 任意 0,8 是 中 心 为 zx, 边 长 为 5 


的 方 体 , 则 
bo) 一 ba| 
人 Pirom md < calol, 
我 们 得 


Eh; —Q 
| 人 Rlw -wn) -avlar < | Ng 
|z|> os G3 十 |Zln+1 

CN 


C C 
< CBP- pw) < Cylw 一 0 
同时 , 当 |z| < 二 时 , 我 们 有 逐 点 估计 


IRi(p — PN)— an| 


hs Ke WK()- i /ke 一 功 一 K(-y)az p(yYy) dy 


/二 四 fxe — EK(z—y))dzp(y)dy 


dy 全 
< Cl / w= Cpl. 
D | lols = Bly| 


/ TCR -enw) ~ an)d 


C 
< Fealfh 一 0 
于 是 , 注意 到 了 的 平均 值 为 0, 有 


了 人 jie 一 PNjdz 


= | fio -ww) ands| 0 


引 理 获 证 . 
现在 我 们 可 以 得 到 BMO 的 Fefferman - Stein 分 解 了 . 
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定理 (6.11) (Fefferman - Stein) f € BMO, 当 且 仅 当 存在 f; € L%,(; = 
,n), 使 得 f= DR fj(Ro = 了), 进一步 还 有 


fl = or fjllw : 遍历 所 有 可 能 表示 f = > | . (11) 
0 0 


证 明 如 前 述 R, 是 L% 到 BMO 有 界 的 , 故 当 f= 站 Rjf; 时 有 
0 


Mf = 


eal 


< CD lfill, 
0 


对 f 的 所 有 可 能 表示 取 inf 即 得 | < fo BMO 有 
(fo; 


如 此 表示 . 设 fo € Ho, 则 所 = Rjfo € L1,j = 1,…,n. 故 ,"…* ,fn) E 
1(R") x .… x L1(R"), 由 对 偶 理 论 知 op 可 在 L1(R") x … x Li(R”) 的 子 空间 


{(fo,*… , fn) : fo E Ho,f; = Rjfo,} = 1,.…: , 1} 


上 产生 一 个 有 界线 性 泛 函 1((fo,… ,fn)) = jan fopdz， 其 中 右边 理解 为 
Jim / jeo(Wdr, op = (pV (一 N)) 人 WN. 但 既然 右边 积分 存在 , 故 这 个 极限 就 是 此 
积分 . 由 Hahn - Banach 定理 ( 见 83.1), 它 可 连续 地 扩充 至 整个 Li(R")x…xIL(R") 


而 不 增加 范 数 Cllell. 由 Riesz 表示 定理 知 (L7(R") x …… x 世 (R”))* = LY(R") x 
.… x L%(R"), 因此 存在 (yo0,… ,prN) e L”(R") x… x L%(R"), 使 得 
>》 oil < Clel， 
0 
jpo((jo， ,fn)) = | >》 fopidr, vfoe Ho, fi;= Rifo. 
Rn 7 二 0 
由 引 理 (6.10) 知 
| fopldzx) -| D> herr = 一 / >》 Rjfipsdr 
j=0 
~ / fopodz — 人 .> foRjpsjdr 


一 / fo C 一 > ww] dr, vfo € Ho. 
R" 1 
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这 说 明 BMO 中 函数 o 与 po- > Ry 作为 H 上 的 线性 泛 函 在 五 上 取 值 一 样 
Ho 的 稠密 性 说 明 p= on - > Rp 这 就 完成 了 定理 的 证 明 . 


84.7 Carleson 测度 


Carleson 测度 是 在 讨论 是 否 存在 有 H, 中 函数 在 给 定点 列 {z} (单位 圆 内 ) 取 给 
定数 值 {和 An} c C 时 提出 的 一 个 概念 . 近来 在 许多 分 析 问 题 中 表现 出 了 它 的 重要 性 ， 
例如 在 H,, BMO 理论 中 , 在 下 一 章 将 要 讲述 的 Calderbn - Zygmund 算 子 理论 中 ， 
在 日 晃 问 题 中 , 等 等 . 本 节 介绍 这 个 概念 与 玉 ,, BMO 的 关系 . 


定义 (7.1) R?+ 上 的 非 负 Borel 测度 称 为 一 个 Carleson 测度 ; 如 果 
Ql < CIQ|，Y 方 体 QcR", (1) 
其 中 @ 称 为 以 8 为 底 的 帐篷 , 其 定义 为 
Q = {(y,t) € RY : Bly,t) C Q}. (2) 
式 (1) 中 最 小 的 C 记 为 jiull, 称 为 4 的 Carleson 模 
帐篷 的 名 称 反 映 了 8 的 形状 , 有 一 个 使 用 上 也 很 方便 的 等 价 形式 如 下 : 
Q={(y,t) Ee Rt! :ye Q,0<t<(0)}. (3) 
关于 Carleson 测度 的 一 个 重要 而 简单 的 事实 是 所 谓 的 Carleson 不 等 式 . 


定理 (7.2) (Carleson 不 等 式 ) 设 f(y,t) 是 Rt 上 连续 函数 , j, 是 Carleson 
调度 , 则 


人， f(y,t)ldp(y,t) < cllull / f° (x)dz, (4) 
人 二 Rn 
其 中 f* 是 f 的 非 切 向 极 大 函数 
f(z)= sup |f(y,d)|. (5) 
(y,t)ET(z) 


证 阴 记 
Es =1{(y,t) :|f(y,t)| > A}, EY= {rE€R":f*(r)> NM. 


则 EX 是 开 集 , 故 由 Whitney 分 解 , 知 到 = UUQ;, 且 8; 的 边 长 与 8) 到 Bx 的 


边界 距离 可 比较 , 等 价 地 说 , 存在 仅 与 ”有 关 的 常数 Cu 使 C0Q; 站 (Bt)- 滨 g. 现 
设 (y,t) € EB, 旭 |f(y,t)| > 和, 既然 Yr € B(y,t),(y,t) e T(x), 故 r(x) > 入 此 即 
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B(y,t) C Ex 特别 ye @; 对 某 个 j 成 立 , 这 样 对 某 个 常数 cl, 成 立 着 t < c11(Q@;) ( 否 
则 B(wy,t) 将 包含 CO j,) 因而 与 (Ex)° 有 交 )， 因此 Wi 的 适当 倍数 扩大 , 例如 CQ;, 
将 包含 B(y,t) . 故 


(vy,t) 和 (CQ 一 {( C Rt ， Bl(y,t) C CQ;}. 


从 而 EC U(CQ;) ,于 大 
J 
Es < > ICQ;) “ls < Cllalll ceils Cl 
7 


由 此 推出 积分 不 等 式 (4), 定理 获 证 ， 


Carleson 定理 的 原来 的 形式 是 对 调和 函数 来 叙述 的 , 我 们 把 它 写 出 来 . 
命题 (7.3) 对 Rt! 上 非 负 Borel 测度 几 下 述 断 言 等 价 : 
(a) 4 是 Carleson 测度 ， 
四 [Pr fpPaned) < of Pr (a)de, 
了 了 可” 


vp0<p<o%, vfeljr, (6) 
9 之 


(c) 对 某 个 p > 1, (6) 成 立 . 
证 明 (a) 推 (5) 由 定理 (7.2) 知 . (ce) 推 (a) 由 简单 地 取 f = xe 知 . 事实 上 , 此 
时 在 Q 上 , 有 
CO 


故 由 (c) 得 


cilal < | Px f(r)bPdn < Co | M(xojpdzg CalQ|. 
RR R™ 


这 完成 了 (oc) 推 (a) 的 证 明 , 命题 证 毕 . 


下 面 讨 论 BMO 与 Carleson 测度 的 关系 , 先 讨论 BMO 函数 在 无 穷 远 处 的 增 
长 情形 , 如 下 述 引 理 所 示 . 


引 理 (7.4) 设 s > 0,Qo 是 任意 方 体 , 边 长 为 6, 中 心 在 zo, 则 存在 C = Cen 
使 Vfe BMO, 有 
上 Soo da < CC 让， (7) 
民 
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证 明 令 Q; = 2*Qo. 则 


Je — je,|= 入 2 ||;, 


1 
机 人 Uae。， — f)dzx 
fo — fool < k2" fh,. 


设 Q_1 = 2 则 


0°|f (x) — feol 和 0°|f (2) — feool 
“0 < "~0. 
pn pte rote < > / _ Qi 二 可 nso 
< CC- > _(2*6)- ne ge 


k=0 7 ok 
于 | 人 上 一 jeuldz 
k= 


0 
< Con Dk+1)2 "elf, < cl， 
kk 二 


be 


引 理 获 证 . 
定理 (7.5) 设 be BMO,Yy 是 径 向 实 值 函数 , 满足 


人 wajdz=0， Wa)l + vo) < C+ Ie) (8) 


则 dp = lxta 是 Carleson 测度 ,县 ll| < Col 


证 明 设 Q 证 以 zo 为 心 , 6 为 边 长 , 器 = 20Q. 令 
b=b5+(b- bo)xs + (0— ba)xwye = 01+b2 + bs. 
由 有 wdz = 0, 和 PM wi * bi(z) 三 0. 而 


=C 0 bp bolsdz < CIQ|. 
Q 


此 外 ， 当 (Zz,t) 和 Q 时 ， Te WY,t < 1(@), 故 对 y ¢ ®, 我 们 有 Iy—Z| 之 Cly 一 20|， 从 而 


ts|b(y) — ba 
ws*ba(T)| <O dd 
[we * ba( )| Rn\D (t+|z— yl)rte y 
tb(y) — bs 
< c| b(y) — ba 
Rn\ 可 (t+ |y— zol)"te 


by) — ba je 
<cr | 9 OOol,, 
pg GT ly roe dy < CFE 
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这 样 我 们 得 到 


dzdt (1 12e-1 
| Wx bc) < C / / azatl|ol? < Clal2l@ 
6 t Q Jo 0 


这 就 完成 了 定理 的 证 明 . 


定理 的 逆 也 是 成 立 的 , 它 就 是 后 面 的 定理 (7.8). 

面积 函数 与 Carleson 测度 的 定义 中 的 [2 积分 可 自然 地 推广 到 L? 积分 , 现在 
讨论 这 种 推广 . 

定义 (7.6) 设 1<g< o,f(y,t),g(y,t) 是 Ri 上 可 测 函 数 , 定义 ( 记 召 为 
R"* 中 的 球 ) 


dyd . 
Aa(f,7) = | [ Jor) 


Avwolf,7)= sup |f(y,t)), (9) 
(y,t) ET (Zz) 
1 dvydt 4 
Ca(g, 2) = sup ( 言 | Ig(y, th ) (10) 
定理 (7.7) ( 邓 东 案 ) 设 1<g< oo,=+ 二 一 4 风 
[fe do dT < 人 Analcrbndz (1D) 
RT RR 
证 明 定义 截 锥 : 
I*(z)= {y,t) :ly— 7x|<t,0<t<h)} 
以 及 截断 面积 函数 
dydt \™ 
A (g, x) = (., 19( tN 区 
注意 A (g, 7) 单调 上 升 地 收敛 于 Ao'(g9, X). 此 外 定义 停 时 h(x) 如 下 
h(z) = sup{h : A (g,7) < MC (g, 7)}, (12) 


其 中 M 是 待定 的 , 充分 大 的 仅 依 赖 于 维 数 的 常数 . 我 们 要 证 对 半径 为 + 的 球 B, 有 


|{xzeB:h(r) >r} > Or". (13) 
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一 旦 得 证 , 则 对 非 负 B(y,t), 将 有 
| By,t)t" dydt < c| / B(y,t)dydtdz, (14) 
月 ? nm JTh(z) (7) 


这 是 因为 右边 是 
cf/.| so) f X{Iz-yl<t<h(z)} drdydt, 


而 内 层 积分 又 是 球 B(y,t) 中 点 x 使 h(x) 大 于 半径 的 点 集 的 测度 , 根据 假定 , 此 测 
度 > Ct". 应 用 式 (14) 于 ®(y,t) = |f(y,t)g(y,t)lt-"*-1, 则 得 


dyd 
fCv, Doly, de 
R™1 


dydt 
< c/ / f(y, t) |g(y, | dz 
n LT'(h(7)) (x) 
< C 人 ArO (Ff, x) AN (g, x)dz 


<cM| A XT)dx. 


这 将 完成 定理 的 证 明 . 现在 回 到 关键 事实 (13) 的 证 明 . 设 B 是 半径 为 > 的 任意 球 . 
B = 3B. 这 时 


1 / (7) 7 
一 一 4 (9q,Z))ddr 
> / dydt 
一 |./ lg(v, 区 | 人 X{zEB:|z— tr deni 
C , dydt / 
< Fw HE <c inf (Cy(g,0)) 
B| 上 启 t ZE 万 


但 同时 由 (12) 知 


AW( (g, 7))Y dx > — (AYTN (gx) dzr 
IB| 上 而 {zeB:h(z)<r} 2 
1 

IB| {TEB:h(r)<r} 

M? |{z € B:h(z) < 7}| inf (Ca'(g, 72)”. 


M’ (Cy (gz))7 dz 
] 
> 一 一 
BI 
这 样 我 们 得 到 
BM | 位 < 巨 :hz 所 7 区 CC 
注意 此 处 C 只 与 维 数 有 关 . 故 存在 M 只 与 维 数 有 关 , 使 得 |{z € B :h(x) < r}| < 


-|B < -1B 故 j{fze 巨 :APz) >r}|> -|B > Cr". 定理 至 此 完全 获 证 . 
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、 dydt 
当 g' = 1,g 二 00 时 , 如 果 |g(y,) 一 一 是 Carleson 测度 , 这 意味 着 Cw e L% 


则 式 (11) 化 为 定理 (7.2) 的 Carleson 不 等 式 因为 这 时 A,(f) 就 是 非 切 同 极 大 也 
数 ( 见 84.9 习题 5). g = 2 时 就 得 到 HI - BMO 对 偶 定理 . 事实 上 , 设 是 径 同 实 
值 函数 , 满足 ,yw(z)dz = 0, 以 及 |w(z)|++|vw(z)| < CA+Izh 二， 则 我 们 已 对 
此 种 少 建立 了 Hi 的 5 函数 刻画 . 注意 S(f,x) = 42(f,x). 此 外 , 我 们 在 定理 (7.5) 
中 知道 对 此 ,5 e BMO, 蕴含 |w, x b(z )P 全 是 是 Carleson 测度 , 故 由 刚才 得 到 的 


4。 与 Cv 的 对 偶 即 得 


freee- 


2 


hs We * f(z)be # b(z) 


< clol, 人 S(f zjdz 


此 即 所 - BMO 对 偶 . 一 个 相关 的 事实 是 当 承认 HH! - BMO 对 侦 理论 时 , 这 个 定 
理 可 用 来 得 到 定理 (7.5) 的 逆 . 
定理 (7.8) 设 少 是 径 向 实 信函 数 , 使 A。w(zjdz = 0, 以 及 
wa) + vWD) < C+ Ie) 
| ears #0 #0. 


假设 be Li,, 且 使 dh = |wix* pl? 是 Carleson 测度 , 则 be BMO. 


证 明 设 fe 到 ,对 g=g =2 应 用 定理 (7.7) 知 b 可 在 Hl 上 通过 式 子 


dzxd 
| foar = | ,Wes fayer br) 
R" R?™ 


定义 一 个 有 界线 性 泛 函 , 它 满足 
| fbdzx 
Rn 


这 证 明了 5eBMO, 且 | 中 .< Olliull. 定理 获 证 . 


BMO 与 Carleson 测度 的 关系 还 可 通过 所 谓 扫 晕 算 子 来 体现 ， 对 任意 vw # 
M(R”+1) (了 3 上 有 界 复 值 Borel 测度 的 全 体 ), 定义 


< ciall {sonar = cli 


SW) = {Re -wav(e,t), (15) 


其 中 PP(z) 是 Poisson 核 . 
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定理 (7.9) 设 je M(R”*+'), 使 得 |j| 是 Carleson 测度 . 则 S(n) e BMO, 且 
和 ls Clllxlll. 

证 明 无 妨 设 />0. 设 是 以 wo 为 中 心 , 6 为 边 长 的 方 体 . 令 = 2* 了 0, 则 
vy € To, v(x,t) € I \ Tp_1,k>2, 


一 0 
pe Be mo al oa 
Ble- -Re -wl < Cr a < Cm 
因此 
| 人 Pi(z —y)du(z,t) dy 
To 了 1 
= | f Re wayanle,t) < cliils < Challlnol 
| li Be -Re -yo)anle,d)| 
0 _ 个 —k 
< 0 | waranty < Callaol 
车 令 
Cn= | Re vane,t) 
R™\T1 
则 我 们 得 


1 
ii/ IS(1,y) — Crldy 


1 


< 人 Plz ~ y)dp(z,t)| dy 
lol Jr, |/5 
1 OO 
十 一 一 人 (P(xT—Yy)— P(r— yo))du(r,t)l dy 
20| To |-2v 有 NA-1 


OO 
< CD,2 Ialll = Clalll. 
k=1 


这 就 证 明了 断言 , 定理 获 证 . 


将 S 看 成 M(R?+!1) 到 L1 内 有 界 的 算 子 , 则 其 共 力 算 子 正 是 定义 在 L% 上 的 
Poisson 积分 算 子 . 另外 , 本 定理 的 逆 也 成 立 , 即 每 个 BMO 函数 可 表 为 S(), 其 中 
由 是 Carleson 测度 , 我 们 略 去 证 明 . 


84.8 Besov 空间 Bs 与 Triebel-Lizorkin 空间 Fs, 


除了 Lebesgue 空间 、 连 续 函 数 空间 、Hardy 空间 以 及 BMO 等 主要 的 函数 空 
间 以 外 , 我 们 在 分 析 的 其 他 分 支 , 例如 偏 微分 方程 , 还 经 常 遇 到 别 的 一 些 函 数 空间 ， 
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例如 由 f 及 其 导数 的 L? 属性 定义 的 Sobolev 空间 , 以 及 由 函数 的 光 清 性 所 定义 的 
Lipschitz 空间 等 . J. Peetre 发 现 , 所 有 这 些 空间 都 可 统一 地 用 .8 中 满足 适当 条 件 的 
函数 消 来 定义 . 例如 我 们 已 知 L?,p > 1, 可 用 水生 成 的 9 函数 的 L? 可 积 性 来 定义 ; 
H,,p < 1, 可 用 % 生成 的 面积 函数 5 的 L? 可 积 性 来 定义 . 我 们 再 以 Sobolev 空间 
Hs 为 例 , 看 看 它 如 何 被 类 似 地 定义 出 来 . 先 考 虑 乘法 算 子 Ts : f 一 (1 十 |z|*)?f,s 
实数 , 它 作用 在 六 上 的 [2 模 与 自己 的 [7 模 有 如 下 关系 
co 9 了 Oo 
r= 5 0+ le) de ~ Do 20°. 
Xj 表示 特征 函数 X{27-1i1<|z|<27}: 现 过 渡 到 对 应 的 微分 算 子 
vf (CA+D of 一 (AT+D 计 
应 用 Plancherel 定理 (82.4 定理 4.9), 我 们 有 


f=12 = | Ff ~ > 2 多 有 


一 DO 


一 -De (Xj;Ff)|l2. 


Sobolev 空间 L2,,m e Z4, 便 可 定义 为 
Lm = {f ED? :fl = fl2 + lv™ fl < eco 
本 来 它 的 定义 中 还 包含 有 f 的 其 他 阶 导数 的 L? 模 , 但 由 Sobolev 竺 入 定理 知 
lv fl < C(I2 + lv™ fl2), Vs,ls| < m. (*) 
事实 上 ， 这 是 我 们 在 83.7 定理 (7.13) 中 讨论 过 的 Mihlin - H6rmander 乘 子 定理 的 推 
论 . 事实 上 , 定理 断言 , 如 果 m 满足 
是 L? 乘 子 . Sobolev 嵌入 定理 (*) 可 以 改 与 为 


(二 
as (o_o (1 总 站) 


-1 
j=1 


了 em 


< BVva,lal < kk> 了 则 mm 


12 (有 站 ls<C 


pb 


< Cllglly. 


也 
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一 工 


因此 应 用 Mihlin - Hormander 定理 于 mo(x) = &° 区 3 | ， 由 于 它 满足 
j=1 


I+ ?DImal(s)jw < B, 知 mo 是 L? 乘 子 , 即 (*) 成 立 . 除 Sobolev 空间 外 , 其 
他 函数 空间 可 类 似 地 被 定义 , 这 里 用 以 截取 f 的 Fourier 变换 的 函数 x; 要 用 光滑 函 
数 y; 代替 . 因此 , 为 定义 函数 空间 ,我 们 先 要 讨论 具有 紧 支 集 Fourier 变换 的 函数 或 
广义 函数 的 性 质 , 然后 , 在 此 基础 上 给 出 Besov 与 Triebel - Lizorkin 两 类 空间 的 定 
义 . 至 于 空间 的 性 质 , 我 们 则 建议 读者 参考 H. Triebel 的 书 [Trl. 从 前 面 的 介绍 看 出 ， 
其 思想 来 源 于 Littlewood - Paley 理论 ( 见 83.7). 首先 讨论 具有 紧 支 集 Fourier 变换 
的 函数 或 广义 函数 的 性 质 . 

我 们 已 在 82.4 讲 过 , 具有 紧 文 集 Fourier 变换 的 函数 可 扩充 为 半 平 面 上 的 指数 
增长 的 整 函数 ， 此 即 Paley - Wiener 定理 (82.4 定理 4.18). 在 高 维 情 形 , 可 以 类 似 地 
刻画 具有 紧 支 集 的 .9 中 函数 与 .y' 中 广义 函数 的 Fourier 变换 , 此 即 Paley - Wiener 
- Schwartz 定理 , 我 们 叙述 它 而 只 证 涉及 到 .82 中 函数 的 那 部 分 . 


定理 (8.1) (Paley - Wiener - Schwartz) 下 述 (a), (0) 等 价 , (c), (qd) 等 价 . 

(a) f € 97, 且 多 f 文 于 球 {& :8| < D0}; 

(5) f(z) 作为 f(x) 到 C" 中 的 扩充 , z = (z1,… ,zn),Z; = Xj 十 iy;, 具有 下 述 性 
质 , VA > 0, Ye > 0,3C 。 使 


f(z)| < Cell + |z|)- ett yl 


z=7T+iy, T= (TTn), Y= (We Yn) (1) 


(A 
(qd) f(z) 作为 f(z) 到 C” 中 的 延 拓 满足 , 对 某 个 实数 和 ,Ve, 3C。 使 


fz) Ce(L + [zl) eto) ly, 


2 一 2 十 ?9， Z 一 (Z1) , Tn ), y = (yi, , Yn ). (2) 


证 明 只 证 (a), (b) 等 价 . 设 fe .7, 且 多 f = F(&) 支 于 半径 为 b 的 球 , 则 ( 注 
意 F(6) < 7(R") 


f(z) = ma | F(6jeirede 
{|lé|<b} 
一 2 f(z) = oo | Do F(t€)e'™t de. 
{|é|<b} 
故 以 z==z+ 刀 代 zx 即 得 


f(z)| < Coll +|z|) eVYz，YVva 
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此 即 了 满足 (1). 现 设 f(z) 满足 (1). 要 证 多 f(&) = f(&) 支 于 {€ :|&| < }. 现在 我 
们 从 
FE) = ao fm)e de 


出 发 , 设 ee R",a > 0,yo = 中， 考虑 由 如 下 四 部 分 构成 的 围 道 了 :Ti = [~-M,M]， 


rT2 = [-M+ioM+iolTs = —M+iy,T4 = M+iy,y 在 0 与 yo 之 间 , 其 中 
M,yo Ee R". 则 夏 f(z)e-*%*tdz==0. 但 


工 3 Urs fe de 


< CNece® stot) +IMI) 一 0， LI 一 oo. 


故 得 
F(e) = an | f(x + iyo)e'®tiyo)éqz, 
RR? 
IF(é)| < Cee wt) ol | (+ lr)-Naz 
Rn 


< CN -exte+e 一 | 引 ). 


当 |&| >b 时 , 选 e 充分 小 ,使 e 的 指数 是 负 的 , 令 a 一 co 则 推出 Fe = 0, 这 就 证 
明了 F(&) 支 于 {€ :|é| 6b}. 定理 获 证 . 


下 面 讨论 有 紧 支 集 Fourier 变换 的 函数 或 广义 函数 的 其 他 性 质 . 设 9 是 R” 中 
紧 集 , 记 


Fr= {9 EF :suppFo cn), (3) 
Lo = {feL?,suppFf CA,0<p&o. (4) 


下 面 要 得 到 所 谓 Plancherel - Polya — Nikolski) 不 等 式 . 它 说 | 及 等 价 于 f 在 适当 
格 点 上 的 限制 的 2 模 , 以 及 1 DeH 川 。 等 价 于 fp,Va = (ai ,Qn),Vg,p 均 gq 所 oc. 


引 理 (8.2) 设 M 为 Hardy - Littlewood 极 大 算 子 , 0 < 7 < o%,M,(f) = 
M"(|f1"). 则 Ye e .99,Yx eR", 有 


sup (1 +|z|) "IVy(z — 2)| < C sup (1 +|z|) "Ip(z—z)| < CM(p,7). (5) 
证 明 取 ye .7 满足 了 Fplo =1, 则 Vyp ee.89, 有 
Fp= FY FY, p= a | PY VT — Ydy, 
I -3 


ce pW 4 ey 2) Nady. 
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应 用 不 等 式 
1+|z—vylr 
1 十 |z| 
( 它 的 证 明 是 显然 的 , 只 需 分 情况 |z| < 5lz -让 与 || > zlz 一 让 讨论 ), 可 得 (N 充 
分 大 ,使 N 一 二 >n) 


<C(l+|z—y—2"), v7,Yy, 2,€ R", (6) 


sup (1 +|z|) "Ivy(z — 2)| 
, P(Y) _ zl)-(N-#) 
Sosup |/ TE 0th y — 2|) dy 
< CO sup (1+|z|) 7 Ip(z — 2)|. 
zZER"™ 
这 证 明了 式 (5) 中 第 一 个 不 等 式 . 第 二 个 不 等 式 由 下 述 事实 得 : 设 g(z) 是 R" 中 任 
意 球 Bs( 以 任意 点 为 中 心 , 半径 为 5) 上 的 连续 可 微 函数 , 则 
g(a)| < C5 sup [Vo(WI + C6- ( /erm) , vee Bs (7) 
yEBs Bs 
事实 上 这 只 需 取 zo € Bs 使 g(zo) 达到 极 小 , 然后 应 用 微分 中 值 公式 , 得 
Ig{(z)| < lg(zo)| + C6 sup |Vg(Y)), 
yEB;s 


由 它 进一步 便 可 得 到 (7). 现 设 B5 是 以 0 为 中 心 , 5 为 半径 的 球 , 对 pg(z 一 zy) 作 
为 y 的 函数 (z,z 任意 取 定 ) 在 Bs 上 应 用 (7) 即 得 


Ip(z—2)| < C6 sup [Vp(z 一 zz 一切 +C6 (/ ee (8) 
y:|y|<5 ll 


1 


设 5 之 1, 则 上 式 中 的 积分 


< O67 (/ [2(z 一 Dr | 
Ivy|<1+|z| 


< C6 "(1+|z|)"* M(p,7). 
将 此 代入 (8), 两 边 除 以 (1 + |z|)*, 则 得 
sup (1+|z|) "Ip(z—2z)| < C6 sup(1+|z|)-*|Vo(z — 2)|+ C6 7*M,(p,7). (9) 
zER?™ zZER"™ 
应 用 已 经 证 明 过 的 式 (5) 中 的 第 一 个 不 等 式 , 注意 pe .8, 因而 sup (1+|z|)-? Ip(z— 


相 | < oo, 如 以 及 5 可 任意 小 , 知 式 (9) 右边 第 一 项 可 以 < 3 sup (1+|a])-? kp(z 一 | 
ZER”™ 
这 样 便 得 到 式 (5) 之 第 二 个 不 等 式 . 引 理 获 证 . 
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下 面 是 Plancherel - Polya - Nikolskij 型 不 等 式 : 
定理 (8.3) 设 a 是 多 重 指标 ,0 <p< go. 则 
| Do < Cllylly, V9 € 7 (10) 


证 了 明 取 % es: 满足 多 Wo = 1. 假设 a = 0, 先 证 g = oo 人 情形. 当 p>1 时， 
对 
p(z) =C | p(y Wz Wdy =C | pz — YWdy 
R? RR 
应 用 Halder 不 等 式 便 得 (10). 当 p < 1, 由 


omlg Csuplelg-z | pW hay 
2 区" 
对 x 取 sup 即 得 (10). 现 看 p < 1,p < gq <o% 情形 . 这 时 


| oldy < sup ol? | (Pd 
RR? 2 ER 


< Cllvlls ?= Cllplly. 


当 1<p<g<o% 时 , 取 = = 1+ 7 一, 应 用 卷 积 的 Young 不 等 式 , pe 7,w EL” 
知 卷 积 属于 Lx, 且 有 相应 的 范 数 估计 . 这 完成 了 a = 0 的 结论 的 证 明 . 对 任意 多 重 
指标 a, 由 
pepa=C 人 eg)Dryz ydy, 
知 同样 的 证 明 给 出 了 一 般 a 时 的 结论 , 定理 获 证 . 
现在 考虑 上 述 不 等 式 的 离散 类 似 , 充分 地 只 需 建 立 对 某 离 散 测 度 , 有 jfily 与 
中 中 等 价 ， 一 旦 有 了 它 ， 则 我 们 对 此 nN 也 将 有 


1D fr SND Fla < Clflly Srr cp), Ya 
我 们 考虑 的 离散 测度 是 格 点 上 的 Dirac 测度 : 
设 庆 = (ki1,… ,kn) 是 R"* 中 整 点 , 记 
Qin = {r= (1 Tn) kh rx; <(k;+1)h,j=1,..,n}, h>0. 
对 固定 h, {Qn}x 构成 了 R” 的 一 个 部 分 . 任意 取 zk s Qh 固定 , 我 们 得 到 一 个 格 
点 结构 . 


定理 (8.4) 设 Q 是 Rn 中 紧 集 , 则 存在 ho, 使 Vh,h < ho,vp < .79, 我 们 有 


1 1 


Oi (5 ep el < Cs 了 slow) / GD) 


kEZ™ kEZD™ 
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证 了 明 Vz eQki 有 


pr)| < lp(ria)| + Ch sup |VeP(z)| 


ZE k,nh 


< pre) +Ch sup |Yp(2)|. (12) 
z€E Bi on 


但 应 用 式 (5) 有 


sup [Vyp(z)|= sup |V¢(z — 2z)| < CM,(y,7). 
z€E By, ch z€E Br, cnh 


设 p < oo. 对 (12) 两 边 取 p 次 寡 , 然后 在 Qi 。 上 积分 , 并 对 求 和 得 
人 iv(z)lfdr < Ch” > iw (zg)? + Ch? | Melr)yrdz 
<c eeaP+cP 人 eran (13) 
k R”" 


这 里 只 需 取 < 注意 这 里 的 系数 C 均 只 依赖 紧 集 Q ( 因 w 被 它 决定 ), 故 存在 hi 
使 当 刀 < ho 时 Ch? < =, 这 证 明了 (11) 的 第 二 个 不 等 式 . 至 于 (11) 的 第 一 个 不 等 


式 由 


p(TEe)| < Ip(z)| + Ch Sup [Vo(z)| < lp(z)| + ChM,(Y, 7), 


即 得 
"lola < wdr + Cr {plopPae 


k 


< cf p(x) dz. 
RR 


当 p= co 时 , 第 一 个 不 等 式 显然 , 第 二 个 不 等 式 由 (12) 以 及 Vyllw < Clivll» 


一 个 有 意思 的 问题 是 当 9 = Q@s = {zx : |zx| < 中} 时, 式 (10) 与 式 (11) 中 的 系数 
C 与 b 的 依赖 关系 如 何 ? 答案 是 (10) 中 的 Ce 满足 


Cy, < Cololtn($-3). (14) 


而 式 (11) 中 的 系数 C 与 5b 无关. 事实 上 , 设 o e .78%, 则 y=b-"y (=) < .Yei ( 因 
多 VY(€) = 多 gp(b8)), 故 对 仪 依赖 于 n 的 系数 C 有 


( 人 Dewar) <C 人 var)” z 
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BH 


1 


-lol-np pad)” < Cn po 
er (人 peepazj < cho? (人 ea 
这 就 推出 了 (14). 对 p € .Fy%*, 同样 令 多 e .791, 有 


1 


b> ee 一 (> wen) 
k k 
wllp = 5" ? lplly 
但 zk e Qi,n, 则 
yk = bxk € bQn = {Yy :bhk; < Yy; <bh(k;t+1),7=1,.… ,n}. 
故我 们 可 对 格 点 {ys} 应 用 式 (11), 即 


1 


Pp 


[Zvweror) ~ (bh) ?ylly, 
k 


p 


b> eeop] ~ hr lplly, 
k 


比较 系数 发 现 , 同 9 = 81 情形 一 样 , 即 不 依赖 于 5. 但 式 (11) 中 使 用 的 条 件 h < ho 


中 的 ho 则 随 5 增 大 而 减 小 , 更 确切 地 说 应 该 有 ho =. 这 因 对 给 定 o e .88s, 由 


7 
(13) 应 用 于 = po, 得 . 


pnt pl < Co-"(bh)? b> eeop 二 C++ 二 (0 有 ol 
k 


1 


p 


pllp < Ch? b> ete) | + Cbhllwlly. (15) 
k 


由 此 可 知 h 只 需 满足 h < ho < 5 (C 只 依赖 于 维 数 ) 即 可 . 这 证 明了 断言 


上 述 引 理 (8.2) 与 定理 (8.3) 可 由 :99 推广 到 Z22， 正 是 在 这 里 我 们 要 用 
Paley - Wiener - Schwartz 定理 . 

定理 (8.5) 设 Q 是 了 "中 紧 集 ,0<p 和 go 乏 co0<7r<2. 则 
太一 过 


zER"™ 1 十 正品 


以 及 Va = (ai ,an)， 


< Clflls, vfe TIP9， (16) 


p 


lID* fl < Clflly, Vf e LP'®, (17) 
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证 了 明 当 pz = oo 时 , (16) 显然 成 立 . 设 0<r<Pp<co. 选 oge .9 满足 
2(0) = 1,suppZp C Q1 = {y :ly < 1}, 令 fs(z) = p(67)f(7z),0 < 65 <1, 其 中 
fe LP 则 由 Paley - Wiener - Schwartz 定理 知 fs € .9 (这 因 f 可 以 扩充 为 复 
z EC" 的 整 函 数 , 且 关 于 x € R" 的 增长 性 是 某 个 阶 次 的 多 项 式 增 长 ), 且 多 支 于 
Q1 与 多 f 的 文集 9 的 代数 和 9 内 . 故 由 对 .FZ9 的 有 关 结 论 知 (16) 对 方 代替 f 
成 立 . 应 用 (10) 于 fs, 其 中 9 = co, 知 { 方 } 是 一 致 模 意义 下 的 Cauchy 序列 . 但 因 
方 一 在 7 中 (这 因 (yw,fs) = (pay 了 ), 而 pay 一 外 在 中 ), 故 {f5} 的 一 致 极 
限 束 是 f. 在 下 式 中 令 6 一 0 


一) 


| 和 CMR 
zERn 1 十 |z|* | (|fs| )||y 


Dp 
< Clfslp < Cflp, Vf es TDP 


即 得 所 需 的 结论 , (16) 得 证 . 
对 (17) 大 似 地 有 


ID fslla < Cllfsllp < Cllflly, Vf e LP?’ 
同样 D*fs 一 D*f, 当 6 一 0 时 . Fatou 引 理 给 出 了 所 需要 的 结论 . 定理 证 毕 . 
现在 讨论 522 的 一 个 Fourier 乘 子 定理 . 


定义 (8.6) 设 0 是 R" 的 一 个 紧 集 ,0<p< oo%, 设 me.9' 使 .多 -lm ETFL 
则 mm 称 为 LP 的 一 个 乘 子 , 如 果 


IF (mFf)p CH， vf e LP (18) 
注 由 于 .多 -lm ee Li, 下 式 有 意义 : 


F (mgN) = a0 Fm fe Way vie lr (19) 


p 之 1 


引 理 (8.7) 设 Q,T 是 RR" 中 两 个 紧 集 ,0 <p< o00,5= min(p,1). 则 Vf € LP;9， 
对 任意 m(t) 满足 多 -lm e LI5T 有 


I (mF fp < CHF mllal fy (20) 


证 了 明 注意 多 -lm e L5T 推出 多 -im e Li. 故 当 wp > 1 时 , 结论 自然 成 立 . 现 
设 p <1. 注意 .多 -tm e L?'T? 还 推出 多 -lim e Fece 故 对 zx 固定, 作为 y 的 函数 


gy) = my)fr -YeEL 
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这 因为 它 的 Fourier 变换 是 m(&) 与 多 f(--&)e” 的 疮 积 , 因此 支 于 T 与 -9 的 代数 
和 即 荆 一 Q 内 . 故 由 定理 8.5 知 llglli1 < Cllgjlw,p 志 1, 从 而 


Fmg Do < fF mW -Wa 


< 人 rm)Plfe- Pdy ) " 
Rn 
于 是 \ 
| 至 一 (mm 多 站 | 和 CI 有 一 ls。 

这 完成 了 引 理 的 证 明 . 

现在 给 出 关于 Fourier 乘 子 的 一 个 重要 定理 . 

定理 (8.8) 设 0 是 Rn 的 紧 集 ,0 < p < 00,0, = n (i 3) < 
Zi,N > 0%, 则 VYfe LLP,Yme LI 和 ,有 


2 (mf < Cllmll zs, flly- (21) 

这 里 [2, 是 Sobolev 空间 , 其 等 价 定义 为 (对 -co < s < co, 并 用 它 的 另 一 通用 记 
写 )， 

H;= {fe .7 :fln; =1G+lz 人 > 多 ja < oo (22) 


证 明 设 feLrm9, 选 ve. 使 得 
suppy CQO={y:dist(y,N) <1}, vlo=1, 
Dxv| < C 不 依赖 于 9， 
则 mf = wm 多 f, 而 wm 满足 
supp pm CO, lwmllgy < Clmllgy. (23) 


式 (23) 中 的 第 二 个 断言 是 上 面 提 到 过 的 Sobolev 藤 入 定理 的 结果 


1 


| >》 iron <C | > in 
[ol 入 六 lal&N 


<C | > | Dem|2 二 rn 
lal=N 

式 (23) 说 明 我 们 一 开始 便 可 假设 m 满足 supp m c 5, 这 样 多 -lm e LP?'9, 我 们 的 任 

务 便 是 证 明 | 多 -lllz < Cllmllzx: 这 等 于 说 对 p < 1, 要 证 | 多 一 ml < Climl|gy. 

一 旦 得 证 再 引用 引 理 8.7 便 得 本 定理 所 要 证 的 结果 . 
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现 设 


Ko={7:|z| <1}, K;= {rz:27! &|z| <27)}, j= 1,2,... 


则 
} 
1 -im = > | | 多 -lmlpdz 
了 =0 £; 
oo 5 
< CV 2 (/ op] 
j=0 Ki 
oo 5 
=C) 2" / | 
j=0 At; 
全 三 卫 
2jp(op—N) a” 
<C|》 2 2 > 2" 多 -lml2dz 
j=0 j=0 全 
<C (/ (1 十 NI ma 
及 
一 Cllmllzw， 
这 就 完成 了 定理 的 证 明 . 


我 们 在 83.7 定理 (7.1) 中 讨论 Mihlin _ Hormander 乘 子 时 , 曾 得 到 过 L? 乘 子 
(1 < p< co) 的 充分 条 件 l 


<B, Vola<NN> 7 


QO O°% 
| az) 


或 更 强 一 些 ， 


Pei | 
Rr<2R 


它 比 此 处 的 条 件 M e Hx 稍 强 一 些 . 这 里 我 们 讨论 的 是 LP'? 的 乘 子 . 
当 9 = Qs = {7 :|zx| < 5} 时 , (21) 中 系数 如 何 依赖 于 5 呢 ? 设 fe LP'8。, 则 
万 (z) = bn (7) < Lp91 (这 因为 多 所 (£) = 多 f(b6)). 注意 我 们 有 等 式 


O° 
dr < B, Va,lal < N,N > 


Dra nT) 


多 -1(m 多 月 (z) = 0.F- 1(m(b) Ff)) (bz) 
=b".F -1(m(b)F fo()) (bz), 
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这 样 我 们 得 到 常数 C 仅 依赖 于 n, 不 依赖 b, 使 得 
| 到 -mm 罗 用 | = 5" ?2  (m(b.) FF) 
< Cb ?lm(b) lan folly 
= Cllm( ax lf lly. (24) 


这 样式 (21) 中 常数 C 对 的 依赖 只 是 体现 在 将 m(z) 换 为 m(bx) 后 再 求 其 H2 模 
这 一 过 程 中 . 

我 们 需要 将 上 述 乘 子 定理 推广 到 某 些 向 量 值 情形 . 设 X 是 底 空 间 , B 是 Banach 
空间 , 0 < p < co. 我 们 用 Z2(X, B) 表示 在 XX 上 定义 的 取 值 于 B 中 的 强 可 测 函 数 f， 
并 使 得 /fdz < oo 的 全 体 构成 的 空间 . 我 们 下 面 只 讨论 XX 二 R" 或 2Z1,B = I 
或 I? 情形 . 确切 地 说 , 设 0 < p,q < co, 我 们 考虑 


L?(19) = L?(R", 19) 


一 | = (fr)o :| 川 radio = 人 [on < -| ， (25) 


(大 ) = (ZL) 


= | = (fx)o :fcrr) = (> (人 (oleae ) ) < | 《26) 


首先 我 们 需要 Hardy - Littlewood 极 大 算 子 M 在 这 样 的 向 量 值 函数 空间 上 的 有 办 
性 结 采 . 


定理 (8.9) (Fefferman - Stein) 设 1 < p,9 < oo， 则 


{Mfr}llre0a) < Cl{fr}lrras), Vf = {fe}. (27) 
证 明 固定 % 对 p 进行 内 插 . 已 知 p = 4 时 , 式 (27) 显然 成 立 . 现 证 p= 1 时 


(el 


对 > fl 本 水平 入 作 Calderon - Zygmund 分 解 得 不 交 方 体 族 {QQ;}, 满足 


C 
< 二 
入 


，YVYA > (0. (28) 


1 


b> A l <M,ae. 于 FF= Uo) ， 


7 


1 “| : 
入 < 一 一 | 六 2 dr < 2°"A, Vv. 
[Qj| CO 


k 
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令 刀 =Jxr (BW f= (0), f= frxe),f"=f- 了 . 则 


1: 


Eo) | 


1 


{Mfe} ria) < CNH{Ae Yar) 和 CX! 


现 要 估计 Mf”. 引进 辅助 函数 
= 》 一 一 cdZXO (Z 


则 所 有 Fi 均 支 于 9 = UUQ;, 且 在 每 个 Q) 上 , 有 
J 


EE) 
< 可 人 (> 站 dz < 2n 入 


C7) | Ca 


要 证 Yr¢Q= UQ;, 其 中 %; 是 Qi 的 适当 倍数 扩大 , 有 


这 说 明 


| 


< CAMIN| «< CM! 


Mfl(z) < CMFi(z), Vk. 


事实 上 , Yz ¢ 9, 任意 方 体 Q 3 z, 如 果 Qi 与 Q 有 交 , 则 8Q; Cc G (Q@ 的 适当 倍数 扩 
大 ), 故 


a 太田 ihn 人 
< 而 二 人 klar = a fed 


< 部 上 Frdzr < CMFi(z), 
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这 里 表示 对 所 有 那些 满足 8; Cc S 的 ; 求 和 . 此 外 我 们 已 用 到 | 六 | 与 fi 在 每 
个 Q; 上 积分 相等 的 事实 . 这 样 我 们 得 到 


2 


+§| (5 71) | 


1 q 


结合 对 Mf’ 的 估计 , 便 证 明了 (28). 


现 应 用 p = 1 时 的 有 界 结果 (28), 以 及 p = 4 时 的 有 界 结果 , 内 搬出 1<p< gq 
时 的 Z2z(19) 有 界 结果 , 它 本 质 上 就 是 Marcinkiewicz 内 插 定 理 . 事实 上 , 设 1<p< 


qf = {fe} € L?(1),A>0. 记 g= (5 六 令 凡 = frxtoz2p = frxXtg< 和 Ny- 则 
| C3 >_(M fx) ) > | 
< 人 D2_(Mfh) 小 -中 


ee 


< 区 (Eu) X{g<M} + (Du X{g>A} 
k 1 
这 样 我 们 得 
ty) = Xer1 | (M fy) ") = dA 
(Eo) ef Ee 


<c| we | gdzdM+C | > 0OQzdA 和 
0 {9 入 和 } 0 {9>A} 


Go 


=Clgls=C 


Dp 
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这 完成 了 1 < p< gq 时 (27) 的 证 明 . 


现 看 p > d 的 情形 . 此 时 的 (27) 将 是 如 下 不 等 式 的 直接 推论 : Vf,g 非 负 可 测 ， 
以 及 q > 1 有 


人 (Rh 广 ?gdz < cf. ff M ogdz. (29) 
了 Rn 


为 证 明 (29), 考虑 M RE (R", Mogdz) 到 (R",gdzx) 的 函数 空间 之 间 的 
次 线性 算 子 . 容易 看 出 , 它 是 (co, co) 型 的 , 要 证 它 是 弱 (1,1) 型 的 . 一 旦 得 证 , 则 它 
也 是 (g,q) 型 的 , 1 < gq < co, 即 (29) 成 立 . 其 弱 (1,1) 型 可 如 下 推导 . 对 f 与 水 平 
入 > 0, 作 Calder6n - Zygmund 分 解 得 不 交 方 体 族 {@;}, 则 如 我 们 在 83.3 指出 的 (或 
83.8 习题 18), 存在 a > 0 使 {Mf > aA} C U28;. 因此 (不 妨 认为 a=1) 
| 


{Mf > Mo= | ,< 9 
“C02, if Mg(z)X x fdz 
5 j Mgdz < Sf 


有 了 (29), 对 p>g( 记 r/ 为 的 相伴 数 ), 我 们 便 知 


( (Foe) © 
pila < (人 2 MA ss) 
< sup ( / .> pe 


< sup | 人 A ) 加 | ll 
< 人 (人 (Zn 可 


这 就 完成 了 定理 的 证 明 . z 
现在 考虑 L?' 的 向 量 值 情 形 扩充 . 设 0 < pq 和 ooQ = {Qkjg 是 R" 中 紧 集 
的 序列 , 设 di = ad(Q4),d 表示 直径 . 


494.1 
P 9 
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定义 (8.10) 定义 


I = {f= {fo} cz:suppZ 产 Coolzoo<eo 00) 


则 我 们 有 引 理 8.2 的 如 下 类 似 : 


引 理 (8.11) 设 0<p<o,0 <g<o,{Qx} 是 R”* 中 紧 集 的 序列 , dk > 0. 设 
0 <7 < min(p,g). 则 


证 明 不 失 一 般 性 , 可 设 Q; = Qa, = {y : ly| < dn}， 事 实 上 我 们 首先 用 球 
覆盖 Q4, 然后 用 ee 人 记 (z) 代替 所 , 则 前 者 的 Fourier 变换 为 多 六 (ee + 6) 
(其 中 <(O 是 用 以 覆盖 Q 的 球 的 中 心 ) 它 便 支 于 Qi (将 刚才 的 球 平移 到 原点 所 
得 到 的 球 ) 而 函数 自己 的 L?(19) 范 数 保持 不 变 . 现 对 fh < TIP9w, 考虑 gs(z) = 
fa (z) = or" (如 则 gE LmQ1. 注意 极 大 函数 在 伸缩 变换 5 下 不 变 , 即 ( 设 


djz) = f (07)) 


| sup (1 十 ldgz|) -7* fr(: — | 
zER". 


LP (lg 


< Cl{fr}lraaa)- (31) 
) 


M(dsf) = sup 到 / fF(6(z + W) lady 
=sup al {Gr + Wdy = ds(MI)e) 


这 样 由 gx 满足 的 不 等 式 , 其 中 系数 只 依赖 于 维 数 mw， 


a < CMr"(|gr|")(2), Vz, Vz, 
便 得 
fr(z 2) feldi (der — z)) 
ltd 2 1+|zl? 
< CdkM" (gel") (de7) 
= COM" (|dac: fl )(drz) = CM™ (fel )(z) (32) 


既然 > 1 > 1, 由 定理 8.9 我 们 得 到 


{su fk(F — 入 | 
pd 1 十 [dgz|” 


< Cl{fr}0 rece): 
Le (14) 
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4 = co 时 也 是 一 样 证 明 . 我 们 有 
sup 疙 人 一 < Csup Mr" (|fx| )(2) 


< CM! 区 ly (z)，, Vz 
Ek 


<C < ol (sm 大 站 
k p 


<C 


| 六 (人 Z — 2) 
UP 1 + |dxz|" 


sup |fr|" 
k 
这 正 是 所 需要 的 空间 L?(1%) 的 范 数 不 等 式 . 引 理 获 证 . 


我 们 所 需要 的 在 L?(19) 内 的 乘 子 定理 如 下 . 
定理 (8.12) 设 0<p< 0,0<gq<o%,9 = {Qil% 是 Rn 中 紧 集 序列 , 每 个 


nN 7 
dk >0.ANEZ 满足 N > 2 + RD 见 vf {fr}e EL (! ) , VM {mn}e C. 
HX, 有 
1{ 多 7 (mF fr)} Loc) < C sup mde) py {fr Hes 0a)- (33) 


证 明 多 -1(mw.Zf) 是 很 好 定义 的 ， 因 可 设 ms 支 于 到 (如 前 所 述 )， 这 样 
.多 一 :7 Ee Lp, 故 多 -limx EL 又 有 € LP? 人 x 因此 所 EL”%, 故 Fim fr) 
是 多 -lmy 与 太 的 卷 积 , 有 定义 . 我 们 要 证 

| 多 -1(mk 多 大 )(z — z) 


SUP -一 一 一 一 < C su 
a 1 |adxz|" st 1 + [drzls 


大 人 一 -In mep(de-)||py, / (34) 


其 中 0<r< min(p, q),N> 5 十 =,C 不 依赖 于 x,k, mx, fx. 事实 上 (注意 初等 不 等 
式 (6)) 


至 一 (mk 多 大)(z 一 2 


<C| |F im(r—z— yfr(y) dy 
RR 


< C sup Ta). Fim(r oz oy: (+ld(r — yr")dy 
weRr 1 + [dr(T — uw) 


< Csup 站 < 全 la ) Fimg(z so) (+di(z = ze)dy, 
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这 样 ， 
Fi(meF fi)(r — 2)| 
这 1 + dizl 
[fx (x 一 2)| _1 n 
< 2 yq 
< Csup fe ， (多 akj(dar y+ ly|")dy 
< Csup eT— a (Fm ) (dy) :+ lady) (85) 
z i kK 


注意 此 处 我 们 应 用 了 Halder 不 等 式 , 被 省 略 的 项 是 


(人 (1 十 | yy) < oo ( 因 =-N<-5)， 
而 剩 下 的 积分 正好 是 
(fre YP + Ndy) 一 maalay 
这 束 证 明了 (34). 由 


FT (mig fr)()| < sup | (me fr)(z — 2)| 


] 十 Idxz|" 
化 一 
< Csup ft 站 二 [ma (dy), 


应 用 引 理 (8.11) ( 式 (31)), 得 | 
/ {2 (mF fr) re) < Clm(de) gy ll{fr}l rea)- 
定理 获 证 . 


现在 我 们 已 经 作 好 了 定义 空间 Bs ,与 Ps， 的 准备 . 我 们 先 看 看 经 常 遇 到 的 有 
哪些 函数 空间 . 效 列举 一 些 如 下 : 

(a) Halder 空间 . 

设 me 纪 |, 记 Co(R") 为 R* 上 有 界 且 一 致 连续 的 函数 组 成 的 空间 , C™(R") 表 
示 {f :Dej es C?(R"7),YVa,|a| < m}. 设 s 是 非 负 非 整 实 数 , s = fs] + {s},0 < {s} < 
1.[] 表 整 数 部 分 , 则 定义 Halder 空间 如 下 


CO*(R") = {f € CR") :|flle: < co}， (36) 
ID°* f(z) — D* FY) 
flos 一 [for 十 2 op ZW (37) 
其 中 
fllen = > lID°*fllw. (38) 


lalgm 
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(5) Zygmund 空间 
议 s 是 非 负 实数 , s = [sj- + {s}+, 其 中 


由 咎 | 0< {s}+ <1 
定义 
(BR") = {f € CW (R"™) :je < 00}, (39) 
We = Moen + 0 


lal=[s]- 


(c) Sobolev 空间 LP,(R"),1 <p < comm = 1,2,.… 


L?,(R") = { Ee I?(R™): frs = >》 lp°flls < =| (41) 
| lal<m 2 
(d) Besorv 空间 As,,s>0,1<&p,g<o, 
“As A(R")= {feLt :fa < ooh : (42) 
其 中 
fla;, 一 Hf- 
IDef(z +h) + Def(z—h)-— PO) dh ) 4 
+ 2 (从 Dos a 


lal=[s]- 
(e) Bessel 势 空间 H;(R"),—~o0 <s<o%,1l<p<o%, 
Hs(R") = {f € 9 : fli =1F-1(( + el) ZF), < o0}. (44) 
我 们 下 面 要 将 所 有 这 些 空间 统一 在 下 述 的 B; ,与 .Fs 内 
定义 (8.13) 设 B(R") 表示 .> 中 满足 如 下 性 质 的 函数 序列 = {pi}8 的 集 


心 .. 
局: 
supp Po C {7 :|z| < 2}, (45) 
supp pi; C{Z:27 <|r| <2 j= 1,2,.…: (46) 
2ilal Deys(z)| < Cao, j=0,1,..., Vr€R", (47) 


-站 3 


pi(T)=1, vr eR". (48) 
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注意 , B 是 非 空 的 . 事实 上 , 取 we .9,y > 0,suppwc (> 


EE < |z| < va] 上 恒 正 , 令 


co -1 
%0 一 1 一 Yo， 
1 
则 yp = {py}8? eB(R"). 这 里 , 仅仅 式 (47) 需要 验证 : 注意 > (2-*z) 中 仅仅 相信 
三 项 不 同时 为 0, 故 在 oj 的 文集 {z :271 < |z| < 25f1} 上 ， 


oj(Z) = WL IT (V2) + p22 Tx) + h(t 1) 


注意 分 母 在 这 个 支 集 上 有 正 的 下 界 , 故 Deoi(z) 对 一 切 ze R* 有 上 界 Ca2-7ol, 即 
(47) 成 并 . 


定义 (8.14) 设 -oo <s<oo0<gq 乏 oop={pjji € B(R"), 
(1) 对 0<p<zo, 定义 


j=0 


Bo = | e 7' :| 罗 ,= (Deere sn) < -| (49) 


(2) 对 0<p<o, 定义 


F;, = re (Seon = <o0%. (50) 
Rn \ j=0 


对 这 样 定义 的 空间 , 首先 要 解决 的 问题 是 它 与 所 选取 的 e = {w;}8 无 关 . 我 们 有 
定理 (8.15) 设 = {pj}8 与 四 = {内 }8? 均 属于 G(R"), 则 


(1) 关 -oo0<s<o%,0<p<o00<ggo, 有 
FI, ~ FI (51) 
(2) 若 -00<s<o0,0<p<o0,0<g<o, 有 


i, fl . (52) 
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证 明 我 们 要 利用 定理 (8.8) 中 所 述 的 Fourier 乘 子 定 理 , 我 们 指 的 是 其 中 系数 
C 如 何 依赖 于 支 集 大 小 的 式 (24), 即 


2 (mF fs < Clm(a)lgylfly, vf e Lees, (53) 


其 中 Qa = {y :|y| < d}. 记 vw_1 = 0, 注意 2 i 三 1, 以 及 与 oj 的 文集 相交 的 只 是 
j 
相 令 邻 三 项 yj)_1,w;, Wj41 的 支 集 ， 因此 


1 
Wj 一 >》 Wji4rpj) 


7 二 一 1] 


~ (pi;Ff) = 人 多 F (WJ+r 罗 让) (54) 


7 一 一 上 
现 把 多 -1(00+r 多 帮 看 成 式 (53) 中 的 f, yp; 看 成 m, 则 得 


1 


[IF (pF < C OleosFitl ga) gtr FF), Vv), 


r 二 一 1 
注意 oj(25+1.) 支 于 球 Qi = {z:|z| 1}, 且 
ID* (pg;(27+1.)) (8) & Coilol| Dy (tlie) 和 CO, Va, vé. 


既然 D*py(27+1€) 支 于 Q1, 这 说 明 pj(27+1z) < ,VN 充分 大 , 且 |lpj(25+1)law < 
CO. 故 


Sreesng) <o (Fle (bi f) 人 引 


这 就 证 明了 关于 Fs 的 断言 (51). 
现 证 关于 B2。 的 断言 , 证 明 是 一 样 的 , 只 需 应 用 向 量 值 情 形 的 乘 子 定理 (定理 
(8.12)) 
{2 (mF gr) reas) < C sup lmaldi) lay grdlleec). (55) 


在 (54) 中 如 只 看 右边 > = 0 那 一 项 , 把 27s -1(w;.2f) 看 成 g;, vp; 看 成 mj, 再 应 用 
(55) 即 得 


2s {2 (pF fi) Hr < C2 {FT (Ff;)} ret) 
此 即 | fl pscw) < Cl fl ps. 定理 至 此 证 毕 


现在 我 们 基本 上 已 完成 了 本 节 提出 的 任务 下 面 关 于 这 些 空间 由 基本 共性 ， 我 
们 只 给 以 叙述 而 不 加 证 明 (个 别 例外 ). 
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命题 (8.16) 我 们 有 如 下 包含 关系 : 


(a) 设 0<go&gq<o%,-00<s<o, 则 


S S 。 
Bp,go C Bop,gq’ 0<p< ooj 
Ss Ss . 
Foo CHa 0<p<o; 


(外 设 0<aooi 乏 oo,-oo<s<oos>0， 则 


3 十 E 3 。 
DBPpoo C By 0<p< co; 
se 3 。 
po C hoog 0<p<o0; 


(@ 设 0<g 和 co,0<p<oo,-oo<s<oco, 则 


Bs 


DP,PAq 


证 明 (56),(57) 是 1 关于 9 的 单调 增加 性 质 的 结 采 . 由 于 


1 1 
OO 91 dl 

(> 2 | < sup{2°+*lbel} (> a 
k=0 


(=0 
和 Csup{24 | 姑 |} 
k 


Cry, CB, 


D,DY9” 


(56) 
(57) 


(58) 
(59) 


(60) 


(qi = co 时 此 式 亦 成 立 ), 这 说 明 Bs+e C Bste C Bs .类 似 的 证 明 对 ,空间 也 


行 . 这 证 明了 (58),(59). 现 证 (60). 


记 ak = 25*.F- Lo 多用， 当 0 <g < p<o 时 , Bs ,vs = Bs, = 了,. 故此 时 只 


有 (60) 中 的 第 一 个 包含 关系 要 证 . 要 证 


|{ax}ll Lrc) < Cll{ax}liacrr)- 
我 们 有 (由 Minkowski 不 等 式 ) 


1 
OO q 


Don) 


0 


{ax ll rr es) 一 


LP/ga 


断言 获 证 . 当 0<p<g<o 时 ， 类 似 地 有 


ax} liar) = (> 中 - al (/ ra] 
| / Bm) ) = Hansjllzeeo) 


命题 获 证 ， 


1 
< (> lanl] = ||{artlliacrr)- 
0 
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注 我 们 甚至 还 得 到 式 (56),(57),(60) 中 的 范 数 不 等 式 的 系数 全 都 可 以 是 1. 
关于 这 两 类 空间 与 我 们 以 前 遇 到 过 , 或 刚才 列举 过 的 空间 的 关系 , 我 们 有 
命题 (8.17) 我 们 有 


6 =Bow, s§>0; 
Hs=F2, l<p<o%, -oo%0<s< oo; 
Aya = By,,,s>0, l<p<o%, l1l<g 人 < oo0: 
Hp = Fy; 
BMO = 9, ». 

其 中 Bs ,fs 是 Bs ,Fs 的 齐 次 类 似 . 即将 {wj} 改 为 {w;}%>、, 几 ; 满足 的 条 件 

类 似 . 


这 两 类 空间 在 分 数 次 微分 , 积分 算 子 7* 作用 下 性 质 很 好 . 我 们 有 


命题 (8.18) 设 -co<sc<oco,0< gq 过 co. 则 
(a) 当 0<p< oo 时 , I? 是 Bs 到 Bss” 上 的 拓扑 同 构 , 且 17°fllps-。 是 Bs， 
的 一 个 等 价 拟 范 数 . 此 外 , 对 m = 1, 2,……， 


> ,ND°*flps-m 与 As 二 > 
p,q p,q 一 
了 7 一 


lal<m 
也 是 Bs 的 等 价 拟 范 数 . 

(0) 对 0<p< oo,7° 在 Rs。 上 有 类 似 的 性 质 . 
其 中 1” 是 算 子 


Omf 


7 
Ox 7 


3S—7 
Brp,g 


fo 7 f=F (+7 Ff), vfey.. (61) 


命题 (8.19) Bs,, Fs 是 拟 Banach 空间 ; 当 1<p< ol1<g<o% 时 , Bs 
是 Banach 空间 ; Fs， 亦 然 , 但 要 求 p < oo. 在 连续 嵌入 下 , 有 


ICBroCH, SE CY. (62) 
此 外 在 Bs ,内 币 密 ,对 -oo <s < oo,0< pq < oo. 
关于 对 偶 空 间 有 


命题 (8.20) 设 1<g< oo,g 表示 gq 的 对 偶 指标 ,但 对 0<g<1, 记 gq = oo, 
则 对 1 入 p<oo,-oco<s<oco, 有 


(Bpa) = Byrg, 0<q<oo， (63) 
(Fg) = 1<g<o. (64) 


关于 内 插 空间 , 我 们 只 指出 Bs ,, Fs 都 在 内 插 下 封闭 , 即使 对 三 指标 同时 内 插 
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84.9 进一步 事实 、 习 题 与 注 记 
1. 设 D 是 Rn 中 一 个 域 ( 即 连通 开 集 ) wu 称 为 D 上 的 调和 函数 , 如 果 是 


Nn 2 

两 次 连续 可 微 的 , 且 Aw = 0, 其 中 入 = 》 3 是 Laplace 算 子 . 验证 wu(7x,t) = 
J=1 I 

etlzoloiz:zo 是 (x,1) c RrxR= 民 ?+1 上 的 调和 函数 ， P(x.,t) — C— 是 


(Iz t+) 
(7,t) € R” x RR| = R*+ 上 的 调和 函数 , w(x) = |z|?2-",n > 3, 是 R" \ {0} 上 的 调和 
函数 ; v(z) = log |z| 是 R?\ {0} 上 的 调和 函数 
2. (调和 函数 的 平均 值 定理 ) 设 “ 是 域 D 中 的 调和 函数 , 则 


一 人 lz try)do(y) = uo) 


vr € D, B(x,7r) CD, 


其 中 左边 表示 % 在 以 z 为 心 ,7 为 半径 的 球面 上 的 平均 , w。1 是 单位 球面 5;_1 的 
面积 . 反之 , 设 v 是 连续 的 (甚至 只 是 局 部 可 积 ), 满足 上 述 平均 值 性 质 , 则 v 是 调和 
的 . 
3. 利用 上 述 平均 值 定理 推出 调和 函数 的 极 大 模 原 理 : 假设 v 是 有 界 域 D 上 的 
实 值 调和 函数 , 使 A = sup u(7) < oo, 则 w(x) < 4,Yz e D, 只 要 不 是 常数 函数 . 
TE 


它 可 以 等 价 地 叙述 为 : 各 有 界 域 D 上 的 实 调和 函数 在 九 上 是 连续 的 , 则 ww 只 能 在 
0D = D\D 上 达到 它 的 极 大 值 与 极 小 值 , 除非 ww 是 常数 函数 . 换 句 话说 , 者 wu 
是 在 有 界 域 D 上 调和 , D 上 连续 的 函数 , 使 ul = wo 在 6D 上 , 则 wi = ws 处 处 .此 
外 , 应 用 平均 值 定理 可 推出 Liouville 定理 : 设 v* 是 及 ”上 调和 且 有 界 的 函数 , 则 v 是 
常数 函数 

4. 本 题 将 说 明 一 类 非常 重要 的 调和 函数 都 由 Poisson 积分 表示 设 ul(z,t) 是 
R"*+1 上 的 调和 函数 , 则 

(ao) 当 1<p<< ow 时 ,vv 是 7TP(R2) 中 国 数 f(x) 的 Poisson 积分 当 且 仅 当 


sup lal., Dl» < oo 
(0) wu 是 R* 上 有 界 Borel 测度 dj 的 Poisson 积分 当 且 仅 当 sup [ul:,t) 1 < oo. 
5. 设 1<p<o%,fe L?(R"),u = P* f(x) 是 f 的 Poisson 积分 . 记 
T(r)=1{(y,t):lrz—y<at}, 0<a<o. 


则 如 下 非 切身 极 大 函数 


u(rz)= Sup lu(y,t)|, 
(y,t)ETa (7) 
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满足 


x C 
fe > A < FHA 
ll < Cellfly, 1<p<% 


此 外 非 切 向 极限 存在 。” lim u(z) = f(z), aie. x, 以 及 


(TZ)3z—7 
pm / lle) -1 rz)|Pdx =0, l<p< oo. 


6. 设 u(x,t) 是 R*+* 上 的 调和 函数 , 已 C R" 是 可 测 集 . 说 v 在 三 上 非 切 向 有 
界 , 如 果 3a > 0 使 |w(y 昌 re < Czo < oo,yYzo E 瑟 ,证明 Fatou 命题 :v 在 已 上 
非 切 癌 有 界 推出 wu(y,t) 对 a.e. zoe 互 有 非 切 向 极限 . ( 见 E. M. SteinlSt2]) 

7. 域 DC R* 上 定义 的 实 值 函数 v 称 为 下 调和 的 , 如 果 

(a) v 取 值 于 [co, co), 但 不 恒 为 -co， 

(0).v 是 上 半 连 续 的 , 意 即 Yzo e D,ve > 0, 存在 zo 的 邻 域 , 使 在 它 上 面 v(x) < 
v(Z0) 十 E， 

(c) Yzo E D, 对 严格 包含 于 D 中 的 一 切 球 B(xo,7), 有 


/ v(xzo+ ry )do(y). 
Sn-1 


uU(zZ0) < 
Wn—1l 


大 是 调和 的 , 则 |w| 是 下 调和 的 . 设 v 是 下 调和 的 , p(t) 是 一 个 包含 v 的 值 域 的 有 
限 或 无 限 区 间 上 的 非 减 凸 函数 , 则 yp(v) 是 下 调和 的 . 特别 地 p(t) = 1?,1 < p<o， 
以 及 p(t) = txX(o,wo) 满足 所 要 求 的 条 件 . 特别 设 f(z) 是 D Cc C 上 的 解析 函数 , 则 
log |f(z)| = Re log f(z) 是 下 调和 的 , log™” |f(z)| 也 是 下 调和 的 , 此 外 对 0 < p < 
co, eplog|f(z)| 一 | jz)|2 也 是 下 调和 的 . 

8. 在 讨论 古典 的 妃 。 理论 时 , 需要 用 到 下 调和 函数 的 如 下 性 质 : 设 D 是 R* 中 有 
界 域 , vv 在 D 上 连续 , v 是 下 调和 函数 , v 是 调和 函数 , 且 在 边界 9D 上 满足 v < %， 
则 v < 如 Yz <e D. 这 只 需 应 用 v 的 平均 值 性 质 与 v 的 平均 值 不 等 式 . 用 反 证 法 ， 设 
C 一 sup{v(7) 一 u(z)} > 0, 如 果 它 在 某 内 扣 zo 达到 , 则 


C = v(x0) 


i /s (v(xo +ry)— u(ro+ry))do(y). 
但 因 C 是 极 大 值 , 这 说 明 v(xzo 二 ry) 一 u(xzo 十 ry) = 0C,vVy € Sn_1. 因此 {x :v(x) = 
u(7)} 是 开 的 , 显然 它 又 是 闭 的 ; 按 边 值 假定 , 也 不 可 能 是 D. 矛盾 , 断言 获 证 . 

9. 设 v(z 是 有? 上 的 非 负 下 调和 函数 , 1 < gq < co, 满足 |iv(.,t)| <<C<o. 
则 vw 有 一 个 最 小 的 调和 控制 w. 当 g > 工时 v 是 某 个 f € Ze(R?") 的 Poisson 积分 ， 
且 flls。 < C; 当 g = 1 时 , wu 是 某 个 di e M(R") 的 Poisson - Stieltjes 积分 , 且 
ldxl| < C. 
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提示 : 令 U(zx,t) = Bx*v(,e)(z), 则 Ue(zx,t) 是 调和 的 , 且 U(x,t) > v(x,e 二 + 二， 
对 {e} 的 适当 子 序列 取 极 限 . 

10. 证 明 F(R4) (上 半 平 面 上 解析 函数 的 HH1) 的 如 下 奇异 积分 刻画 : 令 B = 
{f eZL :HfeLi), 赋 范 flls = 十 五 fli. 则 到 作为 实 Banach 空间 (即将 
纯 量 域 局 限于 实数 ) 与 ReB 拓扑 同 构 ， 同 构 映射 可 取 为 a :一 Px* (ut+iHu), vu E 
Re B. 

提示 : 由 Px Hu = Qi*% 知 Pi# (4 十 iHu) 是 解析 的 , 且 显 然 属于 了 本, 故 其 Hi 
模 即 为 其 边 值 的 Li 模 , 即 jw 十 iHulli 3 lul|s. 显然 映射 是 一 一 的 . 剩 下 只 需 证 映 上 . 
对 任意 fe Hi, 有 f(z) = 已 *(Re /+im 有 (zx), 这 说 明 PxIm f(x) = Qt* Re f(x)， 
这 样 f = a(Re f),Re f eB. 

11. 设 1<p<2,f e LP(R), 则 f(z) 是 f(z) e HH, 的 边 值 , 当 且 仅 当 flé) = 
0.vE < 0, 又 若 dh 是 RR 上 有 界 正 则 Borel 测度 , 使 (di (6 = 0,Y< < 0, 则 存在 
fe Ll 是 f(z)€ 有 i 的 边 值 , 使 dy = fdzx. 

12. 设 1<p< o,f es L?(R). 证 明 f(x) 是 f(z) € Hp 的 边 值 的 充 要 条 件 是 
Hf(z) = -if(z). 

提示 : 设 fe L?, 满足 五 flz) = 一 if(z). 则 由 Px* 有 Hf(z) = Qi* f(z), 得 


Pi f(7) = 3(Px f(z) +iQr# f(z)) € H. 


反之 , 当 f(x) 是 f(z) e 8H, 的 边 值 时 ， 


Imf=HRe f, Ref =—HIm |, 
f=Ref +im f=iH(Re ff +im f)=1iHt. 


13. 设 du,dv 是 及 上 有 界 正规 Borel 测度 ， 满足 / 
(dv) “(£) = —isgn é€(dp) “ (€), Vvé, 


则 存在 f,g € L!, 使 d= fdz,dv = gdx,g = Hf. 这 是 熟知 的 F.; M. Riesz 兄弟 定 
理 . 

14. 是 否 存 在 f € L?(R),1<p<o,f>20 使 HfeLi(R)? 

15. 设 f(z) 是 单位 圆 D 内 的 解析 函数 , 证 明 

(a) 如 果 Re f(z)>0 于 DD 内 , 则 feH,vp<1. 

(5) 车 f(z) e Hi, 且 ffleiz) 是 实 的 , 则 f 恒 为 常数 , 但 存在 非常 值 函 数 f(z) < 
HH,,Yp <1, 使 Flez) 是 实 的 . 

(c) 大 f(z)€ Hi;, fl(e”) > 0,a.e., 则 /是 常 值 函数 


16. 车 f(z) 在 单位 圆 内 解析 , largf(z)| < 入 < 7, 则 Yp < 5 < H,. 
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17. 关于 Hp(R?* ) 的 奇异 积分 算 子 刻画 问题 可 以 进一步 地 问 : 对 怎样 的 算 子 族 
{Ko, Ki1,… ,Km} (其 中 Ko 为 恒 等 算 子 1), H, = {1 EH! > IK;flly < x} 并 且 


六 17 与 17lla 等 价 ? 1977 年 , .Jansonf]] 找到 了 p = 1 时 一 维 情形 的 充 要 


条 件 , 以 及 了 R" 情形 的 必要 条 件 . 1981 年 , A. UchiyamalU1] 证 明了 该 条 件 的 充分 性 . 
他 进一步 指出 , 当 {K;}?? 满足 这 个 所 谓 Janson - Uchiyama 条 件 时 , 存在 po < 1 
使 Yp,po < p< 1, Hp(R”+!) 可 用 算 子 族 {Kj;}r? 如 上 刻画 关于 这 一 课题 , 可 参见 
Jansonly], UchiyamalU1]. 


18. 设 p> 了 Pa = (oz 和 ant(zb)E 已 (RatD,Fe(z) 是 下 的 非 


切 问 极 大 函数 . 证 明 : ||F*||, < ClFllg, (这 属于 Stein - WeissSW1). 

19. 20 世纪 70 年 代 初 , Burkholder - Gundy - Silverstein[BGS] 发 现 了 H,(R4) 
的 如 下 极 大 函数 刻画 . 它 说 , Ri? 上 调和 函数 w(z) 是 f(z) = wu(z) + iv(z) € H,(R?) 
的 实 部 , 当 且 仅 当 w*(z) es L?, 且 这 种 情况 下 ||fllg, 与 urll。 是 等 价 的 , 其 中 w* 是 
u 的 非 切 同 极 大 函数 . 显然 断言 的 一 半 是 已 知 的 (如 题 18 所 示 ), 故 充分 地 只 需 证 : 
当 wv* € L? 时 , 存在 v 的 共 斩 调 和 函数 v(z), 使 sup lv(z,z)p < Cpllw*||,。， 下 面 是 
P. KoosislKol 简化 证 明 的 主要 步骤 . 

第 一 步 证 明 : 设 f(z) = wu(z) 十 记 (z) e Ha(R?),v(x) 为 v(z) 的 边 值 , 记 o,( 和 A) 为 
民 上 定义 的 函数 9 的 分 布 函数 , 则 


入 站 
sou* (Ss)ds, YA>0. 


、、 2 
ov(A) < 20: (A) 十 总 | 
事实 上 ,记忆 ={wr > 和 到 =R-w={fu < 


E=é€a= 国 T(x), Oe = 五 UT, 
ZE 已 入 


这 里 工 是 VU、 的 所 有 构成 区 间 上 支撑 的 帐篷 的 位 于 R? 中 的 边界 . 注意 f(z) e 瑟 ， 
推出 Jp. f?2(z)dz = 0. 取 实 部 得 (注意 z= z 十 过 


| (uw — v2)dz + [ee — vy )dz 一 | 2uvdt = 0. 
E、 F Tr 
注意 在 TT 上, |dt| = dz, 以 及 |2wv| <w? + v2, 因此 


~ | 2uat < | 2 +)a, | 
r rr 


0 < (u” 一 v2)dz 十 2 | udz, 
EM r 


/ var< | wdr +2 | war 
bE、 已 入 下 
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此 外 注意 在 FT 上, wu(z) < 入, 故 


| udz < x | dz = 和 XI = Xu (\). 
工 工 


同时 
| u dz < / wx*2d7z = /| wdz 
EF、 bE、 {uu* 和 A} 
入 
< 2 / (Ow* (8) — Ou* (和 A))sds 
A 
= 2 / sou* (s)ds — Mo (A). 
0 
这 样 便 得 


{z :v(x)| > MH < lz € Ea :lv(2)| > MH + UA 
2 人 
< 20u* (入) 十 地 | SOu* (8)ds. 


第 二 步 回 到 主要 断言 的 证 明 . 设 w* < L?, 根据 调和 函数 的 平均 值 性 质 的 下 述 变 
形 


1 
Pp 


1 
lu(zo,to)| < C 区 uo Pdr ， 0<p<o, 


To,to), 7)| J Broto)r) 
( 当 p > 1 时 , 这 是 |u(x,t)l? 的 下 调和 性 的 结果 , p < 1 时 的 证 明 见 Fefferman - 
Stein[FS 2] 可 得 |u(zx,t)| 在 半空 间 域 上 > to > 0 是 有 界 的 , 从 而 也 有 sup 中 wz 站 | < 
>2o， 这 样 存 在 w 的 唯一 共 斩 调 和 图 数 v 使 f= w+ iv 满足 sup v(x,t)ll2 < o%. 
在 半空 间 上 > to 应 用 刚才 的 命题 , 记 wo(z) = wu(z + ito),vo(z) = v(z 十 ito), 注意 
us (z+) 入 w*(x), 我 们 得 
入 
{lv(z + ito)| > A}H <&'20w: (A) + 2 / SOu* (8)ds, 
0 


由 它 不 难得 到 , 
lv(z+ito)lfadrz <2 ( 十 了) vs. 
令 to 一 0 即 得 所 要 的 结论 . Hj,(R? ) 的 极 大 函数 刻画 获 证 . 
20. 太 ,(R*+1) 的 极 大 函数 刻画 由 Fefferman - SteinFS2 完成 , 其 中 重要 的 一 步 
是 建立 极 大 函数 与 面积 函数 的 下 述 等 价 : 设 u(x,t) 是 RPT 上 的 调和 函数 , 它 的 面 
积 函 数 S 定义 如 下 


1 
2 


S(u, 7X) = UL/ wawoParaa 
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wu“(z) 三 sup{lu(y, 如 | : (0 ET(z)} 如 常 . 则 lx。 < oo 等 价 于 ||S(w)ll。< oo 与 
u(z,t) = 0, 当 上 一 oo 时 , § wrlly 3 5S (ly. 

21. 进一步 对 RY+ 上 的 调和 函数 w(z, 定义 径 向 极 大 函数 w+(z) = sup u(x, t)|, 
则 lw*jly 才 wtlly,0 < p < co. 这 个 结果 也 属于 Fefferman - SteinlFS2], 也 是 题 19 中 
应 用 过 的 调和 函数 的 平均 值 不 等 式 的 结果 . 

22. 原子 生成 的 Hardy 空间 中 每 个 元 素 的 ( 拟 ) 范 数 的 定义 是 对 这 个 元 素 的 所 有 
可 能 的 原子 的 无 限 线性 组 合 来 取 inf, 对 那些 由 原子 的 有 限 线性 组 合 得 到 的 元 素 , 其 
( 拟 ) 范 数 也 不 能 只 局 限于 有 限 线性 组 合 来 取 inf. Y. Meyer, M. Taibleson, G. Weiss 
在 [MTW] 中 举 出 了 这 样 的 反例 . 

23. 原子 定义 中 的 消失 矩 条 件 , 只 有 一 个 阶 数 的 下 界 要 求 , 再 高 并 不 影响 所 定义 
的 空间 . 但 车 低 于 下 界 , 则 定义 出 不 同 的 空间 . 例如 ， Taibleson - WeisslTw2] 首先 考 
虑 了 原子 卫 空间 的 下 述 类 似 . 设 1 < gq < co, 函数 5b 称 为 一 个 g 块 (gblock), 如 果 
存在 一 个 方 体 @, 使 得 supp 5 c Q@, 且 ll < Qi: 定义 


bs = {f = 2 Nb; : |flls, < co 上 
|fllp, = inf (2% ( + log 局 : 遍历 f 的 所 有 可 能 胡 示 | . 
1 了 
一 维 Bu 空间 与 Fourier 积分 的 几乎 处 处 收敛 密切 相关 , 上 述 引 文中 给 出 了 结果 : 若 
1 < Bo， 则 Fourier 积分 部 分 和 Sw(f,z) -jzj，ae。 高 维 情形 块 生成 的 空间 
B。 的 研究 可 以 参阅 Lu - Taibleson - WeissILTW]，Taibleson - WeisslT™W2] Meyer — 
Taibleson - WeisslMTW]. 
24. 若 p E BMO(R") 使 得 pxz e BMO,exrls < Cllplli,v 方 体 TcC BR" 则 
vp EL™, 8 lvl < Cloll,. 
25. 阁 hh 是 TT 上 可 测 函 数 , 则 hp e BMO,vp e BMO, 当 且 仅 当 he L™%, 且 


1 1 
sup ei hha < 
A 


26. 大 pp Ee BMO(R), 方 体 IT 使 pz = 0,7 = 31. 则 存在 ee BMO(R) 使 y= y 
在 T 上 ,y=0 在 R-T 上 , 且 ||w|; < Clyll:. 

提示 : 设 = 了 UU 太 , 其 中 及 也 是 方 体 , 满足 dist(. 有 ,67) = .1,9 表示 边界 . 例 
如 逐次 三 等 分 便 可 得 到 这 种 分 解 . 设 .jn 是 最 大 的 一 个 , 即 三 等 分 I 的 中 间 部 分 , 对 
n > 0, 令 Kn 是 oo 的 关于 工 的 离 .及 近 的 端点 的 对 称 区间 , 则 


V7) = 1, rE Kn; wz)=0, #1 (UR) 


[A 


便 是 所 求 . 
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27. 若 g(z) = 》 anei2 7. 则 
nn 之 0 


gE BMO(T) < 全 》 lan|? < oo. 
n 之 0 


但 同时 ( 记 DD 为 单位 圆 ) 
/ve (zldrdy < % < 全 》 |an| < oo. 


7 之 0 
28. 设 / = 》y anez. 用 对 个 定 理 证 明 
n 之 0 | 
y lastl? < CHI 
k 


条 Jo ol 


亿 之 1 nT 1 


29. 设 pe BMO(R"), 了 ,J 是 方 体 , 满足 IcC J|J| > 2|1. 则 


J 
pi pj| < Clog 7 lel 


如 果 I J 是 任意 两 个 等 边 长 方 体 , 则 


dist(J, 二 lel。 


加 < 9 
[er 一 PJ| cog ( 十 LD 


30. 设 pe < (Rn 1 <p<o. 则 pe BMO, 当 且 仅 当 


p 
/ PCZ) dx < oo 


且 
sup 人 IpYy) — Bz,t) P(r -ydy = A, < oo， 


其 中 @(z,t) 是 p 的 Poisson 积分 , 并 且 上 式 中 最 小 的 常数 4, 满足 
callell.s AB < callel. 
证 明 
io | lo) -oP Re -9 四 = pl) -Be DPR ~ wey 
= |p| * P(y) — ®°(z,t). 
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31. 设 4 是 R" 上 局 部 有 限 非 负 Borel 测度 , 使 得 


了 
Mhu(7x) = sup AD < oo， a.e., 
rel | 


则 log Mu € BMO. 
32. 设 互 是 [0,1 的 子 集 , |E| < 4-z. 则 存在 os BMO 使 


Og p<1, ylp=1, yll12e =0, H lyll: & Ce, 


其 中 C 是 绝对 常数 , 0 < s < 1 是 任意 取 定 的 数 . 
提示 : 令 gp = (a 十 Blog Mxp)+, f+ 表示 函数 f 取 正 部 . 
33. 关于 二 进 BMO ( 记 为 BMO4). pe LL.(R") 称 为 属于 BMOa, 如 果 


lol = _sup 二 /pe-erlar<oo 
二 进 T3z | I 


7 
PI 二 dX. 
/a 
说 明 BMOS BMO4. 车 pe BMOy, 则 we BMO 当 且 仅 当 
en -pp 和 A4，VYI, 12 是 等 边 长 相 邻 二 进 方 体 , 此 时 有 
Cilpll < A+ lipllra < C2llpll:. 


34. 记 10 为 R” 中 单位 方 体 . 定义 二 进 Hia 为 


Hia = 1 ELi(I0): sup 证 /ra 


二 进 T3z 


CS 2 . 


证 明 BAMOu(10) = Hia(lo)*. 
35. 设 f 是 R* 上 实 可 测 函 数 , 对 所 有 方 体 I,f 在 IT 上 的 中 数 mz(f) 定义 为 具 
有 下 述 性 质 的 数 


{z ET: (2) > mr(DYH < 5M 
{z ET: f(z) < mH < sl 
(注意 中 数 一 般 不 是 唯一 的 ). 这 个 定义 可 自然 地 推广 到 复 值 函数 
mr( 月 一 mr(Re 力 二 inar(Im f) 
不 管 中 数 如 何 确定 , 总 有 


dm mr (7) = f(x), a.e. vf. 
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设 / 是 复 值 可 测 函 数 , TC R",Cr e C,a < > 使 得 
{z eT:|f(z) -Crl> MX < alll, 
则 对 中 数 的 任意 确定 法 , 总 有 
{xz eT:|f(z) — mi(f)| > 2vV2X}| < 2al 咱 


利用 中 数 的 上 述 性 质 可 以 证 明 如 下 断言 : 设 f 是 R* 上 可 测 函 数 , 假设 存在 和 > 0 
使 得 YI, 存在 Cr e C, 满足 


sup 7 


-|{7 eT:|f—-Cr|>AHs 


1 
四 3007 + 2)’ 


则 fe BMO. 这 是 84.2 定理 (2.4) 的 改进 . 它 甚 至 可 以 改进 使 得 上 式 右 边 一 一 一 一 rr an To 
用 任意 = < = ; 代 幸 其 证 明 参 见 J. StromberglSI, 其 思想 是 利用 中 数 代 蔡 积 分 平均 


来 改进 Galder6n - Zygmund 分 解 . 

36. 考虑 Littlewood - Paleyg 函数 算 子 ( 见 83.7), 证 明 当 fe BMO, 使 g(f,zx) < 
oo 在 某 个 正 测 集 上 成 立时 , 则 jlg(f) 省 : < Cf, 其 中 C 只 依赖 于 维 数 . 举 出 例子 说 
明 即 使 f se L>, 也 可 以 使 g(f,7x) = o00,a.e., 以 及 g 前 数 算 子 不 是 LX 到 L% 有 界 
( 意 指 存在 fe L>, 使 g(f0,7x) < oo0,a.e., 但 g(f0) 4 5L%). 该 结果 属于 王 斯 雷 Wa4l. 


37. 设 A = {A} 是 一 个 增 序列 , 满足 > 元 - oo0, I = [am, Ba] C [0,27], 两 两 


不 重 登 , 记 Ar (有 = |f(B,) - f(an)|. 如 果 定 Smt 有 ) < oo, 则 说 /是 A 有 界 变 差 


的 (这 个 概念 属于 D. Waterman), 记 为 f e ABV, 和 An = 二 nn 时, ABV 记 为 万 BTV， 
称 为 调和 有 界 变 差 . 下 述 将 ABV 与 BMO 结合 起 来 的 ABMYV 概念 及 其 在 Fourier 
级 数 收敛 中 的 应 用 属于 施 咸 亮 Stll. 设 {I} 是 [a,a + 27] 中 两 两 不 重叠 的 区 间 组 ， 
记 jp = 关 所 .1f 一 ildz, 其 中 刻 是 f 在 方 体 T 上 的 积分 平均 .如果 


Ma(f) up Se 
则 说 f 是 A 平均 有 界 变 差 的 , 记 为 /se ABMV. 证 明 当 700 时 , ABV SABMT， 
而 当 和 = 0(1) 时 , 则 ABMV = BV (有 界 变 差 ). 此 外 ABMV S BMO. 关于 万 中 
f 在 第 一 类 间断 点 使 Fourier 部 分 和 收敛 的 充分 条 件 , D. Waterman 首先 将 f € BV 
改进 为 fe 五 BV, 施 咸 亮 则 改进 为 fe HBMV. 类 似 地 , 82.9 中 所 述 的 高 维 Fourier 
积分 (或 级 数 ) 临界 阶 Bochner - Riesz 求 和 在 给 定点 x 收敛 的 充分 条 件 f(t) e HBV 
也 可 改进 为 f.(t) e HBMYV. 
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38. 考虑 Fourier 部 分 和 算 子 {5;,(f,7x)} 在 Hi(T) 空间 上 的 收敛 , 证 明 存 在 f e 
HL(T), 使 {5S,(f,z)} 不 在 责 (m 中 收敛 (只 需 证 明 存在 圭 级 数 型 的 f 和 ~ > nem e 
1, 使 全 f 一 S,( 有 )} 不 收敛 到 0). 但 却 有 如 下 的 平均 对 数 求 和 结果 


N 
1 1 1Sn(f) — fa 
lim 一 一 一 一 一 》 C0. 
Noo log(N+1) 2 .nn 


Te 上 用 临界 阶 Bochner ”Riesz 求 和 算 子 代替 T 上 的 部 分 和 算 子 , 也 有 类 似 的 
结果 . 这 个 结果 属于 江 实生 , 刘 和 平 与 陆 善 镇 , 见 JLL] 
39. R* 上 实 可 测 函 数 f 称 为 属于 BLO ( 即 Bounded Lower Oscillation 的 简称 )， 


如 果 


证 明 BLO & BMO. 设 g,h el 
明 fe BMO, 当 且 仅 当 


使 Mg < co, Mh < oo%,a.e., 0,86>0,beL™”. 证 


loc)} 


f=alogMg— Blog Mh+b, 且 fl SG a+ B+ lolw. 


对 每 个 g e Li 使 Mg < co ae 则 log Mg € BLO， 参 见 R. Coifman, R. 
Rochberglo™. 
40. R" 上 ( 复 ) 可 测 函 数 f 称 为 属于 VMO (Vanishing Mean Oscillation), 如 果 
feEeBMO, HH lim sup 7- fridz = 0. 


0 一 0 7 7 
记 UC 为 R* 上 一 致 连续 函数 的 集合 , C?(R") 为 有 界 一 致 连续 函数 的 集合 . 证 明 下 
述 断 言 等 价 
(a) f EVMO, 
(5) lim llrnf = fll = 0,; 


(co lim |f * Pe — fl =0, 


(d) f Ee UC BMO. 

此 外 , 当 n = 1 时 , fe VMO < /一 及 十 及 及 十 0, 有 及, CO(R") (这 
些 结果 属于 Sarason[S|), VMO 的 另 一 刻画 属于 R. Coifman，G. WeisslSW23 它 说 
VMO* = Hi. 


注 i 


古典 甩 ! 的 原子 分 解 思想 来 源 于 不 少数 学 家 ,如 C.Herzte2 在 蒜 石 ,的 研究 中 (1972)， 
R. Coifmanico] 在 经 典 万 ,(R) 的 研究 中 (1972) 都 发 现 了 原子 分 解 的 思想 , 以 后 及 . Latterl53 
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完成 了 Hy,(R") 的 原子 分 解 .. 定理 (1.4) 取材 于 Carcia - Cuerva, J. Rubio de Francia, J. 工 . 
的 专著 [GR], 定理 (2.4) .及 其 证 明 的 主要 思想 (利用 Calder6n 一 Zygmund 分 解 ) 属于 John 
- NirenbergDl， 这 里 的 证 明 属 于 方向 , 王 键 , 推论 (2.5) 也 属于 方向 一 王 键 . 定理 (4.7) 中 
利用 Calder6n 表示 定理 得 到 HH! 的 原子 分 解 的 思想 来 源 于 A. P. Calderbn[cqg，A. Chang— 
R. Feffermanl°™!] 在 乘积 空间 上 把 它 叙 述 得 十 分 清楚 . 电 , 空间 的 极 大 函数 刻画 , 在 一 维 的 情形 ， 
首先 由 Burkholder - Gundy - Silverstein 忆 93| 得 到 |， 高 维 的 结果 主要 属于 Fefferman - Stein 正 S2]. 
§4.5 的 处 理 大 部 分 取材 于 上 述 专著 [GR], 但 定理 (5.3) 的 证 明 属 于 Wilson ,84.6 内 容 属 
于 Stein - WeissS WwW 但 定理 (6.11) 属于 Fefferman - Stein[Fs3.， 定理 (7.5) 属于 Fefferman 

- SteinFs23. 定理 (7.7) 属于 邓 东 摆 I?9 这 里 的 证 明 取 和 Coifman ~ Meyer - SteinICMS23 ， 84.8 
内 容 属于 J. PeetrelP], 但 取材 于 H. TriebelIm. 


第 五 章 Calderon - Zygmund 算 子 


本 章 将 讨论 R"” 上 很 一 般 的 一 种 积分 算 子 , 即 它 由 某 个 核 通过 积分 表示 出 来 , 这 
个 核 在 R* x R” 的 对 角 线 上 具有 相当 强 的 奇 性 , 而 在 对 角 线 之 外 满足 一 定 的 大 小 条 
的 卷 积 型 奇异 积分 算 子 ; 当 核 K(x,y) 的 形式 是 KK(z,zx 一 y) 时 , 它 是 经 典 的 伪 微 分 
算 子 . 本 章 要 讨论 的 算 子 , 不 仅 概括 了 这 两 种 算 子 , 同时 还 包含 了 大 量 本 质 上 是 非 卷 
积 型 的 算 子 ， 我 们 称 之 为 Calder6n 一 Zygmund 算 子 . 如 果 把 经 典 育 异 积分 算 子 与 经 
典 伪 微分 算 子 分 别称 为 第 一 代 与 第 二 代 奇 异 积分 算 子 的 话 , 则 Calder6n - Zygmund 
算式 子 便 可 称 为 第 三 代 奇 异 积 分 算 子 . 它 的 一 般 理论 是 20 世纪 80 年 代 发 展 起 来 的 . 
这 种 算 子 在 Fourier 分 析 、 复 分 析 、 偏 微分 方程 、 位 势 论 、 算 子 理论 、 非 线性 分 析 
与 概率 论 中 都 有 许多 应 用 . 

本 章 的 85.1 将 给 出 Calder6n -- Zygmund 算 子 的 般 理 论 , 包括 一 般 概念 及 在 
L?, Hi 和 BMO 中 的 有 界 性 等 . 证 明 的 技巧 与 83.6 中 讨论 经 典 奇异 积分 算 子 时 有 
许多 相似 的 地 方 . 85.2 将 研究 Calder6n - Zygmund 算 子 与 主 值 积 分 的 关系 . 85.3 给 
出 Calderon 一 Zygmund 算 子 的 若干 例子 . 85.4 将 给 出 一 个 奇异 积分 四 子 72 有 界 性 
的 判别 准则 , 即 所 谓 的 T(5) 定理 . 


85.1 Calderon 一 Zygmund 算 子 的 概念 及 L? 有 界 性 


: 记 B= 92(R") 为 由 全 体 具 有 紧 支 集 且 无 穷 次 可 微 的 函数 组 成 的 检验 函数 空间 ， 
9' 是 它 的 对 侦 空 间 . 这 是 最 常见 的 分 布 (广义 函数 ) 空间 之 一 . 设 了 是 9 乡 一 2 的 
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线性 连续 算 子 . 我 们 称 K e 9'(R" x R") 为 了 的 分 布 核 , 如 果 
Pi) = (K,Y x vy) 


对 所 有 的 p,w e 9 成 立 . 此 处 ( ，) 表示 泛 函 作用 . 我 们 考虑 的 算 子 , 要 求 具有 导 
言 提 到 的 奇 性 与 光滑 性 , 可 以 通过 下 面 的 定义 准确 地 叙述 出 来 | 

定义 (1.1) 我 们 称 Ke 9'(R" x R") 为 标准 核 , 如 果 它 在 9 = (R"xR")\{z = 
y} 上 等 于 连续 函数 (此 函数 仍 用 K(x,y) 表示 ), 它 在 Q 上 满足 


C 
K < 一 1 
天 (zz,9)| om (1) 
Cly—y| 1 
上 < —Yy ~ ? 2 
K(x,Yy) — K(z,y)| pr 当 ly-y|< alr—Y (2) 
CI 一 TI 、 1 
Ko) — Ke < tr, le < 3 (3) 


其 中 0 <r < 1, 此 时 记 Ke SK(7) 或 简 记 为 KESK. 
显然 , 当 算 子 了 的 分 布 核 K€ SK(7) 时 , 只 要 pe 9B,y € 9,suppp 门 suppy = 


2, 便 有 
(Tp,Y = /| K(z,Yy)P (zx)dydz, 
n xR 


= /Klee 
对 z& suppop 成 立 . 


定义 (1.2) 设 算 子 T: 9 -9' 线性 旦 连续 ， 我 们 称 了 为 Calder6n 一 Zygmund 
算 子 , 如 果 | 

(i) 工 可 以 延 拓 为 ?7(R*) 上 的 有 界 算 子 ; 

(ii) 存在 K e SK(7), 使 得 对 L?(R") 中 任意 具有 紧 支 集 的 f, 有 


= | K(z,y)f(y)dy 
Rn 


对 a.e. Zz € (suppf)° 成 立 . 这 时 记 Te C2ZO(7) 或 简 记 为 Te C2Z0O. 


注意 , 当 工 只 具有 性 质 (ii) 时 , 则 称 了 联系 于 标准 核 K, 记 为 了 e SK(7), 或 简 
记 为 Te SK. 

由 于 这 里 定义 的 算 子 包括 非 卷 积 算 子 , 其 核 色 具有 很 强 的 奇 性 , 故我 们 采取 这 
种 最 一 般 的 定义 方式 . 在 下 一 节 将 看 到 , 在 大 多 数 情形 , 它 差 不 多 可 以 通过 一 个 主 值 
积分 表示 出 来 ,值得 指出 的 是 , Calder6n - Zyemund 算 子 的 分 布 核 , 其 在 R* x R”" 
中 对 角 线 以 外 ( 即 在 9 上 ) 的 限制 , 并 不 能 唯一 地 决定 算 子 . 事实 上 , 考虑 Tf(z) = 


这 等 价 于 
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m(z)f(z), 即 用 m(z) 作 乘法 的 算 子 , 其 中 mm(z) e Zece. 它 的 分 布 核 在 对 角 线 外 的 限 
制 恒 等 于 0, 并 且 显 然 满足 定义 (1.2) 的 两 条 要 求 . 
Calder6n 一 Zygmund 算 子 具有 下 面 的 重要 性 质 . 


定理 (1.3) 设 TeC2ZO(Y), 则 存在 常数 Cu。 使 得 
(i) Tflly < Cyllflly, VfeL?, 1<p<+oo; 


.， C 
Gi) I{z :TF(z)| > A < lh vf er 


Bi) lj < Cillfllam, vfeH. 
这 定理 说 明 , 如 果 一 个 算 子 了 联系 于 一 个 标准 核 , 则 其 L? 有 界 性 自动 保证 它 
的 弱 (1,1) 型 , Hi 到 L! 有 界 性 以 及 L? 有 界 性 , 1 < p < +oc. 


这 里 的 证 明 , 与 前 面 讨 论 过 的 经 典 奇异 积分 情形 完全 类 似 . 
证 明 我 们 先 证 明 ( 壹 ) 


先 设 a 为 (1.2) 原子 , 我 们 要 证 明 ||T(a)l|1 < C, 其 中 C 不 依赖 于 a. 不 妨 设 a 
的 支 集 是 以 原点 为 中 心 的 方 体 9, 记 9 = 2vFiQ, 记 


/ romez= +h 一 工 十 工 . 


用 Ha5lder 不 等 式 以 及 T 的 I? 有 界 性 , 得 


G(r (0) oar) < CQ (/ lal Na) < C. 


II = Fhe (7,Y) )a(y)dy 


根据 核 的 条 件 , 有 


dz 


<clah ht 区 dr < 


现 设 f 是 厂 非 零 元 , 则 存在 f 的 (1,2) 原子 分 解 f = Ma ,满足 
sl < fh. 
1 


这 样 ,T (> No) 有 定义 , 且 


全 
[人 


AI 
)| < CO Al， 
1 N 


< OO Nl< olf 
1 


1 


1 
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需要 指出 的 是 ， 这 里 有 一 个 Tf 是 否 唯 一 决定 的 问题 . 因为 我 们 是 对 f 的 某 一 
个 原子 分 解 来 定义 Tf 的 , 而 原子 分 解 并 不 是 唯一 的 . 不 过 , 答案 是 肯定 的 . 事实 上 ， 
下 一 步 的 证 明 将 表明 ,人 在 L! 上 的 作用 是 有 明确 意义 的 , 因而 当 fe Hi 时 , Tf 是 
唯一 决定 的 . 

(ii) 的 证 明 ”证 明 与 经 典 奇异 积分 算 子 的 情形 相同 . 先 对 于 f eE 门人 2 与 和 > 
0, 作 Calder6n 一 Zygmund 分 解 , 得 到 互 不 重合 的 立方 体 {Q;}, 满足 


[jz 志和 ae. TEPF = (UQ;)",, 


1 
入 忒 一 一 dz < CA. 
ca AN) 


令 f=g+ 十 b, 其 中 b= Db 


b; = (f — f@j) XQ;, 


9 = fxr + 2 foixoes 


fo; 是 f 在 Q; 上 的 平均 . 注意 到 
加 < CA， | bd =0 
> loslli < Cf 
7 
以 及 显然 地 0 在 严 中 收敛 到 b, 知 T(b) = 并 TITGO< IT 记 Q = 
~ J 了 


{fz : TF > 2 < Hz : To(o)| > A + Hz : [To(2)| > M} 
< Sol + [t+ |{z e fe: ITo(a)| > 对 


C CO 

< SMh+ $y h Tbjldz 
C C | Qil" 

乏 二 | Fl 十 二 — I gr. |b; 
A + i rm lb 


C 
过 二 | Fl 


对 任意 的 fe Li, 任 取 { 访 } C LIL! 门 2, 使 得 上 fi 一 fli 一 0, 由 刚 证 明 的 结论 
知 , YA > 0， 


C 
{2 Tf fn) (0)| > A < Ff fn 20, (n,m — +00). 
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这 说 明 {T 访 } 依 测度 收敛 于 某 个 严 由 于 对 任意 这 样 的 序列 { 户 }, 都 有 {T 广 } 依 
测度 收敛 , 则 极限 必 是 同一 个 下 .定义 它 为 T 这 样 , 对 任意 fe L1, 有 唯一 的 Tf 
它 满足 
人 
{z:77G> A < FH 
顺便 指出 , 在 前 面 的 证 明 中 , 对 f < 本 ,TF 是 由 Tf 来 定义 的 , 其 中 f= 
No 显然 ff 在 刀 意义 下 成 立 . 由 这 里 的 讨论 知 , Tf 是 唯一 决定 的 , 与 原 


子 分 解 的 选择 无 关 . 

(i) 的 证 明 当 1<zp 乏 2 时 ,由 Marcinkiewicz 内 插 定理 (或 在 Hi 与 22 之 间作 
内 插 ) 便 得 所 需 结果 . 当 p > 2 时 , 注意 到 了 的 转 置 Ti, 其 核 为 K(y,x), 有 与 K(z,y) 
相同 的 性 质 , 采用 对 偶 性 推理 , 也 得 所 要 的 结论 . 定理 (1.3) 证 完 . 

利用 对 偶 性 推理 , 从 定理 (1.3) 的 (让 ) 自然 会 看 到 : 如 果 人 Te C2ZO, 则 了 T 了 是 Ze 
到 BMO 有 界 的 . 但 了 作用 在 L> 上 的 含义 是 什么 ? 下 面 我 们 来 回答 这 个 问题 


定理 (1.4) 设 TeC20O(r),fe 站 L%, 则 

ITflpmo < Clfllw. 
为 证 明定 理 , 我 们 需要 一 个 引 理 , 此 引 理 在 其 他 地 方 还 有 应 用 . 
引 理 (1.5) 设 feNn LLY, 对 e>0, 令 


1: = K (0,y)f (y)dy, 


|1y| 之 e 


1 <p < 二 00, 则 


| ITf(z) 一 天 dz 
|z| 和 </2 


< om) +e™ {/ K(x,y) ~ K(O, Wf (Wlaydz, 


Iz|<$§,ly|>e 


其 中 M,f = M3 (|f1?), M 是 Hardy-Littlewood 极 大 函数 , Cn 与 f,e 无 关 . (OC, 也 依 
赖 于 n, 不 过 我 们 不 关心 这 种 依赖 关系 .) 


引 理 (1.5) 的 证 明 记 


_ jf(z)， 当 |z|<s, 
na- 其 他 . 


户 =j- 方 . 则 当 |z < 5 时 , 有 
THz) — Ll < |Tfi(z)| + |T f(r) 一 无 | 


= T(z)|+ / IK(e) ~ KlO Wf (Way. 
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因此 , 为 了 证 明 引 理 , 只 需 证 明 
/ ea [Tfi(w)ldr < Cp Mpf (0) 
就 足够 了 . 由 定理 (1.3) 知 ,全 在 L? 上 有 界 , 用 Holder 不 等 式 , 得 


| [Thalds < Co ITAl 
TI<E 


< Cper” ||fillp 
< CpE M»,f (0). 


引 理 (1.5) 证 完 . 
定理 (1.4) 的 证 了 明 对 p=2 应 用 引 理 (1.5), 根据 M2f(0) < fllw, 以 及 


a (x,9) — K(O0, Wf Way 


化 
<cljlee / / I gydr < Cf 
Iz|<e/2 |y y| 


|>e by 
有 
supe | Tf() -Fldr < Clflle 
Iz|<e/2 


>0 


由 推理 的 平移 不 变性 , 便 得 对 任意 球 B, 存在 Is, 使 
1 
sup [再 人 Tf(z) — TBldz < Cllfllo. 


定理 (1.4) 证 完 . 

定理 (1.4) 说 明 , 如 果 Te C2ZO(7), 那么 下 局 限于 到 站 Zee, 是 Tee 到 BMO 
有 界 的 . 由 于 靖 门 Zee 不 是 在 L> 中 稠密 的 , 因此 无 法 拓 广 了 为 Zee 到 BMO 的 
有 界 算 子 . 可 否 考 虑 Tf = im T(fxB,), 其 中 Bj; = {z : |z| < j}? 然而 , 一 般 说 来 ， 
此 极限 是 可 以 不 存在 的 (参见 下 面 定理 (1.6) 的 证 明 ), 但 由 于 我 们 是 在 BMO 中 考 
虑 Tf 与 T(fxB,), 因此 可 以 从 工 (fxs,) 中 减 去 一 个 常数 , 再 看 其 极限 是 否 存在 , 从 
而 给 出 Tf 的 合理 定义 . 

定理 (1.6) 设 TeO02O(r),f e L”%, 则 存在 xy; 使 得 

Tf(7) = im IT(fXB7) 一 人 | (4) 


存在 , 其 中 极限 可 按 局 部 L! 模 与 几乎 处 处 意义 理解 . 由 此 定义 的 算 子 了 是 Zee 到 
BMO 有 界 的 , 即 


[Tfllpmo < Cflloo. 
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证 明 事实 上 , 取 
=- 人。 Ko)jg)dy 
1 和 |y| <7 


此 积分 显然 是 存在 的 . 记 gj(z) = T(fxBj)(x) 一 六 对 任意 R > 0, 在 球 jz| < R 上 ， 
当 j,1 > 2R+1, 7 >1 时 ， 
gj;(7X) = gi(7x) + Si;(7), 


其 中 
slr)= [KGe,9) -KO Wf (Way 
li<|yl<; 
它 满足 机 
So < We 人 


显然 此 不 等 式 右边 积分 当 1,j 一 +o0 时 , 在 jz| 乏 尺 上 是 一 致 收敛 于 0 的 , 这 就 证 明 
了 (4) 中 的 极限 存在 . 根据 定理 (1.4), 有 


ITfllamo < lim llgyllpmo = lim IT(fxB,)lpmo < Clflw. 
7 一 十 CO 7 一 十 CC 


定理 (1.6) 证 完 . 
当 j es 天 站 Zee 时 , 定理 (1.6) 给 出 的 Tf 与 原来 定义 的 Tf 仅 差 一 个 常数 
Jiyiz1 下 (0,Y)f(y)dy. 由 于 它们 都 属于 BMO, 因此 它们 是 BMO 中 的 同一 个 元 素 . 
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放 了 ECZO(r), 它 联系 于 标准 核 KeSK(r). 由 条 件 |K(zx,y)| < Clz 一 名” 知 ， 


对 任意 具有 暴 支 集 的 fe L? 是 存在 的 , 1 < p < +oo. 一 个 自然 的 问题 是 7 与 下 列 
主 值 积分 


lim 1f(7) = lim K(x,y)f(y)dy 


= 一 0 /jz 一 yl>e 


有 什么 联系 ? 为 此 我 们 先 讨论 这 个 主 值 积分 何 时 有 意义 , 根据 以 前 的 经 验 , 我 们 来 考 
虚 极 大 算 子 


2 jz) = sup |T:f (x)l. 
e>0 
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定理 (2.1) (Cotlar 不 等 式 ) 设 Te C2Z0O(7),f€ 1?,1 < p<+0%,g > 1; 则 存 
在 常数 C,C, (忽略 对 维 数 n 的 依赖 ) 使 得 
T*f(z) < CO Ma(f)(z) + CM(TH)(z). 
证 明 不 妨 假设 > = 0, 否则 只 需 作 一 个 平移 即 可 . 我 们 要 应 用 引 理 (1.5)， 由 
( 记 工 为 引 理 1.5 中 引进 的 记号 ， 以 及 4 与 C 为 仅 依赖 于 维 数 的 常数 ) 
Wh Tf(r) 一 dz 
。 1 f(z) 一 
> AT.f(0)| 一 < | Tf (dz 
Iz|<e/2 
> AIT:f(0)| ~- CM(Tf)(0), 
以 及 
,KC -KOO WI Wey 


< / flay 


| 如 21z| ly 


OO 


<cy> | py)lay 


| 人 2 十 他 
全 J2zizlslyls2i+llzl IY| 


应 用 引 理 (1.5), 便 得 | 
AITf(O| < CM(TH)O) + CCD 
对 < 取 上 确 界 , 便 证 得 定理 (2.1). 
推论 (2.2) 若 TTe C2ZO(r),1 <p<+o%, 则 
[Tfls < calf. 


证 阴 只 需要 选择 1 < gq < wp, 应 用 Hardy — Littlewood 极 大 函数 的 性 质 与 定理 
(2.1)， 即 得 推论 (2.2). 


定理 (2.3) 者 Te C2ZO(7), 则 7T* 是 弱 (1,1) 型 的 ， 即 对 任意 Fe 有 


{2: T°) > A < SF 
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证 明 证 明 与 本 章 定理 (1.3) 的 (ii) 相 类 似 , 只 需 稍 加 修改 即 可 , 记 


K(x,Yy) = 1 二 > 


对 任意 和 > 0, 作 Calder6n - Zygmund 分 解 / = 9q+ 9 与 9= yp, 同 定理 (1.3)( 订 
1 
的 证 明 中 一 样 . 此 时 有 


T* f(z) < T*g(x) + T*b(7x). 
由 7* 的 (2.2) 型 , 有 
人 zero > As lg < SI 
为 估计 T*b(x) 我 们 来 证 明 , 当 z 4 UG; 时 ， 
sp Too)| < 5 | IE(2,9) — Kes yi) ldy + CMOe), 


其 中 Yi 是 Q ; 的 中 心 . 
事实 上 , 对 任意 zx ¢ U Qj,e > 0,Q; 有 三 种 可 能 : 
(a) 对 任意 的 ye 8;, 有 |x 一 yl <a, 此 时 天 (xz， y) = 0, 从 而 


Te(b;)( = 上 人 Ke(7x,y)b(y)dy = 0; 
(b) 对 任意 的 ye 8;, 有 |x 一 y| > e. 此 时 有 K(x,y) = K(x,y), 故 
Te(bj)(X7)= | Ke(zx,y)b(y)dy 


Qj 


_ | [K(x,y) — K(z,y;)b(y)dy; 


了 


(c) 存在 ye 9i 使 得 |z -yl = e. 此 时 存在 rw, 使 得 B(x,rne) 2 Q;, 同时 也 存 
在 7, 使 得 |z 一 y| > rhe 对 一 切 ye Q; 成 立 . 这 里 的 7 与 ” 只 与 维 数 有 关 , 这 就 
是 说 , 对 任意 ye 8;, 有 |x 一 yy 完 &, 故 


Do 上 [K(x, y)b(y)ldy 


< < | K(x, lo) ay 
Bl(z,rne) 门 @; 


<ce | ldy 
B(z,rn e) 门 Q; 
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对 这 样 的 j 求 和 , 便 得 : 
DT) < ce™ 人 oscMOW 人 


再 把 (5b) 的 情形 的 有 关 项 加 起 来 , 便 得 (1)， 用 Hardy - Littlewood 极 大 函数 的 弱 
(1,1) 型 , 并 重复 定理 (1.3) 中 (ii) 的 证 明 , 便 得 


{z:T*(b)(z) > A < I{z: Mb) > CMH + 9 


AB C 
二 < 二 | 
+ 上 Dr < Fh 


定理 (2.3) 获 证 . 
运用 Hardy - Littlewood 极 大 函数 的 弱 (1,1) 型 与 (p,q) 型 推出 Lebesgue 微分 
定理 的 技巧 ( 见 81.6 或 83.4), 我 们 有 下 面 的 定理 . 


定理 (2.4) 设 TeC2ZO(7), 且 其 分 布 核 KK 满足 


lim K(x,y)dy (2) 
一 Jec<lz—ylg1 


对 ae.z € R" 存在 , 则 对 任意 f € L?,1 < p< co, 极限 


lim K(x,y)f (ydy (3) 
Jlz—yl>e 


几乎 处 处 存在 . 进一步 , 存在 m(z) e L™, 使 得 


Tf(z) = m(z)f(7) + lim K(x,y)f(y)dy (4) 


E 一 0 |z 一 圳 >e 


几乎 处 处 成 立 , 并 且 当 1 < p < ce 时 , 上 式 在 L? 极限 意义 下 也 是 成 立 的 . 


证 明 首先 证 明 , 对 任意 o e 9, (3) 中 的 极限 存在 . 事实 上 由 |K(x,y)| < Cl|x 一 
yi- 知 , 积分 


/ K(7,y)P(Yy)dy 


绝对 收敛 , 而 
/. - oY)dy 
= [. E(w Whe — p(x) dy + p(7) [. - a Ydy, 


上 式 右边 第 一 个 积分 中 的 被 积 函数 被 i 控制 , 因而 是 绝对 收敛 的 , 这 就 证 
明了 (3) 中 的 积分 当 fe 9 是 几乎 处 处 存在 的 
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转移 到 一 般 的 L?,1 < p < co, 我 们 上 只 需 用 T* 的 弱 (p,p) 型 结果 ( 见 定理 (2.3) 
与 推论 (2.2)). 设 fe L?, 无 妨 设 Tf(zx) 是 实 值 的 . 令 
Qf(7) = [lime oT f(x) — lim, ,oTef (2)|. 
只 需 证 明 Qf(z) = 0 a.e.. 由 9 在 2 稠密 令 
| f =g+h, 
其 中 he 9,|lglly 任意 小 , 已 知 Qh(z) = 0. 而 
Qg(z) < 27°*g(z). 
因此 , 对 任意 6 > 0， 


{x :QF(z) > 6}| = |{z: Qg(z) > 引 
< fr: Trg(s) > 5/2)| < Tole 
可 任意 小 , 即 Qf(x) = 0, a.e.. 
考虑 


G(f,7) = Tf(z) — lim K(x,y)f (Wdy 


5 一 0 /jz 一 可 >s 
作为 9 一 9 的 线性 连续 算 子 ， 其 分 布 核 的 支 集 为 A = {(x,y) ER x R™ :z= vy)}. 
对 每 个 固定 的 zx, 泛 函 G : 9 一 C 的 支 集 只 有 一 点 x, 因此 它 是 Dirac 函数 的 倍数 ， 
由 G(jz) = m(z)f(z). 由 于 G 是 二 有 界 的 , 便 知 me Dee， 
当 f sz?,1<Dp<oco 时 ,为 说 明 (3) 中 的 极限 在 L? 意义 下 也 存在 , 只 需 用 推 
论 (2.2) 与 Lebesgue 控制 收敛 定理 . 定理 (2.4) 证 完 . 


注 如 同 在 83.6 中 己 指 出 的 , “任意 Calder6n 一 Zygmund 育 异 积分 算 子 ( 即 我 
们 这 里 的 记号 CZO) 都 使 得 { 人 下 月 在 L? 中 有 极限 , 对 所 有 六 < L?(R") 成 立 , 其 中 
1 < p< co.” 这 一 断言 的 证 明 可 以 无 需 经 过 T* 的 L? 有 界 性 ， 而 只 需 {Te} 的 对 < 
一 致 的 L? 有 界 性 , 以 及 { 工 f} 当 f 局 限于 L? 的 某 个 稠密 子 集 时 在 L? 中 收敛 这 两 
个 事实 . 


在 (2) 中 极限 存在 的 前 提 下 ， 我 们 证 明了 ， 每 一 个 Calderon 一 ygmund 算 子 , 在 
相差 一 个 用 函数 m(z) 作 乘 法 的 算 子 外 , 都 等 同 于 一 个 用 主 值 积分 定义 的 (奇异 ) 积 
分 算 子 . 一 个 日 然 的 问题 是 , (2) 中 极限 存在 这 个 条 件 能 否 去 掉 , 事实 上 , 这 条 件 完 
全 去 掉 后 , 结论 是 不 成 立 的 . 例如 设 + e 到, 考虑 算 子 Mi : ?2(R") -LIL2(R") 如 下 : 
(Mf)“ (6 = |&]"f(&), 它 所 对 应 的 分 布 核 为 K,(z,y) = Clz -yj|-"-?", 其 中 复 常 数 
C 关 0 可 以 用 函数 简单 表 出 . 显然 Me C2ZO, 但 极限 


< 一 0 ryl>e by 一 y| 
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不 是 对 任意 fs 9 部 几乎 处 处 存在 的 , 其 理由 请 读者 自己 思考 (也 可 参看 [M]). 


把 (2) 中 极限 存在 这 个 条 件 去 掉 来 讨论 类 似 的 问题 , 可 参看 本 章 85.5 的 习题 5. 


85.3 ”Calderon - Zygmund 算 子 的 例子 


这 里 提供 者 于 个 Calder6n - Zygmund 算 子 的 例子 , 它们 中 有 一 些 是 我 们 遇见 过 
的 , 在 这 里 再 概括 一 下 , 并 作 一 些 深入 的 讨论 或 用 新 的 方法 加 以 处 理 , 还 有 一 些 新 的 


例子 , 它们 是 第 三 代 奇 异 积分 的 典型 代表 , 是 十 分 基本 而 又 重要 的 . 


1. 经 典 奇异 积分 算 子 


经 典 奇 弄 积 分 算 子 主要 是 指 卷 积 算 子 , 它 的 核 具 有 一 定 的 奇 性 , 通过 主 值 积分 


定义 . 也 就 是 说 , 这 时 的 核 
K{(zx,y) 一 L(x y), 
其 中 工 在 R"*\{0} 定义 , 要 求 它 满足 : 


(zj Clal 
/ 2 


Lr-y) -Lo < Cy zl " ", 3 yg 


2 
为 应 用 定理 (2.4), 我 们 还 假设 极限 


lim L(y)dy 
< 一 0 Jeglyl<1 


存在 , 算 子 定义 为 
Tj(z) = lim L(z -yf (ydy. 


ES0 lr-y|>e 


为 保证 算 子 的 [2 有 界 性 , 还 需 假设 。 
U TXT) dr 
0<e<n 人/ 
在 $3.6 我 们 曾 假设 核 满足 : Ve,n > 0， 


/ L(x)dz = 0. 
e<|z|<”n 


< CO. 


显然 , 条 件 (6) 缠 含 了 (3),(5), 我 们 在 这 里 讨论 的 是 较 83.6 中 更 一 般 的 算 子 . 
定理 (3.1) 设 世 满足 条 件 (1),(2),(3),(5), 则 由 工 定 义 的 经 典 有 有 异 积分 算 子 (4) 、 


是 Calaer6n 一 Zygmund 算 子 . 
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为 证 明定 理 (3.1), 我 们 叙述 一 条 引 理 , 记 
-1f(C) = L(x 一 d 
/= He Wi 


引 理 (3.2) 由 (4) 定义 的 算 子 T 了 是 L? 有 界 的 , 当 且 仅 当 工 -7T,0 <e < 
是 L? 一 致 有 界 的 . 


引 理 (3.2) 的 证 明 设 7T. 到 一 致 有 界 , 用 Halder 不 等 式 , 容易 看 出 , 当 
w € 2(R"), yll2 < 1 时 , 则 当 ” 一 00 时 有 Tplls 一 0. 由 


|Tewll2 < (Ze 一 了 7)02||2 十 |27o2||>， 


根据 Fatou 引 理 , 知 
Hela < iimllTeyll2 < Clliyll», 


这 就 证 明了 了 是 L? 有 界 的 . 
有 反 过 来 , 着 了 是 L? 有 界 的 , 则 工 e czok ). 由 本 章 推 论 (2.2) 知 T* 也 是 [2 
有 界 的 , 显然 
上 de 一 7T)p(oO 入 27T 9(X), 


故 工 一 也 是 世 一 致 有 界 的 . 

定理 (3.1) 的 证 明 只 需 证 明了 可 延 拓 为 I? 有 界 的 算 子 由 引 理 (3.2), 又 只 
需 证 明 你 一 是 I 一 致 有 界 的 而 根据 Plancherel 定理 (82.4 定理 4.9), 则 只 需 
证 明 Ze = L(w)Xxfte<jwl<n} 的 Fourier 变换 是 一 致 有 界 的 . 考虑 


ona) = Le)e md 
e<|zx|<n 


(1 + hes ) Ten(zje “Ydy=I+H. 
-一 全 z| 乏 请 


这 里 ao 是 规范 化 Lebesgue 测度 中 的 常数 , C 是 泛 指 常数 , 即使 同一 式 中 也 不 必 是 
一 样 的 . 
对 于 IT, 利用 条 件 (1) 与 (5), 有 


II| < / Len(X)(e ’®Y — 1)dxz|+ / Len (7X)dzx 
zl 和 总 al< 谷 
< / le™’®y 一 1 -< dx 十 C 
iz|< 加 
yl mtsC. 
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对 于 了 工 的 估计 , 完全 与 83.6 中 定理 6.5 的 证 明 一 样 , 为 理解 各 条 件 在 证 明 中 的 作用 ， 
我 们 简 述 如 下 : 取 z = i 作 变 量 替换 


1 = / Len(T)e™ '®Ydzr 
|z| 之 


一 一 Lon (x — z)e yd7. 


T= - / [Zen(z) — Len(T — Zz)]e "Ydz+R, 
2 J eglz 


1y| 人 


dx 
Rls/ ar< | CC 
oc 各 <lz|< 季 1 


[yl IIN |y] 人 13 


而 由 工 满足 的 条 件 (2), 知 I 的 右边 第 一 项 也 被 常数 控制 , 定理 (3.1) 证 完 
定理 (3.1) 的 证 明 过 程 表明 , 核 的 光滑 性 条 件 (2) 可 以 用 下 面 更 弱 的 条 件 代替 : 


| ,Le -Lalar < (7) 


这 条 件 , 一 般 称 为 Harmander 条 件 , 是 迄今 所 知 卷 积 奇异 积分 保证 闫 有 和 缠 的 最 能 
条 件 , 在 这 条 件 下 , 算 子 的 了 有 四 性 ， 也 目 动 保证 LP(1 <p < co) 有 和 界 性 . 这 个 辣 
题 , 留 给 读者 思考 . 

这 种 经 典 奇异 积分 算 子 中 , 最 典型 的 一 类 是 


Po) = Te 
其 中 Q(z) 是 0 次 齐 次 函数 , 即 满足 Q(rz) = Q(z), 且 它 在 单位 球面 的 平均 为 0: 
/ | dz _0 
在 5%_1 上 , Q(z) 还 要 求 属 于 Lip 7, 即 
Q(x) — Az) < Clz mz, Yr, 7 € 9 1. 


这 时 ， 奇异 积分 算 了 为 
4W(z 一 2) 
T = lim a ' 
T(f)(Z) m/ f(y)dy 


< 一 0 r—y|>e |Z 一 yl" 


这 类 算 子 在 83.6 我 们 已 讨论 过 了 . 一 维 的 Hilbert 变换 与 高 维 的 Riesz 变换 , 都 是 这 
类 算 子 中 的 特例 . 
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2. 仿 积 (paraproduct) 
有 许多 形式 相近 的 仿 积 算 子 . 这 里 只 介绍 其 中 的 一 种 . 设 yp,w, 少 e .7, 都 是 径 


回 函 数 , 分 别 满足 : 
/ear 一 L | ws)ar 一 | Wa)ar 一 
记 px() = 二 op 人 ) ,BO)= ws 六 Gdh= 加 六 Qi(1) 二 襄 *f 则 仿 积 可 定义 为 


uN) = m= GW) PT, 


其 中 。b 是 一 “ 参 变 ” 函 数 . 
定理 (3.3) 者 be BMO, 则 仿 积 He e C2ZO(7), 其 中 = 1 


证 明 首先 , 由 po € .7, 显然 有 
1 Ct 


C 一 
1n rT—y n+l | trtl+|z — y+tl 
1+ | 一 一 


[Pr (2， y)| < 


对 ,4 有 类 似 的 估计 , 记 mz(b) 为 5 在 以 z 为 中 心 以 + 为 边 长 的 方 体 上 的 平均 , 由 
BMO 的 性 质 (84.7 引 理 7.4) 知 


f ws -wa Way| = f me, wow t(D)]dy 


< | FR dy < Chol, 


i 
故 |Qz(b)|wo。 入 Cl 其 中 jb 表示 b 的 BMO 范 数 . 同 理 可 证 
ye: < ct。 (8) 
用 Ki(z,y) 表示 Gi(Q(b)( 有 )) 的 核 , 即 
BeiODRO)O = | Filw, Wf (vay, 


Ko = | [7 ) (SY) 0 
< cll Bu(z 一 切 


0) = | Bs — sv(a)lds, 


则 显然 有 


其 中 
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C 
入 一 一 一 一 . 


(作为 一 个 习题 留 给 读者 ), 这 样 , I, 的 核 K(z,y) 满足 
Kal= | Kien) < chols {lees -os 


< Cllels /lz ~ yl". 


同 理 , 由 (8) 可 证 得 
[VKi(x,y)| 和 Cs Bi(z 一切， 


其 中 & 是 类 似 于 前 面 的 函数 . 从 而 得 到 
VK(z,W)| < Cllele/le — yl 


这 就 证 明了 I 的 核 K 具有 标准 估计 , 其 中 7+=1. 
为 证 明 Is 是 [2? 有 界 的 , 设 ge 12,||gll2 < 1, 则 


dzat 


,, Qt(Qt( bPR(f)) (TL)G(T)—— 


{IIs(f) 1 


一 人 QD P(r) De) 


<( 作 . 已 (DaPIQeO(Ge 9 
0 Gt so) / 


其 中 Qt 表示 Q: 的 转 置 . 用 Plancherel 定理 (82.4， 定理 4.9)， 有 
At /= 2drdt 一 ~ 2 个 2dédt 
| 人 ， QTD 一 / 人 CD 一 
CO ~ 2 
= Malo < 
0 


其 中 积分 _ 
[SOP < 
0 t 


容易 由 (0) = /Vy)dy =0 以 及 儿 e .9 等 事实 推出 
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再 由 be BMO 知 |Q,(B)(z Pe 是 Rat+l 的 Carleson 测度 ( 见 $4.7 定理 


(7.5)). 根据 Carleson 不 等 式 ( 见 84.7 命题 (7.3)), 有 


[hs BDO 


<C 1/ P*(f)(z) dz < CFI 


其 中 
P(f)(z)= sup [Re(f)(W). 


Iy—2z|<t 


这 就 证 明了 He 是 22 有 界 的 , 从 而 得 到 Is € C2ZO. 
II。 有 一 条 重要 性 质 : II;,(1) = b, 这 可 以 如 下 简单 地 看 出 . 事实 上 PP(1)=1, 而 


Got =-/ herb 一 


这 正 是 Calder6n 表示 和 定理, 可 以 简单 地 从 两 边 取 Fourier 变换 验证 , 只 要 假设 


三 POPEO) 
0 t 


另外 , 还 有 IIE(1) = 0 (或 IX(1) = 0), 这 也 是 由 Qi(1) = 0 不 难 验证 的 . Is 的 这 
两 条 性 质 , 在 简化 Calder6n -- Zygmund 算 子 IL? 有 界 性 准则 的 了 (1) 定理 的 证 明 中 ， 
有 重要 的 作用 , 我 们 将 在 85.4 介绍 T(1) 定理 以 及 它 的 推广 一 一 T(5) 定理 . 

仿 积 算 子 曾 被 J. Bony 用 于 非 线 性 分 析 中 , 另外 , 它 是 一 类 最 基本 的 Calder6n - 
Zygmund 算 子 , 详 见 Y. Meyer 的 专著 [MI. 


3 Calderon 的 交换 子 


Cao) =pvzr 1 (2 ) Wg, 


n T—Y 和 一 
其 中 4' e L%(R). m = 0 时 , 这 是 Hilbert 变换 . 当 m = 1 时 , 若 记 Ma 为 用 函数 
4(z) 作 乘法 的 算 子 , 即 Maftz) = 4(zfta), 则 CiC7) = | Ma, 把 如 | (7), 其 中 可 是 


Hilbert 变换 , [Ti,T2] = 五 四 -TyT 表示 算 子 与 2 的 交换 子 . 类 似 地 , 当 普 >1 
时 Cm 可 表 成 M4 与 五 的 微分 的 高 阶 交 换 子 . 

定理 (3.4) ( Calderon - Coifman - Meyer) 各 4 < L”%, 则 Ce CZO, 其 中 
m 为 非 负 整数 . 
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Cm 的 核 满足 标准 估计 是 显然 的 . 当 m > 1 时 , C0,, 的 L? 有 界 性 证 明 是 比较 复 
杂 的 . 在 以 后 给 出 L? 有 界 性 判别 准则 后 , L? 有 界 性 就 变 成 一 个 简单 的 推论 了 . 

Calder6n 交换 子 是 Calder6n 于 1965 年 为 了 研究 育 异 积分 算 子 代数 引进 来 的 ， 
它们 是 最 典型 的 也 是 最 简单 的 非 卷 积 型 奇异 积分 算 子 (m > 1). 

4. Lipscchitz 曲线 上 的 Cauchy 积分 算 子 


考虑 复 平 面 上 的 Lipschitz 曲线 z = 并 十 14(z)) 一 oo <Z< oo,4 EeL™, 其 上 的 
Cauchy 积分 算 子 可 定义 为 


CAa(lf)(7z) = pw /- (Zz 十 ra) 
( 


(9) 
一 般 来 说 , 积分 元 应 该 是 弧 微 分 ds, 但 现在 
ds = V1+ A*dz, 


满足 dz < ds < V1 十 上 4'j2dx, 因此 , 用 dz 代替 ds 是 侣 理 的 , 显然 它 的 核 满 足 标 
准 估 计 . Ca(f) 的 L? 有 界 性 的 证 明 是 相当 困难 的 , 但 用 下 一 节 证 明 的 L? 有 界 性 判 
别 准 则 ((T(5) 定理 ), 便 很 容易 得 到 这 一 结果 . 我 们 把 这 结论 写成 定理 的 形式 : 


定理 (3.5) (Calderbn - Coifman - McIntosh - Meyer) 大 4 ec L”%, 则 由 (9) 式 
定义 的 Cauchy 积分 算 子 是 Calder6n - Zygmund 算 子 . 
Ca(f) 与 Calder6n 的 交换 子 有 密切 的 关系 , 事实 上 , 按 Taylor 公式 展开 ， 


ca = 工人 ay Ew 


1 二 7 一 7 
C/A) -AWY Fy) 
-2 nt / Z 一 多 ) ry! 
= 》 (-i)*Ck(f)(2) 

k=0 


如 果 能 证 明 Ci 的 L? 有 界 性 , 并 得 到 其 算 子 模 的 较 好 估计 使 能 进行 求 和 , 也 可 由 此 
证 明 C(f) 的 22 有 界 性 . R. Coiftman, A. McIntosh 与 Y. Meyer 于 1982 年 , 正 是 得 
到 了 ||Cxllop 守 (1 十) 下 241 ,从 而 完成 了 Lipschitz 曲线 上 的 Cauchy 积分 算 子 的 
IL? 有 界 性 的 证 明 . 以 前 , A. P. Calder6n: 于 1977 年 曾 在 1424。 很 小 的 条 件 下 , 用 复 
分 析 证 明 过 C4(f) 是 L? 有 界 的 . 


还 可 以 讨论 较 Lipschitz 曲线 更 一 般 的 曲线 . 我 们 称 复 平面 上 的 一 条 曲线 工 为 
弦 弧 曲线 (Chord - Arc curve), 如 果 它 的 任何 一 段 弧 长 与 对 应 的 弦 长 是 可 比较 的 , 这 
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意思 是 , 工 是 可 求 长 的 , 且 它 的 用 弧 长 作 参 数 的 本 性 方程 z = z(s) 满足 条 件 
z(s) 一 z(S ) 


7 < | 一 


<1, 一 co < s,s < oo， 


其 中 yy > 0 与 s,s' 无 关 , 这 时 , 我 们 可 以 定义 下 上 的 Cauchy 积分 算 子 
Pr _ VIA fOr)dt 
TU -pv 人 人 

由 于 yds < |dz| < ds, (dz = z'(s)ds), 我 们 可 以 考虑 形式 更 简单 一 些 的 算 子 


Cr(f)(s) = pw / 站 OO 而 此 (10) 


定理 (3.6) (Coifman - Meyer) 车工 是 弦 弧 曲线 , 则 由 (10) 定义 的 Cauchy 积 
分 算 子 Cr 是 Calder6n 一 Zygmund 算 子 . 


Cr 的 核 满 足 标准 估计 是 显然 的 , 它 的 22 有 界 性 的 证 明 , 也 放 到 下 一 节 (5) 定 
理 证 明之 后 . 
显然 , Lipschirtz 曲线 是 弦 弧 曲线 , 因此 , 定理 (3.6) 殖 含 了 定理 (3.5). 


5. 9 函数 与 S 函数 


前 面 讨 论 过 的 Littlewood - Paley 的 9 函数 以 及 5S 函数 , 可 以 看 作 向 量 值 的 
Calder6n 一 Zygmund 算 子 加 以 简单 处 理 . 设 4 与 B 是 两 个 Banach 空间 ,TT 是 线性 
算 子 , 将 f : R" 一 4 映射 为 函数 Tf : R" 一 B, 它 由 积分 


Tf(z) = / K(z,y)f (ydy 
定义 ， 其 中 K(x,y) 定义 在 Q = R" x R"\{z = s 四 , 取 值 于 .9 (4,B) (由 4 到 B 的 有 


界线 性 算 子 全 体 组 成 的 空间 ). 在 本 段 中 , 分 别 用 | .14,|. 1s, 表示 空间 4 与 B 的 范 
数 , |K|| 表示 算 子 K 的 范 数 . 类 似 于 本 章 定理 (1.3) 的 (i) 和 (ii) 的 证 明 , 可 以 得 到 


定理 (3.7) 如 果 K(z,wy) 满足 


[LA 
[zt — yl®tr" 


IK(z,y+h)— K(z,Ws<C (11) 


1 ». 
对 一 切 zx,y,he R,|h| < 35|z 一 中 成 并 ,7 €& (0,1], 且 
IT frocB) 和 Cllflrroca) 


对 某 个 1 < po < oo 成 立 , 其 中 L?(A4), LP(B) 是 分 别 在 4, B 取 值 的 函数 构成 的 LI? 
空间 , 则 , 
{xz ER:|Tf(z)|lp > AH < Tf 
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从 而 进一步 有 : 
Tflie(B) & Coljlzea，1L<P< 和 po 
讽 思 ECoc, 满足 : 
() lwo)| < C/T + zl ), [V(r)| 和 C/(1 + zl™+?), 
(i) [w(xz)dr = 0, 
(ii) % 是 径 回 函数 , 即 %(z) = w(|z|), 且 


广 OPa - 
0 


则 f 的 g 函数 与 5 函数 可 分 别 定 义 为 


(人 ef) 
= (ff. OP ， 


其 中 FT(z) = {(y,t) € R*+1 ;|y 一 z| < 妇 表示 以 xz 为 顶点 的 锥 . 
定理 (3.8) 若 1<p<o, 则 
lg(f)lp & Cpllflly, 
IS(f)lp < Cpllflly. 
证 阴 我 们 只 讨论 3 函数 的 情形 , 对 9 函数 可 以 类 似 进行 但 更 简单 . 我 们 把 5 
函数 看 成 向 量 值 的 算 子 , 然后 用 定理 (3.7). 事实 上 取 4 = C,B -12 (ro rt ) 
定义 函数 K: 及 一 B 如 下 : 


K(X)(y,t) = w(x — Y). 


这 样 , K(x 一 z) 可 以 看 作 R"* x Rn" 一 .9 (4h, B) 的 映射 ， 因为 从 下 面 的 证 明 将 看 出 , 对 
任意 的 ae C,K(z)(y,t)a 是 C 到 B 的 有 界线 性 算 子 . 定义 


T= Kxf= | Kl -af(2ae 
我 们 首先 证 明 , T 是 [2(R") 到 (Rn B) 有 界 的 , 由 于 
[Tf 8) = 人 IK # jd 


= wpe* f(T—Y 本 
Sf fsx 
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其 中 x(zx,v,t) 是 集合 
{(z,vy,t) € R” x Rt :IT—y<t 


的 特征 函数 . 显然 
| x(z,Y, t)dz = Ot", 
有 限 


其 中 C 是 Rn" 单位 球体 积 ， 用 Plancherel 定理 (82.4 定理 (4.9)), 有 
TF.p) = C | 人 ef WP ee 


-0 名 Ded OP eee 
0 
其 次 , 我 们 验证 核 K 满足 定理 (3.7) 的 条 件 (11). 设 |h| < =| 一 z|. 应 用 微分 中 值 
定理 与 的 条 件 , 有 


K(x,z+h)— K(x,z)|y(a,B) 
dydt 


外 Wiz —z—Yy—h)— Wh(r—z— | pT 


< co 人 | 上 yo 
1 局 


lz 二 | wo 
= Clhl? + / dydt =1+ Il 
/yt 


td Clh|? 
I < CIhl? EE ry 一 一 
son) mm < 


”> adt Ch 
2 
II < Ch 人 t27m 十 3 < | 2|2n+2 
4 


容易 看 出 


根据 定理 (3.7), 了 是 L?(R") 到 L?(R", B) 有 界 的 , 1 < p < 2. 注意 到 了 是 卷 积 算 
子 , 应 用 简单 的 对 偶 推 理 , 便 得 了 是 L?(R") 到 L?(R", B) 有 界 的 , 2 < p < co. 这 就 
证 明了 定理 (3.8). 


设 忆 为 Rt 上 的 Poisson 核 , 即 
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取 = tyP, 其 中 Vv 表示 R" 上 的 梯度 算 子 , 则 vy 满足 5S 函数 定义 中 的 一 切 要 求 . 
这 时 , 在 n==1 时, S 函数 就 是 经 典 Lusin 面积 积分 , 在 ni>1 时 , S 函数 就 是 Stein - 
Weiss 引入 的 广义 面积 积分 ， 


S(f)(z) = | /f vay, DF oa 


其 中 必 是 广 的 Poisson 积分 . 有 关 材 料 可 参阅 A. Zygmund 的 经 典 著 作 [Zy] 与 EE. 
Stein 的 书 [St2]. 


85.4 二 有 界 性 判别 准则 T(b) 定理 


按 定义 Calder6n - Zygmund 算 子 , 除了 要 求 它 的 核 满 足 一 定 的 大 小 条 件 与 光 清 
性 条 件 外 , 还 要 求 它 可 扩充 为 L? 有 界 的 算 子 ,本 章 前 两 节 的 推理 表明 , 这 个 L? 有 
界 性 在 CZO 性 质 的 讨论 中 是 关键 的 .自然 要 问 , 是 否 存在 对 这 类 算 子 的 L? 有 界 
性 判别 准则 呢 ? 要 知道 , 这 类 算 子 包 含 了 大 量 非 卷 积 型 算 子 , 因此 Fourier 分 析 中 的 
Plancherel 定理 不 能 直接 应 用 , 需要 另 辟 途 径 . 1983 年 , G. David 与 J.L. Journé 首 
次 给 出 了 这 样 的 准则 , 即 著名 的 T(1) 定理 , 不 久 以 后 , 为 了 应 用 到 Lipschitz 曲线 上 
的 Cauchy 积分 以 及 别 的 算 子 , G. David, J. 上 L. Journé 与 S. Semmes 又 把 T(1) 定理 
推广 成 所 谓 T( 定理 , 本 节 的 目的 就 是 叙述 和 证 明 T(b) 定理 并 介绍 它 的 应 用 . 

本 下 中 讨论 的 算 子 了 ,都 假设 是 2 到 9' 的 线性 算 子 ， 且 联系 于 一 个 标准 核 
KE SK(7). 一 般 说 来 ， 并 不 事先 假定 它 的 L? 有 界 性 . 

首先 要 研究 T(1) 的 意义 , 因为 没有 了 的 L? 有 界 性 假设 , 故 85.1 中 讨论 了 在 
L” 中 的 作用 不 能 直接 应 用 . 

令 


0 = 1{g9€ YY: /sur 一 0 上 


我 们 定义 T(1) 作为 B% 上 的 分 布 , 即 T(1) e 丈 ， 事 实 上 ， 对 任意 9g e 锣 , 设 
D = supp 9. 取 D 的 合适 邻 域 D1, 令 fi € 乡 ， 满足 
1，2Z E 

由 二 人 TEDI. 


这 样 的 广 显然 存在 ， 并 且 (7T 广 ,9》 有 意义 . 记 户 = 1 一石. 现在 定 浆 (Th,g). 取 
To € D, 利用 9 的 积分 为 0 的 条 件 , 定义 


(Tf2,9) = / | pe K(x,y)f2(y)g9(7)dydz 


/ | pcp fo(YIK (x,y) — K(xo, y)]g(z)drdy, 
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积分 是 绝对 收敛 的 , 因为 
1 户 (OK 人 一 天 collg(zjlazag 


入 CH |/ a | le zol lo)ldz < oo 
~ Jps ly — zol*+t" Jp to) 


这 样 , 便 可 定义 
(T(1),9) = (Tfi, 9) + (Tfo, 9). 
多 证 明 , T(1) 的 定义 与 有 十 fo = 1 的 分 解 方式 及 xo 的 选取 无 关 . 
不 难看 出 , 如 果 取 o e 2, 在 Iz| 志 RR 有 w(xz) = 1, 则 有 


(7(1),9) = lim(Ty(e.), 9). 


我 们 还 需要 一 个 弱 有 界 (weak boundedness property) 概念 ， 设 B 是 半径 为 
的 球 , f < ,suppf CB, 令 
Ne (1) = RE >》 Riso Flo. 
Ix|<a 
定义 (4.1) 设 T: 9 一 9’' 线性 连续 ， 我 们 称 了 弱 有 界 ( 记 为 Te WBP), 如 
果 存 在 常数 C 与 正 整数 gq, 使 得 


(Tf,9)| < CN (PN (9) 


对 任意 f,g € 多 ， suppf CB,suppg9 CB 上 成立. 

可 以 证 明 , 只 要 对 核 加 上 适当 的 条 件 (例如 满足 标准 核 的 大 小 条 件 ), 则 弱 有 界 
性 与 g 的 选择 是 无 关 的 , 也 就 是 说 , 如 果 Te WBP, 则 对 任意 正 整 数 。 存在 常数 
Cs, 使 得 

(Tf, 9)| < Cs NB (FINBE (9) 
对 于 f,g € 9,suppf Cc B,suppg C 也 成立. 由 于 不 想 分 散 我 们 的 注意 力 , 就 不 在 此 
证 明了 , 有 兴趣 的 读者 可 参看 Y. Meyer 的 书 [MI. 
容易 看 出 , (1) 若 7 是 L? 有 界 的 , 则 Te WBP. (2) 若 了 联系 标准 核 K, 且 核 
是 反对 称 的 , 即 K(z,y) = 一 K(y,7x), 则 Te WBP. 我 们 把 这 两 点 的 证 明 留 给 读者 . 
: 我 们 现在 可 以 叙述 T(1) 定理 了 . 


定理 (4.2) (David - Journk 的 T(1) 定理 ) 设 工 : 乡 一 9' 线性 连续 , 且 具 有 标 
准 核 (T e SK(r)), 则 了 可 延 拓 为 L? 上 的 有 界 算 子 的 充 要 条 件 是 


T(1)€ BMO, T'(1)e BMO, Te WBP. 
这 里 的 Tt 表示 了 的 转 置 , 即 由 


(f,Tg) = (T'f, 9), Vf,gE 2 
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定义 的 乡 一 9 的 算 子 . 

定理 (4.2) 的 必要 性 是 已 知 的 , 这 是 因为 , 如 果 工 可 延 拓 为 L? 有 界 , 则 了 < C2ZO， 
故 了 是 Ze 到 BMO 有 界 的 . 特别 地 , T(1) e BMO. 由 于 Tt 对 应 的 标准 核 为 
K(y,7z), 故 Tt e C2ZO, 从 而 Tt(1) e BMO. 充分 性 的 证 明 比 较 复 杂 , 它 是 我 们 将 要 
证 明 的 T(b) 定理 的 一 种 特殊 情形 . 


定义 (4.3) 我 们 称 复 值 函数 b 为 增长 , 如 果 
bE L™, H Reb(r)>C>0, a.e.; 
我 们 称 b 为 强 仿 增长 的 , 如 果 be L™, 且 存 在 常数 C > 0 使 得 


/ b(x)dz 


其 中 了 是 Rn 的 二 进 方 体 或 边 长 比 为 1 或 的 拟 二 进 方 体 

显然 , 若 5b 是 增长 的 , 则 b 是 强 仿 增 长 的 . 关于 拟 二 进 方 体 的 准确 说 法 , 将 在 后 
面 给 出 . 作为 Lebesgue 微分 定理 的 一 个 推论 知 , 阁 5 强 仿 增长 , 则 四 有 正 的 上 、 下 
确 界 . 

对 be L%, 用 Ms 表示 用 b 作 乘法 的 算 子 , 即 Mpf = bf. 由 于 没有 任何 光滑 
性 假设 , 因此 要 求 了 : (59) 一 (0298)' 线性 连续 , 其 中 59, (59)' 的 意义 是 明显 的 . 


定理 (4.4) (David - Journé - Semmes 的 T(5) 定理 ) 设 b,bs 是 强 仿 增长 函 
数 ,了 : (b19) 一 (b29)' 线性 连续 , 具有 标准 核 , 即 TE SK(r). 如 条 MT Mo，E 
WBP, Ti e BMO, Ttb e BMO,; 那 么 TT 可 扩充 为 L? 有 界 的 算 子 . 

我 们 先 对 简单 情形 , 即 六 = bs = b, Tb = Tib = 0, 证 明定 理 , 然后 过 渡 到 一 般 的 
情形 . 

简单 情形 的 证 明 思 想 是 离散 化 , 即 我 们 希望 找到 L? 的 一 个 表现 得 很 像 标 准 正 
交 基 的 “ 基 函 数 族 ” [oj 使 得 具有 足够 好 性 质 的 f, 有 

f ~ Ff, Ai) oi (1) 


2 


la (> 人 oj (2) 


之 CC， Vl， 


其 中 级 数 展开 以 及 ( ， ) 的 意义 将 作 适 当 的 解释 . 这 样 , 算 子 了 在 这 组 “ 基 " 下 诱 . 


导出 一 个 矩阵 t+ = {(Tai, ay)}. 由 于 
Tf~ 2_(f Qi) To 


~ >_ > _(f， Ai) (T Qj, 07100， 
一 -2 C3 (Tai, Qj) (1, oa CI， 
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2 


Tl < (ee op 


证 明了 的 二 有 界 性 便 等 价 于 证 明 对 应 的 矩阵 算 子 t 是 2 有 界 的 , 即 证 明 


t : {(f,02)}i Oo (Sree | 


是 [2 有 界 的 . 为 此 , 有 现成 的 Schur 引 理 可 以 应 用 . 
引 理 (4.5) (Schur) 设 {ei,} 是 非 负 元 素 构 成 的 矩阵 , 如 果 存在 正 序列 {wi}, 使 


得 
supwi 2 (ea + Eji)wi < C， 
则 由 矩阵 {ei;} 定义 的 算 子 t 
t: (a;) = (b;), 0b; = 2 evo 
是 2 有 界 的 


证 明 事实 上 , 用 Cauchy 不 等 式 ， 


2 


2 过 一半， 去 生 

.2 一 2, ,3 | 

bj|” = 》 Ej Wi iyoi 
1 


< (Fe) [ee 
i i 
< Cw; 》 wj "eisloil, 
i 


> Pi < CD wr ecijojloi2sC2>》 oil? 


Schur 引 理 证 上 毕 . 

因此 , 为 了 证 明 7T(b) 定理 , 只 需 找 出 合适 的 “ 基 函 数 族 ”, 并 给 出 (Tai,a;) 相应 
的 估计 . 由 于 证 明 比 较 复杂 , 我 们 分 几 个 步骤 来 完成 ， 注 意 我 们 现在 考虑 的 是 六 = 
b2 二 5, T(5) = 0 二 Tt(b) 的 情形 . 

1. IL2(R") 的 离散 化 以 及 相应 的 投影 算 子 / 

我 们 首先 假定 有 R" 的 一 系列 剖 分 , 每 次 用 的 都 是 相同 大 小 的 “ 拟 二 进 方 体 ”( 准 
确 的 说 法 将 在 以 后 明确 ), 用 2 作 指 标 集 ， 对 每 个 Ke Z,R" 的 第 次 剖 分 的 全 体 
“ 拟 二 进 方 体 ” 集合 记 为 .7, 假设 {. 肥 } 是 鸟 梨 性 的 , 即 每 个 Te .有 是 一 些 .ji 1 中 
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“ 拟 方 体 ” 的 并 , 记 .和 = 品 . 艳 . 令 
= {feL :f= 0 VDe. 丰 } 
即 全 体 在 每 个 J; € .A 取 常 数值 的 L? 函数 构成 的 集合 . 显然 .到 C . 珠 41. 设 b 是 强 
仿 增 长 的 , 即 | 
bEeL™, /re 


我 们 引入 2(R") 到 .多 的 二 个 投影 算 子 (平均 算 子 ): 


>C>0, vie.y. 


Exrf (zr) = mh f(x )dz : XI;， 


jb Eg, 


T)dr :XL,, 
TERR > hh i 


其 中 xy 是 L 的 特征 函数 ,||。 = /;, 5(z)dz. 记 相 应 的 差 算 子 为 


Exf (x 


Akp = Ex — Erl, Ak= Ex— Er-l. 
假设 
lim |1|=o00, lim |1|=0, 
了 E.G 7 了 E.GZK 
天 一 一 Oo 大 一 十 co 
则 当 六 s 工 2 门 2 时 , 显然 还 有 
,lim Fr.f(7r) = 0, im Exrf (x) = f(7) 


在 a.e. 与 [2 意义 下 成 并 , 即 
= > Axrf (zx). 
k=— o00 


这 里 a.e. 收敛 基于 Lebesgue 积分 的 微分 定理 的 同样 理由 , 到 收敛 由 控制 收敛 得 到 ， 
这 都 是 IExf| < CMI 的 结果 , M 是 Hardy - Littlewood 极 大 函数 . 
记 


9)z) = | >, A | , 


太一 一 CO 


相应 于 {Ak}, 也 有 S(f)(z). 这 是 一 种 离散 的 面积 函数 (也 称 均 方 函数 ). 
引 理 (4.6) 存在 C1,C2 > 0. 使 得 


Cilfll2 < IS(F)l2 < C2llfll2. 
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证 明 注意 到 E 是 L? 的 压缩 范 数 算 子 , A4f 与 A1f 是 正 交 的 (上 尖 四 , 有 
N N N 加 N _ 
DSPar= /RAR = { DK YS Kfa 
M M M M 
= | Bf- Bildz < afl 


这 就 证 明了 第 二 个 不 等 式 . 设 fe L122, 则 


/ f9d7r| = 


/i > Af > Kigde 


fl = sup sup 
llgllz < 1 lgll2<1 
= sup /i DKK < < sup 3S(F)l2lS(g)l 
lelasa lelas1 
< cl5C) 


我 们 下 面 要 证 明 , 用 S(f) 代替 5S(f), 定理 的 结论 仍然 成 立 . 为 此 , 先 看 若干 简 
音 事 实 . 从 多 的 构造 与 天 的 定义 ， 不 难看 出 ，Ex 在 .上 有 定义 , 并 且 具 有 如 
下 简单 性 质 : 


0) 当 fe Ii,Vk, 有 
/ f(x)b(z)dz = / Er f(r)b(r)dr, VIe.n: 
(i) 对 f € Lioe,g & hk, 有 
Ex(f9) = Ex(f)y9; 


(ii) 对 fe Iii, 有 
Er(Em/f) 一 EkrAm}; 
其 中 大 入 mm = 二 min(k, m); 
(iv) 对 feLi.,k>m>l 有 
五 (EN 一 Enm)f 一 0; 


1 1 
(v ) 当 fe hoge hos +=0kmhm>l 有 


Ei(Apf :Amg:b) =0. 
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我 们 只 验证 (v), 其 余 的 留 给 读者 . 不 妨 设 上 > m. 这 时 每 个 Te .4 都 是 有._1 
中 一 些 J 的 并 , 而 在 每 个 J; 上 , Ag 是 常数 (因为 m < 一 1), 故 


~ 1 : 
B(Aif -Ang -blr = 1 ,ArfAmg bd 
了“ 


1 1 
一 Dh Axf .bdz = Wm ), Er_i(Axf) .bdr 
= 0, 
其 中 我 们 用 到 了 上 面 的 (2), (iv). 
引 理 (4.7) 存在 C1,C2 > 0, 使 得 
Cillfll2 < |S(f)l2 < C2 fil. 
证 明 先 证 第 二 个 不 等 号 , 由 于 


_ Er(bf) _ Ex-i(bf) 
Er(b) Exr_1(b) 
1 


Er(bf) x _ 记 _ 
OB Bt), 


Axf 


有 
Axfl? < COELCDAPIAR DE 上 AR 


对 bf e L* 用 引 理 (4.6), 得 到 
| svyar<c | 5 (Blo IA Ode + C1/ 
<C {SBA har + CI 
_ 07+ olf 
其 中 Ex = sup mn|. 我 们 来 估计 J. 


J = / oo 三 ReoP- 》， Ron dz 


m=k m 二 k 二 1 


-和 / > IAmn(OP (CBRL1(6))? — (BR(bf))?)dz 


K 一 一 co ?0 一 大 十 1 


| 
W 
一 
S 
证 


p (之 Oo- (0) dz. 
k=—00 m 二 kk 十 1 
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应 用 上 面 的 性 质 (i (因为 Ex 1(5f)? 一 Ex(bf)? e Fp41) 以 及 


Ek+1 ( > Am 人 中 - x+ > Am Al 
7 一 天 十 1 m=k 二 1 ) 
= Erri(lb — Ex(b)|) < Cllolls < Clloll?, < 


em 


7 < 0 | D(x4i (bp) (B67)) a 
k 
<oc { (Bl)dz <o fur))dr < CHAE, 


从 而 证 明了 定理 结论 中 的 第 二 个 不 等 式 . 第 一 个 不 等 号 的 证 明 完全 类 似 于 引 理 (4.6) 
第 二 部 分 的 证 明 , 只 需 注 意 到 5 e L%,b-1e€ L”%, 引 理 (4.7) 证 完 . 


2. 拟 正 交 基 对 的 构造 


共有 性 质 (1) 和 (2) 的 拟 正 交 基 是 存在 的 . ( 见 G. David 的 书 [D].) 但 如 将 它 改 
为 拟 正 交 基 对 , 则 可 以 叙述 得 更 简明 , 并 且 是 完全 构造 性 的 . 为 此 , 我 们 把 .zi 的 构 
造作 得 更 特殊 一 些 . 取 .及 为 边 长 为 1 的 二 进 方 体 构成 的 集合 . 将 每 个 Te 及 沿江 
轴 等 分 , 得 到 二 个 拟 二 进 方 体 , 记 其 全 体 为 有, 将 每 个 Te 有 沿 za 轴 等 分 为 二 个 
小 一 级 的 拟 二 进 方 体 , 记 其 全 体 为 .5. 等 到 沿 z。 轴 等 分 从 而 得 到 .%, 以 后 , 再 返回 
沿 zl 轴 等 分 每 个 Te .%, 得 到 .和 Hi, 如 此 延续 下 去 . 对 n < 0, 把 上 述 过 程 逆转 , 即 
依次 沿 坐 标 轴 方 回 , 将 .有 五 的 相 邻 两 个 拟 二 进 方 体 合 并 成 5_1 的 一 个 拟 二 进 方 体 ， 
这 样 得 到 的 .4,k & ZZ, 完全 满足 上 述 1 中 所 列 的 要 求 . 记 8 =U 吹 . 当 Te 时， 
如 = 2 一. 它 还 具有 较 二 进 方 体 更 方便 的 一 点 性 质 , 那 就 是 , VI e .用 


T= TV, ,fl € Ahr1. 


5| 理 (4.8) 设 和 如 上 构造 , 是 强 仿 增 长 的 函数 ， 则 存在 一 族 函 数 对 {ar， 
Br}rey, 满足 : 
(a) Q(T) = QAXn (7) + 2X12 (2) 
Br(7) = Bix (2) + PoxXx1, (7), 


其 中 aj, 68; 是 复数 , 满足 
ojl sis 
(b) 对 任意 fe 态 。 有 
Ar(f)= >》， 0 Br)bar， 


7 了 TE. 拓 1 
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其 是 ( (f,9) b= | f(z) g(x)b(z)dz; 
(c) far (zx)b dz =0, Bila) T=0, vie.s. 


证 明 方法 是 初等 的 , 任 取 Te .及 -= 五 UPnPe. 私 .计算 


1 1 
Asfli, =- 一 / pfdrxr, + / bf dzxr, 
le J |12le /7 


1 
-7 (/ ojdz+ 上 0) (X11 + XE) 
1 1 
加 D Fa 
( 庆 - 元 )/ b Faz 一 Th -| f = Xn 
1 1 
| 【( 陋 =- 而) 7 -二 人/ | 和 
(f, Br)ar 一 (QiXP， 十 C2XD ) (a bf dz 十 6, | ofdr ) 
71 /12 
一 (aa 人 bf dz + obo 人 pfdr ) 光石 


十 (om / bf dz 十 | pfdr ) XI2: 


比较 系数 知 , 如 果 选 择 aj, 6B; 满足 


1 1 
QB1 = 订 王 一方 ， 
“nl lh 
1 1 
aaa = 二 一方 -， 
le ll 
1 
Q102 = Qo01 一 ih 


则 (6) 的 结论 成 立 , 其 余 的 性 质 也 可 直接 验证 . 事实 上 , 上 述 方程 组 是 可 解 的 . 容易 


看 出 ， 
1 让- - 加 五 lp = lt 
(lr- Wh) T= 
D1 = pa >， 
2 = rnt 


便 是 一 组 解 , 由 。b 的 强 仿 增 长 性 , 知 |aj| 2 |1|-3,|6;| ~ |1|-3. 直接 计算 也 可 验证 
(c), 引 理 (4.8) 证 完 . 


85.4“ 72 有 界 性 判别 准则 一 一 了 (5) 定理 -339 

引 理 (4.9) 存在 到 (Rdz) 的 拟 标 准 正 交 基 对 {ay, Br}re.g. 即 满足 
f Iara ~ 1 / 6rl2adz ~ 1, 0 
/ ar(zjby(zjblzjdz =0, IA Ljewy, (4) 


并 且 对 任意 fe 世人 门 L1, 有 


f(z) = (Ff, Br)var, : (5) 
TES 
fa ~ (> 人 Pen) | (6) 


其 中 (5) 中 的 级 数 在 a.e. 与 [? 意义 下 收敛 


证 明 . 式 (3) 由 引 理 (4.8) 的 :(a) 推出 . 式 (4) 当 工 与 J 不 交 时 , 由 supp(a) 门 
supp B61 = 2 推 得 . 而 当 I、J 有 包含 关系 时 , 例如 TS J, 则 Bj 在 7 上 是 常数 . 这 
时 式 (4) 由 引 理 (4.8) 的 (c) 推 得 . 当 fe 世 门 L1 时 , 由 引 理 (4.8), 有 


f= _ Arf=>, >》 (Br)oar= > (f,Bi)var. 
k 


k IEAL1 IES 


根据 引 理 (4.7), 注意 到 


2 
ls 本 = {5 3 po a 
k 和 1 
-| 5 I(f, B71)ol larl?dz 
k IESL_1 


~ > f,Br)ol’ 》 


便 证 得 (5). 引 理 (4.9) 证 完 . 
把 (1) 和 (2) 两 步 证 明 的 思想 概括 证 明 一 下 , 就 是 先 找到 L? 的 一 串 离散 化 空间 
Pr: 
FC kr1) 门 :多 一 {0}, UZ = LL’. 
Ak 实际 上 是 [2 到 Wi 的 投影 , 其 中 Wi = .1410Zj 是 ZF 在 Fi,1 中 的 正 交 补 ， 


引 理 (4.8) 在 Wi 建立 了 一 组 拟 正 交 基 对 (对 测度 b(z)dz 而 言 ), 因而 它们 的 并 构成 
了 整个 [2 的 拟 正 交 基 对 . 实际 上 , 这 组 拟 正 交 基 对 是 Haar 系 的 一 种 修正 . 
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3. (了 T(ba7), By)。 的 估计 与 Schur 引 理 的 应 用 
注意 到 |b| 有 正 的 上 下 界 , 而 工 是 (298) 到 (2) 定义 的 . 已 知 MoTM。 弱 有 界 ， 
故 要 证 工 是 L? 有 界 的 , 自然 地 是 证 明 M。TM 是 L? 有 界 的 . 由 于 当 f 是 足够 好 时 
~》( 记 Btz)bary， 


MoTMof ~ b> (> _(T(bar), BI)o(f, BI)vay, 
J I 


根据 Schur 引 理 , 只 需 找 到 适当 的 {wrlres 使 得 


sup wr 2 (I T(bar), By) sl + I(T (bay), BNI)wy < oo. 
JES 


由 于 

(T(bay), Br)s = (07, T*(bB7))s, 
而 Tt 的 核 具 有 与 工 的 核 一 样 的 性 质 , ar 与 Bi 的 性 质 又 完全 类 似 ， 因此 两 项 的 合计 
是 完全 一 样 的 . 玫 只 \ 需 证 明 ， 对 wr = 11> -6 ,0<6 < 有 


by (7 (bor), onl- < on (7) 
JES | 


就 足够 了 . 为 书写 简单 , 记 
CTJ = |(T'(bar), B71)ol. 


这 里 需要 说 明 一 下 , 按照 对 工 的 假定 , 它 只 是 (59) 到 (5b9)' 的 线性 连续 算 子 ， 
但 我 们 现在 要 估计 的 却 是 (T(bar), 87)。, 其 中 ar, By 是 拟 二 进 方 体 特征 函数 的 有 
限 线 性 组 合 , 因此 这 里 发 生 如 何 理解 (T(bxj),xy)s 的 问题 , 先 看 TI 站 .IJ = @ 情形 . 
Vg € ,suppg CJ, 


T'(bg)(y) = 人 人 (zzjg(zjaz vy ET 
上 述 积分 在 普通 意义 下 存在 , 且 在 工 上 局 部 可 积 , 故 可 按 对 侦 
(T(bx7),g9)s = (x1, T" (bg))o, Ye 多 suppgC J 
来 理解 T(bx7)(z). 这 说 明 可 以 定义 
ro )= co Jo Vn #1 


当 了 ,J 有 了 严格 包含 关系 时 利用 T(5) = 0, 或 Ti(b) - = 0, 以 及 了 的 线性 , 可 以 将 对 
CrJ 的 估计 化 到 刚才 的 情形 . 当 了 = J 时 , G. David[D] 已 经 指出 对 (T(bxy),xr)s 的 
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伍 计 完全 可 以 利用 人 的 弱 有 界 假定 , 仿佛 原来 的 弱 有 界 假定 就 是 对 拟 方 体 的 特征 函 
数 而 不 是 对 9 中 函数 来 描述 似 的 . 总 之 , 尽管 了 原来 只 是 被 假定 为 59 到 (9)' 的 
线性 连续 算 子 , 当 我 们 遇 到 了 或 天 在 xi 上 的 作用 时 可 以 形式 上 把 xz 看 作 9 中 
函数 那样 对 待 . : 

我 们 先 号 出 两 个 一 般 性 的 估计 . 

引 理 (4.10) 和 2 | 则 


CI1|2+* 


iron 十 T6812) < S Fg 
其 中 zr 是 了 工 的 中 心 . 
证 了 明 由 az,Br 的 请 失 矩 性 质 以 及 标准 核 的 光滑 性 条 件 容 易 证 得 . 


引 理 (4.11) 设 I,JeF2,I 站 J]=9 [ 意 指 内 部 不 交 ) (1T) < C1(J), dist(1, 7) < 
CL(J), 其 中 1( 了 ) 表示 了 的 小 边 长 , C 是 依赖 于 维 数 的 常数 , 则 


dzrdy CLUJ) 
/ zy < Chlog TD 


证 明 不 妨 设 zr = 0, 记 p(z) = dist(z,7). 设 z= (zx1,… ,zn) eT,ye J, 则 有 
( 记 0) 为 了 的; 坐标 方向 边 长 ) 


/1 
CUD > ey > P(e) > mn (50D) -eal ). 
设 min 对 J=1 取 到 , 则 
dzrdy Cl(J) ~. 
hh me fs ga 


1 (7) 
nn—1 2 [J 
入 Cl | log CI) dx1 
0 /i 


CiL(J) 


< CTllog 一 0 


我 们 现在 分 几 种 情形 来 验证 不 等 式 (7). 
i) 当 |J|> |1,7 了 门 2T = 2 时 , 应 用 引 理 (4.10), 有 


Cry < CT|2+ /二 


Tintr 
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这 时 相应 于 不 等 式 (7) 的 和 为 


CI- «OC SY (2mlT)- 7 5 
> Crzlyl >" 2 i 
m= IJI= 2 
J 2I=% 
OO . 4 
SC 》、2 一 7 有 二 37 一 < CI-5. 
m=1 Iz—zr|>CUD) by 和 ZT| 


(i) 当 |J| > |7,J 门 2T 关 Cg 时 , 注意 , 在 这 种 情况 下 ,对 固定 m e Z1+, 满 
足 | 了 | = 2m|I| 的 7 的 个 数 被 仅 依 赖 于 维 数 的 常数 控制 . 这 时 分 两 种 情形 考虑 . 在 
I 门 了 = %, 用 引 理 (4.11), 则 


者 IT 门 7 关 %, 则 只 能 是 TS J 不 妨 设 J 二 刀 U 有 ,TC n, 则 
‘BI = PiXn+t+ Pax |BilS JJ 
因此 , 根据 Tt(b) = 0, 即 Ti(bxy) = -T° (bxys), 有 


(ar BIxn)ol = |(B1T" (bxn), a7)o 
=|— (BT (bxe), 07)o| = |(T (ba7), BIX Te)o 


oh, 
Jfz 门 27 2 


J 2|I1|-? 一 二 二 十 工 dz 
<C Bl dy 十 OI|J|I- 2317|3 
oh er oi | Em 
ny 
<C 一 一 9 
~ ( (9) 
由 于 I 站 J = %,l(T) < IDP) 且 dist(1, Jo) < 21(J2), 有 
(reap Box < C(O) os oD (0) 


组 合 (8),(9),(10), 相应 于 不 等 式 (7) 的 和 为 


》 CI gC m2™|1D)s 2 < Cl. 


(2) m=1 
(说 ) 当 |J| < Tl,7 门 2 = Cg 时 . 这 时 , IT 门 2] = %, 故 


Cry = |(T*(bB7), ar)o| < CTR2+# Tz |r — zy "7. 
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相应 于 不 等 式 (7) 的 和 为 
2 .Cr <C > TE f ZT|"+7 


(3) 17|=2-™|| 
"5 [2] 
_m{z TI 
<OV oms-5)|13-5 / A 
> zzrl2CUD | — Trtr 


< Gs 只 要 0 <5< 一 


(iv) 当 |J|<|Il,JN 站 m2T 关 @ 时 . 
这 时 J C 47, 记 6b(T) = bdIi UbdI, 其 中 bd7 表示 了 的 边界 , 我 们 来 证 明 


Cr < C 的 ) log yy 当 dist (£7,2(7)) < Cl(J7), (11) 


72+ 
“TSD 
先 证 (11). 如 果 7T 站 7 = 2 注意 到 此 时 1(]) < 1(7), dist( 刀 了) < 4 和 (了 ), 那么 (11) 
是 引 理 (4.11) 的 直接 推论 . 如 果 I 站 J %, 在 了 = J 的 情形 , (11) 等 价 于 说 


I(T'(bar), Br)e| 和 C， (13) 


这 实际 上 就 是 g = 0 的 情形 的 弱 有 界 性 . 弱 有 界 条 件 原来 要 求 支 于 了 的 函数 f,g 具 
有 光滑 性 , 现在 的 ar, Br 是 支 于 了 的 两 个 特征 函数 的 线性 组 合 , G. David[Pl 已 经 严 
格 论证 这 种 差别 是 非 本 质 的 . 由 于 叙述 过 于 繁琐 , 我 们 在 此 把 它 省 略 , 有 兴趣 的 读者 
可 以 参看 原文 . 在 许多 具体 情况 下 (例如 算 子 是 用 反对 称 核 的 主 值 积分 定义 ) 直接 验 
证 (13) 是 容易 的 . 

如 果 J 关 了 这 时 J CI. 设 T= Uk,ar = axn+a2xp,|ai| 久 1-z,J CH, 
则 由 引 理 (4.11), 有 


C1J < 当 dist(xj,6b(D)) > CUT). (12) 


I(T'(bazx1), Bo| < C (局 log 0 
应 用 T(b) = 0, 知 


(T(baixn), BI)ol = |—(T (boarxre), BI)e| 


= |(Tt(b67), rxis)e| = /. + 
N27 JIs—2J 
_ d 
<c (Tm ) + curs / -一 一 
| |z 一 ZJ| 疡 CLII) 一 ZJ| 


四 
<c( 呈 ? 
I 
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这 就 证 明了 (11). 
现在 考虑 dist(xJ,b(1)) 和 CL1(J) 的 情形 ， 这 时 仍 有 两 种 可 能 : 7 站 27 = 8 与 
JSGT( 取 CC 充分 大 ). 对 前 者 有 


(T(bay), 67) 三 | 人 (67 ar) 


d 
< C++ 二 17- / CC 
Iz—zJ|>dist(z. ,0(1)) £2J| 
< CIJI2+#|1|? /dist(z7,b(7))"; (14) 


对 后 者 ， 议 工 = 五 UDC 这 时 


(Tlbarzn), B17)b| = (Tt(687), QITIs)o| 
< corrlrs / er 


|zZ 一 ZJ 过 dist(7Z.J ;DT ) by i ZJ 7 


< CIJI2+#|1|? /dist(z7, 8(DD)7， 


对 azxz 的 估计 , 可 类 似 于 (14) 进行 . 这 证 明了 (12). 
注意 满足 |J|= 2-"|I, dist(z,， b( 了 ))< CL(J) 的 那些 J 的 数目 不 超过 C2™(1-*). 
故 不 等 式 (7) 左边 对 应 于 (11) 的 项 之 和 


> Cr < C > 2m(1-#) (2-—m|1|)3 -5(2—m)sm 
(4) m=0 


CP mm" -5) 13-5 < CTS-5, 
不 等 式 (7) 左边 对 应 于 (12) 的 项 之 和 
> Cr 


(5) 


dz 
mjriN1-6+ 工 | 7| 一 二 一 一 一 一 一 一 一 一 
< DA 2 “上 |) 了 3 J '| dist(7x,b(T))" + (7)" 


JC47 


> dr 
<C 2 (和 一) J 3 / NT 
二 AT dist(Z， pb(7))7 十 ( ™ 1(T))" 


把 最 后 的 积分 在 g* 个 大 小 与 五 (或 五 ) 相同 区 域 上 估计 , 其 中 每 个 被 形 如 下 面 的 量 
控制 (其 中 了 是 以 xz = 0 为 心 的 方 体 ) 


一 dazx 
> (0D) = le) + (2 RD 


1 < OlIN-#, r<l, 
< 


Cll log2¥ < Cmll| ，7 一 1 
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结果 得 到 
>》 Or,ylJ -5 < O12. 
(5) 
这 样 我 们 就 证 明了 不 等 式 (7). 从 而 在 b1 = bz = 5b, T(5) = Ti(b) = 0 的 简单 情 
形 证 明了 7( 定理 . 
最 后 考虑 T(b1) = Bi1，Tt(b2) = B。，B; ee BMO，; = 1,2 的 一 般 情形 ， 设 
{a8 ,B88)}r 是 2(R") 的 适应 于 b; 的 拟 正 交 基 对 , ; = 1,2, 则 对 fe L2, 我 们 有 展 
开 


bif ~ 2 bor 0), f)6,, 
T(bif) ~ “20 2 By, T(biat)))sa (80), fa. 


故 了 的 L? 有 界 性 便 等 价 于 矩阵 算 子 + (由 矩阵 {(62,T(0 .a 四 ))s,}y 生成 ) 的 7 
有 界 性 , 相应 的 Schur 估计 是 


2 二 工 
》 {89), T(b1a0)))s,| + (B®, T(biad)))o,|} 7 < C173-5, vy. 
J 


由 于 每 个 Qa} (y) 关于 测度 bi(y)dy, 以 及 每 个 8 外 (zx) 关于 测度 bs(z)dz 的 消失 和 矩 性 
质 , 如 果 了 T(b1) = 0 = Tt(bo), 则 前 述 讨论 便 可 照搬 到 一 般 b1, bs 不 必 相 等 的 情形 , 因 
此 我 们 的 任务 是 希望 将 T(b1) = B1, T'(bz) = B2, B; e BMO, j = 1,2 的 一 般 情形 化 
到 了 (0) = 0 = Tt(b) 的 情形 . 
85.3 的 2 中 介绍 过 的 仿 积 Is 是 一 个 C2ZO, 且 满 足 He(D) = IT(D = 0, 它 在 
T(1) 定理 的 证 明 中 , 可 把 证 明 归 结 为 T(1) = Tt(1) = 0 的 简单 情形 , 但 用 于 T(5b) 定 
理 , 不 好 验证 核 的 光滑 性 条 件 , 故我 们 根据 上 面 关 于 基 的 构造 ， 引入 离散 型 的 仿 积 算 
子 , 以 达到 我 们 的 目的 . 令 


-VV ACO (BI ED (bf), i=1,2, d=3-i. (15) 
kK=—o0 
其 中 Et*, Al 分 别 是 关于 函数 b; 定义 的 平均 算 子 与 差 算 子 , 我 们 来 证 明 : 
(1) Sp;(bi) = Bi, SB, (bi) = 0,，i= 1,2; 
(i) 当 ie BMO 时 , So, 是 L? 有 界 的 ; 
(ii) 当 B; e BMO 时 , So 的 核 满 足 相 应 的 条 件 . 
如 这 三 所 都 得 到 证 明 , 那么 考虑 


R=T- 5p, 一 3， 
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则 R 的 核 具有 标准 核 的 性 质 , 满足 R(b1) = Ri(bs) = 0, 且 MoRAMo， 是 绊 有 界 的 . 
由 已 证 明 的 简单 情形 , 知 R 可 延 拓 为 L? 有 界 的 算 子 . 从 而 = R+ Sp 十 3 也 可 
延 拓 为 L? 有 界 的 算 子 , 这 就 完成 了 T(b) 定理 的 最 后 证 明 . 

现在 我 们 来 证 明 这 里 的 (i)、(ii)、(Giii). 

首先 证 明 (ii). 证 明 分 两 步 . 第 一 步 要 证 


十 co 。 。/ 
lsa OB 人 并 TBTDPIAPUDPar (16) 


事实 上 , 记 gp_1 = BY (071f). 显然 gs_1 € Zi_1. 此 时 


十 co 
Sg.(f)= > Ah (Bi)gp-1. 


大 一 一 Co 
当天 > 兰 叹 十 1 时 , 根据 x 的 性 质 (ii),(ii),(iv), 有 
丽 E)(A 人 1(B)gk-1) = ES) (EC IAC (Pi)gk-1)]) 
= EC) (EW) [A (Bi)]gs-1) = 0. 


因此 z 
El )( -Da AK (Bi)ge-1) 一 >》， A )(Bi)gk-1. 
避 —1 
AG)(Sgf) = > 一》 = AG)(Bi)ge1. 


这 便 得 到 了 (16). 下 一 步 是 重复 引 理 (4.7) 后 面部 分 的 证 明 , (请 读者 留意 其 中 的 一 
所 小 区 别 ), 便 得 到 (16) 之 右 端 被 fll3 控制 , 从 而 (区 的 结论 得 证 . 
现在 来 证 明 (ii), 不 难看 出 ,5e, 的 核 是 


Ka- 5 5 op 人 /aa WD 
一 一 co TE. 由 1 I 
其 中 6;,b; 是 给 定 的 BMO 函数 与 强 仿 增 长 函数 ， {oY, (WIeyg 是 相对 b; 按照 前 面 
的 构造 所 得 到 L2(R") 的 拟 正 交 基 对 , i = 1,2. 对 xz 关 vy, 在 (17) 中 ,使 Ko 和 0 的 
rz,y 必须 属于 同一 个 Te .FH_1， 由 于 此 时 lz -yl < C2-%-D, 故 这 里 的 有 上 界 . 
记 kz 为 这 些 k 中 的 最 大 者 , I 为 包含 z,y 的 那个 .Gi 中 的 拟 二 进 方 体 , 则 
kz,y 


pg 和 ce > ei)? -ii pf (Vbi(y) * (Bily) 一 (pm dy 


ks, 
< CB: >, lr-il ! & C2 < Cr— yl ". 


天 一 一 Co 
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Ka, 并 不 满足 标准 核 的 光滑 性 条 件 . 但 我 们 需要 用 到 这 条 件 的 地 方 , 只 是 为 了 建立 当 
rt ¢2J 时 
Tb109)) (2) + TE(b2B8® )(z)| < CNIS+E|z 一 rn 


而 现在 我 们 甚至 可 以 得 到 更 强 的 结果 


Sa (Diay )(zj| 二 158 (biad’)(z)| =0 当 z G27; (18) 
Sp (baBY )(z)| + 15 (5260)(z)| =0 当 z G27 (19) 
事实 上 ， | 
. -1 ， 
Sp (biay))(z) = > oe) ( | pndy ) / bia dy 


只 有 当 了 TS J 时， 分 本 个 为 0. 故 当 xz 4 2J 时 , x 4 27, 此 时 所 有 的 af2(z) = 0, 同 
时 
一 1 

,(b oy )( p aa 可 x (1) d ， 

1Qy’ )(y) = > dx (G2, BY )o, (f way) Xr(y) 
其 中 右边 第 一 个 积分 仅 当 了 = J 时 不 为 0, 这 可 以 从 af) 关于 bdz 的 消失 和 矩 推出 ， 
故 当 y 4 2J 时 , y 4 27, 此 时 所 有 的 xr(y) = 0, 这 就 证 明了 (18). 同 理 可 证 (19). 从 
而 实际 上 证 得 了 (iii). 

最 后 证 明 (i), 粗略 地 看 这 是 显然 的 , 这 因 BE (1) = 1, 同时 Ak 是 恒 等 算 


子 , 以 及 bi (T)at )(z) 的 积分 为 0。 但 因 我 们 只 证 明了 DA 是 [2 上 的 恒 等 算 


子 , 所 以 我 们 还 需要 作 点 解释 . 从 整个 证 明 的 需要 来 看 , 我 们 只 需要 对 i = 1,2 定义 
Sai(bi) (以 及 96 (bz)) 在 函数 集合 fbzB6 Tcz (以 及 {bual reg) 上 的 作用 , 并 且 
证 明 Sp,(b;) 的 作用 同 6 的 作用 一 样 , 55 (bz ) 的 作用 为 0 (这 种 作用 识 是 函数 科 积 
的 积分 ). 而 这 是 容易 的 , 只 需 自然 地 定义 Sp.(bi) (以 及 55 (bw)) 在 byBW) (以 及 在 
byaW )) 上 的 作用 为 级 数 的 有 限 项 的 和 的 极限 , 即 设 {本 } 是 活 的 有 限 子 集 的 满足 
U 万 = .7 的 任意 递增 序列 , 定义 


| Sa.(0) (a)bv (a)a¥ (a)a 
= Jim, 5 | ba) (a)of) (2)(8, Bi)brdz, 


~ er, 
人 5% (bz)(z)bir(z)ag )(z)dz 
= lim Qt ) T)dT 1 i a ) . 
= ps, 3 fb lade(OF, Biull {bla (Wa 
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前 者 的 确 为 (66 7, 6i)w， 后 者 的 确 为 0, 这 便 给 出 了 满足 要 求 的 定义 , 完成 了 (i) 的 证 
明 . 

至 此 , T(b) 定理 全 部 证 完 . 

作为 T(1) 定理 和 了 T(b) 定理 的 应 用 , 我 们 来 验证 85.3 遗留 下 来 的 几 个 算 子 的 天 
有 界 性 . 

首先 看 Caldergn 的 交换 子 : 

1/® /Az)- A fy) 
Cm(f) -pv (eA) ry 

当 4' e L%(R) 时 , 它 的 核 满足 标准 估计 (> = 1). 这 核 是 反对 称 的 , 故 Cn es WBP. 
为 证 C， 的 L? 有 界 性 , 根据 T(1) 定理 , 只 需 证 明 T(1) e BMO ( 核 的 反对 称 性 推 
出 Tt(1) e BMO). 我 们 通过 归纳 法 来 证 明 . 当 m = 0 时 , Co 是 Hilbert 变换 . 因此 
Co : L% 一 BMO. 考虑 C1(1). 为 简单 起 见 , 我 们 用 x[_;y,j 来 逼近 1. 为 看 Ci(X[- 7 让 ) 
的 极限 , 我 们 可 以 减 去 一 个 常数 


A(y) 
Yj 三 一 / —s— dy, 
1& lyl<7T Y 


7 4(z) — 4(9y) 4(y) 
| (7 — Y)” w+ | y3 oY 


用 分 部 积分 ， 


-| 和 = 人 | +:/ A Wg 
LT—Y 一 7 -7 火 一 4 
-2 -0 Sy 
y 1-; y 1 Jiglygi; Y 


4z) 740) A(z)  zA(-)) 
T—j jz-j) T+ jr+D) 
_ ?A'(y) A 

+4(1) + A(-)) + +t) Wy, 
令 j 一 +oo, 等 式 右边 前 四 项 的 极限 为 0, 最 后 两 项 的 极限 , 按 Hilbert 变换 在 4 上 
作用 的 意义 , 其 值 正 好 是 Co(4). 故 C1(1) = Co(4') e BMO. 这 样 我 们 就 证 明了 
cc C20O, 从 而 Ci : L> 一 BMO 有 界 . 用 归纳 法 便 可 结束 定理 (3.4) 的 证 明 . 

下 面 我 们 看 Lipschitz 曲线 z = xz 十 i4(z)(A' es L%) 上 的 Cauchy 积分 算 子 


1 /+*™ f(y)dy 
CA 人 = pv /. FiAG) AY) 


显然 , 核 满足 标准 估计 ， 是 反对 称 的 ， 因 此 要 证 C4 是 L? 有 界 的 , 用 T(b) 定理 ， 
只 需 取 b(z) = 1+i4'(zx)， 显然 Re b(x) = 1 > 0, 即 。b 是 增长 的 . 剩 下 来 是 验证 
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Ca(b) Ee BMO. 不 妨 设 4(0) = 0, 取 


四 b(y) 
7 hos, y + iA(Y) oy 
则 
/ dy 
jy (TY+iA(z) -AY)) 


Z 十 ?4(z) 一 (十 14(7)) 
j + iA(7) 


+ log 


z 二 i4(z) 十 7 一 24( 一 作 1 — iA(1) 
jiA(-)) + oe || 
令 7 一 +00, 其 极限 为 常数 , 在 BMO 空间 它 等 价 于 0. 由 核 的 反对 称 性 知 Ct (1) = 0. 
根据 了 (b 定理 , 知 C4 是 L? 有 界 的 , 从 而 Ca e C2ZO. 这 就 完成 了 定理 (3.5) 的 证 
明 . 
最 后 我 们 看 弦 弧 曲线 工 :z= z(s) 上 的 Cauchy 积分 算 子 


1/™® f(t) 
Crf(s) =pv i 了 本 二 了 人 于 


由 弦 弧 曲线 的 定义 知 , 核 满 足 标准 核 的 条 件 , 且 是 反对 称 的 , 取 5(t) = z(t), 则 弦 弧 


曲线 的 条 件 保证 b 是 强 仿 增 长 的 . 类 似 上 面 的 证 明 . 可 知 Cr(b) = 0, 由 T(b) 定理 知 
Cr 是 L? 有 界 的 , 从 而 为 Calder6n - Zygmund 算 子 , 这 就 完成 了 定理 (3.6) 的 证 明 . 


= — log 
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1. 设 线性 算 子 了 与 平移 可 交换 , 即 

7T7 二 TiT, 其 中 74f(-) = f(:--h), 且 TT 是 L% 到 BMO 有 界 的 , 证 明 它 是 
BMO 到 BMO 有 界 的 . 

提示 : 用 BMO 的 Fefferman - Stein 分 解 . 

2. 设 TeC2O(7), 若 T*(1) =0, 则 工 是 硬 到 有 界 的 . 车 TT(1) = 0, 则 工 
是 BMO 到 BMO 有 界 的 . 

3. 设 了 : 9 一 9' 线性 连续 , 其 分 布 核 K(x,y) 在 Q = R" x R"\{z =y} 满足 下 
列 条 件 : K 是 0 上 NN 阶 连 续 可 微 函 数 , 其 中 N 是 非 负 整 数 , 0 <r < 1, 上 且 


OeK(z,Y)| + lOrK(x,Y)| < Clz— yl "ll, voOglalgN, 
lO K(x,y) — OK(z,y) < Cly— yh ry "7, 
vilal= N, |z—y>2ly—Y|， 
lO K(x,y) — O09 K(x',Y)| < Cr -rr my "NT", 
Vial=N, lz—y|> 2|z— 7. 
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如 果 了 可 延 拓 为 L? 有 界 算 子 , 那么 卫 : 及, 一 L? 有 界 , 其 中 二 <p<<1. 如 


果 进 一 步 还 有 T*(x*) = 0, 则 工 : Hp 一 Hp。 有 界 , 其 中 <p < 1. (参见 邓 
一 韩 IP 可. 
4. 设 TT: 9 一 9' 线性 连续 , 其 分 布 核 在 9 上 满足 


n 
nN 二 入 十 7 


/ IK(z,) ~ Kw,y dr < ©, 
|z—y|>2|y—vy'| 
/ IK(x,y) — K(x',y)ldr < C 
|z—y|>2|z2—z1| 
且 对 任意 fe€ 2， 


TD=lm/ K(f (ydy ae 


< 一 0 J|r—yl>e 
并 且 了 T 可 延 拓 为 2 有 界 算 子 , 则 人 是 弱 (1,1) 型 与 (p,p) 型, 1 < p < +oo， 
5. 车 Te C2O, 则 存在 可 测 正 值 函数 列 ej(z), 满足 


lim esj(z) =0 
lim ei(7) =0, 


又 存在 函数 m(z) e L%, 使 得 对 任意 fe L?, 有 


TI) = mo + ln, fo Kl)dy, ae， 


j=+o0 


其 中 极限 按 意义 也 是 成 并 的 . 
这 结果 补充 了 定理 (2.4), 从 另 一 角度 说 明 C2Z0O 与 用 主 值 定义 的 奇异 积分 的 关 


lim K(x,y)dy 存在 . 


< 一 Jeglz-yl<l 


但 结果 是 用 了 序列 si(z) 一 0 代替 < 一 0, 可 参见 Y. Meyer 的 书 [MI]. 
6. 考虑 仿 积 的 下 述 变形 (Pi, Qi 的 意义 如 通 第 ): 


_ +o0 
i = QW) RD. 


证 明 当 be BMO 时 , Tb e C20O. 参见 Coifman - Meyer[CMH 
7. 对 上 题 中 的 已, Qi, 我 们 可 用 非 卷 积 算 子 代替 . 称 算 子 族 {PB}t>o 为 < 算 子 族 ， 
如 果 已 (f) 由 核 已 (x,y) 定义 , 即 


P(f)(z) = / Pi(z,y)f (dy, 
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而 P(r,y) 满足 

tt 
tnte 十 |z _ yn2+e 
IP(x,Yy) P(x', y)| 十 |P(y, 7) P.(y, 7’) 


_ 一 2 te 当 > 2| / 
ttlz-y/) trtet+lz — yte’ zy 22 -7|. 


设 算 子 族 忆 , Qi 为 < 算 子 族 , 且 Qi(1) = Q*(1) = 0, PB(1) = 1,b€ BMO, 则 下 述 推 
广 的 II, ECZLO: 


十 co 
和 人 = 人 QB) 
0 
提示 : 其 L? 有 界 性 可 以 考虑 用 T(b) 定理 证 明 . 这 个 结果 属于 邓 东 举 一 韩 永生 
( 见 [IDH1]). 
8. 证 明 题 6 中 的 Is 是 紧 算 子 当 且 仅 当 be VMO, 即 be BMO, 且 满 足 


1 
lim — — =0. 
dm, A maofldrz=0 


9. Calder6n 交换 子 Cn 是 L? 有 界 的 , 只 要 4' e Zece ( 见 定理 (3.4)). 关于 Cn 
的 [2 到 L2 的 算 子 模 估 计 , 容易 证 明 : 存在 常数 C > 0, 使 得 


Cmll 2,02) 和 CC 14 
1982 年 , Coinfman - McIntosh - MeyerlCMM 证 明了 
Cmller2,r2) < C(1 + m NANS. 


最 好 的 估计 是 由 M. Christ 与 J. - 工 . Journé 于 1987 年 得 到 的 : 对 任意 的 < > 0, 存 
在 C。, 使 得 
Cloza ra < Ce(l + 4 于. 

10. 天 于 Lipschitz 曲线 z = z +i4(z) 上 的 Cauchy 积分 C4 的 L? 到 [2 的 算 
子 模 估 计 的 结果 是 

Callez,r2) < C(1 + A'loo)?. 

这 一 结果 属于 TIT. Murai. G. David 证 明了 这 是 最 好 可 能 的 估计 . 

11. 设 B86€ C™%, Ah’'e L™”%, 证 明 算 子 

_ fo/ 4) AYN FO) 
“一 了 /人 Z 一 Y sg 

是 L? 有 界 的 . 可 以 减弱 更 的 光滑 性 要 求 , 使 结果 仍然 成 立 . 但 最 低 的 光滑 性 要 求 是 
什么 至 今 仍 不 清楚 . 例如 当 B(x) = |z| 时 , 对 应 的 算 子 是 否 L? 有 界 , 就 是 一 个 尚未 
解决 的 问题 . z 
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12. 设 n>1 与 m1 是 两 个 整数 . 4 :Rn 一 RR" 是 Lipschitz 连续 函数 , 即 
|A(x) — A(y) le™ < Cz — ylle", 
而 请:R™ 一 RR 为 无 穷 次 可 微 的 奇 函 数 . 证 明 由 反对 称 核 
K(z,y) =F (2 = 1 


Z 一 4 z— yl™ 
定义 的 主 值 积分 定义 的 算 子 是 L? 有 界 的 . 见 MeyerlM . 
13. 设 Te C2ZO,T 联系 于 标准 核 K(x,y), 满足 K(x,y) = 一 K(y,7), 4 € L®, 
证 明 


TV =pv Klas f(y)dy 
是 [2 有 界 的 , 见 G. David[lPl. 
14. 证 明 算 子 
+oo A(x 
TN) = pv 工人 人 各 dy 


是 [2(R) 有 界 , 当 且 仅 当 4e BMO. 注意 : 这 里 的 了 实际 上 是 Ma 与 Hilbert 变换 
的 交换 子 : T = [Ma, HI]. 
15. 设 o :了 nx 了 no € O713(R"7 x 民 "), 且 满 足 
Ee D7 Oso, 9 < Cap + |éD) a 
对 a,B EN",|al < n+2,|B| < inf(1,|al) 成 立 , 则 以 o(x,é) 为 符号 的 算 子 


~ 


rz Dj = | eolr, fed 
是 Calder6n - Zygmund 算 子 . 


注 这 样 定 义 的 算 子 是 经 典 伪 微 分 算 子 S91. 这 结果 表明 : 经 典 伪 微分 算 子 5S? 
是 CZO. 参见 Journé 的 书 [Joul. 


16. 作为 15 的 一 个 推论 是 : 设 o : R" 一 R,c e C7?13(R7?\{0}), 且 满 足 


二 < Ca|5 ", < 2 
十 vsculer*，valsn+ 


则 由 
rDJO = | rol fle) 


定义 的 算 子 o(D) 是 卷 积 型 的 Calder6n - Zygmund 算 子 . 
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17. 存在 工 :9 一 9 的 线性 连续 算 子 . 其 分 布 核 满足 标准 估计 , 且 是 反对 称 的 ， 
但 了 不 能 延 拓 为 L? 有 界 的 算 子 . 参见 Meyer 的 书 [IM]. 

18. 证 明 ez 不 是 强 仿 增长 的 函数 . 

19. 充 了 是 弱 有 界 的 , 其 核 满足 条 件 


IK(z,W)| < Clz— yl ". 


则 对 任意 m > 0, 存在 常数 C, 使 对 任意 方 体 Q,f,g e ,suppf Cc Q,suppg C QO, 有 
(Tf,g9)| < CIQI + fly lol;, 
其 中 
f(x) — f(y)| 
Iz—y? 
这 结果 表明 , 可 以 把 弱 有 界 的 定义 推广 到 g 为 非 整数 的 情形 , 参见 [DJS]. 
名 20. 称 : BR" 一 CC 为 仿 增 长 (para - accretive), 如 果 存 在 C > 0, 使 对 任意 方 体 
以 存在 子 方 体 TC Q, 使 得 | 中 > 5|Q|,5 > 0 是 固定 常数 , 并 且 


高 / b(z)dz 


下 面 的 结果 表明 : 为 保证 T(5) 定理 成 立 , 仿 增长 性 是 必要 的 . 设 ,bs 是 复 值 函数 ， 
如 果 六 或 bs 不 是 仿 增 长 的 , 则 存在 线性 算 子 7, 它 联 系 着 标准 核 , 使 得 

(i) Tb1 € L™, 

(i) Tb € L™®, 

(ii) Mo。 TM。, 弱 有 界 ， 
但 工 不 是 L? 有 界 的 . 这 结果 属于 Han - SawyerlHS]. 在 b: = bs 的 情形 , 上 述 结果 
是 由 David - Journk - SemmesLD"5 证 明 的 . 

21. 在 了 T(b) 定理 中 , 核 的 大 小 条 件 实 际 上 是 不 必要 的 , 也 就 是 说 , 如 果 算 子 工 联 
系 于 核 K, KK 满足 : 


Wal 一 SUb 


过 性 


IK(z,y) — EK(r,y) + |K(y, 2) — K(y, 7)| 
<Cly-yllz-y "", 
只 要 |z 一 y| > 2ly 一 y |, Ms,TM。, 是 弱 有 界 的 , 其 中 b1, bo 仿 增 长 , 则 K 满足 
长 (9 < Clir— yl ". 
参见 Han - Sawyer[HS]. 
22. T(b) 定理 中 核 的 光滑 条 件 能 减弱 到 什么 程度 , 是 一 个 很 有 意义 的 问题 . 到 目 
前 为 止 的 最 好 结果 如 下 , 它 属于 韩 永生 . 我们 说 核 K 满足 条 件 (4), 如 果 wh) < 
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+oo, 其 中 


w(k)= Sup {/ IK(T+u,Yy+v) — K(Y,y)ldr 
7>0 |[z—y| 之 2*7 
lul+tlvlsr 


+ Ket wy to Keo) \ 
|z—y|>2°r 


设 b1,bs 是 仿 增 长 的 , 工 : 0107 一 (ba07?)' (对 任意 m7 > 0), 了 联系 于 核 K, 满足 (4) 
以 及 
Tosbo9) = ff g(a(a) (es) or (f(y) drdy, 


Vf,g € C9,suppf (|supp9 = %, 则 工 是 L? 有 界 的 充 要 条 件 是 Tb1 € BMO,Ttb> < 
BMO, Mo。,TMo,。 是 弱 有 界 的 . 其 中 


C9 = {f :了 紧 文 , |f(zx) 一 f(W| SCIz 一 外 小 


条 件 (4) 是 否 还 可 减弱 , 仍 是 一 个 未 解决 的 问题 . 
23. 考虑 如 下 振荡 奇异 积分 算 子 


Tf(z) = pv. 人 PEDK(z Wf) dy 


其 中 为 C-2 核 , PP 为 多 项 式 . 由 于 P(x,y) 的 出 现 , 它 不 能 简单 地 归 入 C2ZO 类 . 
这 类 算 子 首先 由 F. Ricci, E. Stein 讨论 , 他 们 在 K(x) = QZ Q(z ) eCi(5%,_1) 的 


bl 
条 件 下 建立 了 了 的 L? 有 界 性 结果 . 陆 善 镇 一 张 严 [53 给 出 了 这 类 算 子 L? 有 界 的 简 
易 判 别 准则 , 同时 将 Ricci - Stein 的 上 述 结果 中 的 条 件 减 弱 为 Q(z) € L3(5%_1),1 < 


q < 十 oo, 


注 记 


经 典 奇异 积分 算 子 的 开创 性 工作 是 由 A. P. Calderon 与 A. Zygmund 于 1952 年 开始 的 , 见 
[CZ1]. 这 方面 的 最 好 参考 书 是 E. M. Stein 以 及 他 与 G. Weiss 合作 写 的 书 [St2][SW2], 这 是 第 
一 代 奇 异 积分 算 子 . 第 二 代 的 奇异 积分 算 子 是 伪 微 分 算 子 , 它 的 理论 是 由 J. Kohn, L. Nirenberg 
与 L. Hormander 等 人 于 60 一 70 年 代 建 立 起 来 的 , 有 关内 容 可 参看 Hormander[H62]. 本 章 介 
绍 的 Calder6n 一 Zygmund 算 子 的 概念 , 是 R. Coifman 与 Y. Meyer 于 1978 年 引进 的 , 他 们 
还 建立 了 它 的 一 般 理 论 [CM1]. 在 此 以 前 , 几 个 典型 的 非 卷 积 算 子 的 研究 一 直 是 一 个 活跃 的 课题 . 
Caldero6n 一 阶 交 换 子 的 L? 有 界 性 是 A. P. Calder6n 于 1965 年 证 明 的 . 高 阶 交换 子 的 L* 有 
界 性 由 R. Coifman 与 Y. Meyer 于 1974 年 给 出 证 明 . 1977 年 , A. P. Calder6n 在 4。 小 
的 条 件 下 , 证 明了 Lipschitz 曲线 z = z + i4(z) 上 的 Cauchy 积分 算 子 是 L* 有 界 的 , 所 有 这 
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些 可 见 [C5], Calder6n 用 的 是 十 分 复杂 的 复 分 析 方法 . 后来, R. Coifman, A. McIntosh 与 Y. 
Meyer 于 1982 年 把 | 44|。 小 的 条 件 去 掉 , 在 一 般 的 条 件 下 (A' e L”) 证 明了 Lipschitz 曲线 
上 的 Cauchy 积分 算 子 的 L* 有 界 性 , 见 [CMMI]. 关于 Calder6n 一 Zygmund 算 子 这 一 时 期 理论 
的 一 本 好 的 参考 书 是 Journé 的 [Jou]. 仿 积 的 概念 是 J. Bony 引进 的 , 其 目的 是 用 于 非 线 性 方程 
的 线性 化 . Coifman 与 Meyer 从 调和 分 析 的 角度 对 它 进行 过 深入 的 研究 , 见 CM1. 7(1) 定理 是 
1982 年 由 G. David 与 J. JournkiD] 第 一 次 发 现 并 加 以 证 明 的 .他 们 通过 仿 积 , 把 一 般 情形 化 
归 为 TU) = 三 大 (1) = 0 的 简单 情形 , 而 对 简单 情形 则 是 通过 Cotlar - Knapp - Stein 拟 正 交 引 
理 证 明 的 . 1984 年 Coifman 与 Meyer 给 出 了 一 个 简化 的 证 明 . T(1) 定理 把 Calder6n 交换 子 的 
L” 有 和 界 性 归结 为 简单 的 分 部 积分 . 但 它 不 能 用 于 Lipschitz 曲线 上 的 Cauchy 积分 算 子 .1984 
年 , G, David, J. L. Journé 与 S. Semmeni5 证 明了 T(5) 定理 , 后 来 PH. Tchamitchian 用 小 
波 给 出 了 一 个 新 的 证 明 , 见 [IM]. 1988 年 , R. Coifman 与 S. Semmes 用 改进 的 Haar 基 , 给 出 了 
有 情形 T(1) 与 了 (oO 定理 的 一 个 比较 简明 的 证 明 , 见 [DJS]. G. David 在 南开 数学 所 的 讲义 中 
考虑 了 有 "情形 T(5) 定理 的 类 似 证 明 , 见 [D]. 本 章 应 用 更 简单 的 , 构造 性 的 方法 给 出 了 L2(R”) 
的 一 个 适应 于 给 定 b(z) 的 拟 正 交 基 对 ( 它 属于 龙 瑞 鹿 , 见 [Lo]), 进而 给 出 了 T(b) 定理 的 简化 证 
明 . 这 个 证 明 适 合 于 下” 上 Clifford 代数 值 算 子 的 T(b) 定理 , 从 而 使 Cauchy 积分 算 子 的 高 维 
推广 的 I 有 者 性 也 获得 简化 证 明 . Calderon - Zygmund 算 子 理论 促进 了 小 波 分 析 (Wavelets 
Analysis) 的 产生 . 反 过 来 ， 小 波 分 析 又 大 大 简化 了 Calder6n - Zygmund 算 子 理论 的 许多 处 理 . 
这 方面 最 好 的 参考 书 是 Y. Meyer 最 近 的 三 卷 本 著作 [M], 在 其 中 读者 可 以 找到 许多 Calder6n - 
Zygmund 算 子 在 偏 微 分 方程 和 非 线性 分 析 中 的 应 用 . S. Janson 与 J. Peetre 发 展 了 一 个 不 能 概 
括 在 Calder6n - Zygmund 纲领 里 的 新 领域 , 名 叫 仿 交换 子 理论 , 这 方面 情形 可 参见 彭 立 中 的 博 
士 论 文 [Pel. 
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前 面 讲述 过 的 Hardy - Littlewood 极 大 算 子 M 与 奇异 积分 算 子 了 都 是 L?(R") 
有 界 的 , 1 < p < oo. 一 个 自然 的 问题 是 , 对 什么 样 的 “ 权 函 数 ”w(z), M 或 工 仍 是 
LP(R",w(z)dr) 有 界 的 ? 也 就 是 说 , 对 什么 样 的 w(z), 有 加 权 模 不 等 式 (只 看 了) 


人 TF olor) < [ jr ee) 


对 1 < p< o% 成立 ”这 个 问题 于 20 世纪 70 年 代 由 B. Muckenhoupt 等 人 给 出 
了 完满 的 解答 . 这 时 w(z) 所 满足 的 条 件 就 称 为 4, 条 件 , 这 样 的 “ 权 函 数 ” 吏 称 为 
hs 权 函 数 (或 简称 4, 权 ).， 这 种 4 权 函 数 不 仅 是 刻画 极 大 算 子 与 奇异 积分 算 子 
加 权 模 不 等 式 的 合适 条 件 , 而 且 本 身 有 很 特殊 的 性 质 (例如 满足 反问 H6lder 不 等 式 ， 
w 及 4 性质 可 以 自我 改善 ), 还 与 其 他 一 些 概念 , 例如 极 大 函数 与 BMO 等 , 有 密 
切 的 联系 , 并 且 在 复 分 析 、 偏 微分 方程 中 有 重要 的 应 用 . 本章 主要 讲述 4A, 权 函 数 
的 性 质 , 以 及 建立 加 权 不 等 式 理论 中 最 早 也 是 最 重要 的 事实 , 即 对 4p 权 函 数 来 说 ， 
Hardy 一 Littlewood 极 大 函数 以 及 Calder6n 一 Zygmund 奇异 积分 算 子 的 加 权 模 不 等 
式 成 立 . 


86.1 4。 权 函数 


我 们 约定 , 如 果 w(z) € Li,_(R"),w(z) > 0, a.e. ZE R”, 那么 称 w(z) 为 R* 上 
的 权 函 数 . 

我 们 知道 , Hardy - Littlewood 极 大 函数 比较 简单 , 而 且 在 估计 奇异 积分 时 也 起 
着 重要 的 作用 , 因此 , 我 们 先 研究 ， 对 什么 样 的 权 函 数 w(x), Hardy - Littlewood 极 大 
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函数 的 加 权 模 不 等 式 成 立 . 说 得 更 准确 一 些 , 对 什么 样 的 w(x), 有 
| MI(f) (rlPw(z)dz < CP / f(r)lPw(z)dz (1) 
Rn R" 


对 1 <p< oo 成立? 当 p = 1 时, 上述 不 等 式 自然 应 该 用 弱 (1,1) 型 代替 . 问题 化 为 ， 
对 什么 梓 的 权 函 数 w(x), 有 


ofzsR :MU)G) > < F | wa)ar (2) 


成 立 ? 式 (1),(2) 中 C 是 不 依赖 于 f, 入 的 常数 . 
我 们 首先 找 出 满足 (2) 的 w 所 应 满足 的 必要 条 件 . 设 (2) 成 立 nc Qi Cos - 
Xai 为 Qi 的 特征 函数 , 其 中 Q1,Q2 都 是 方 体 . 如 果 z e Q2, 则 


1 1 Ga 
M(f)(2) = sup a iW > 可 人 XQ1(Y dy . 


12| 


因此 , 根据 (2) 有 


he he :M(f)(z)> 


Le 2 


加 上 (人 (Z)QD， 


应 用 Lebesgue 积分 的 可 微分 定理 , 知 


<C 


1 
0 人 0 大 Cuta 
对 几乎 处 处 ze &s 成 立 , 从 而 知 M(w)(x) < Aw(x), ae.z € RR". 
定义 (1.1) 设 vw 是 权 函 数 . 如 果 存 在 常数 C > 0, 使 得 
MUw)(zZ) < Cw(r), ae. TE R”, 


则 称 w 是 一 个 A1 权 函 数 , 记 为 we 41, 或 称 w 满足 4; 条 件 . 
下 面 的 定理 说 明 4; 条 件 对 于 (2) 来 说 也 是 充分 的 . 


定理 (1.2) 如 果 we Ai, 则 Hardy - Littlewood 极 大 算 子 M 是 由 Li(w(zx)dz7) 
到 弱 Zi(w(z)dz) 的 有 界 算 子 , 即 (2) 成 立 . 


为 证 明定 理 (1.2), 我 们 需要 下 面 的 引 理 . 
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引 理 (1.3) 设 w es 41, 则 测度 w(z)dz 满足 双 倍 条 件 , 即 存在 常数 C, 使 得 
w(28) < Cw(Q@) 对 任意 8 成 立 , 其 中 2@ 表示 与 8 同心 边 长 为 8 的 二 倍 的 方 体 ， 
= Jow(z)dz 是 @ 的 w 测度 (我 们 也 常常 记 为 |Q|w). 


证 明 由 训 e 41， 知 
局 oa <C oss_inf w(7z) 
对 任意 8 成 立 , 其 中 “ess inf” 表 示 本 性 下 确 界 ( 即 不 计 零 测度 集合 意义 下 ). 这 样 ， 
w(28) < Cl2Q| ess inf wz) < CI inf w(2) 
< c| ww(Z)dzZ = Cw(Q). 
Q 
这 了 束 证 明了 3 引 理 . 
引 理 (1.4) 如 果 we 41, 则 存在 常数 C, 使 得 
M(f)(x) < CM (f)(7), 


其 中 
Ma)(z) = sup 0 | f(z) hw (waz 
是 对 测度 w(z)dz 而 言 的 Hardy - Littlewood 极 大 函数 . 
证 阴 由 Te Ail, 显然 有 


1 
EA: RE 人 red 
< esup zi0) [ (Why dy = CMo lf) (2). 


在 不 等 式 左边 取 sup, 便 得 引 理 的 结论 . 引 理 证 毕 . 
定理 (1.2) 的 证 了 明 ”回忆 第 三 章 用 Vitali 覆盖 定理 证 明 Hardy - Littlewood 极 
大 函数 的 弱 (1,1) 型 的 过 程 , 便 会 发 现 , 只 要 w(z)dz 满足 双 倍 条 件 ; 便 同样 地 可 以 推 
出 
wl{z eR : Mo(f)(s) > A < Tlflircetwan: 


再 用 引 理 (1.4), 便 知 


w{z ER :MO 门 (z) > A}) < wv({r € RY : My,(f)(7z) > cA}) 


C 
< 入 fle: (w(xz)dzr): 
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这 就 是 我 们 要 证 明 的 (2). 定理 证 毕 . 

至此, 我们 证 明了 , w e 41, 当 且 仅 当 H. - 工 . 极 大 函数 算 子 是 Li(wdx) 全 弱 
Li(wdzx) 有 界 的 . 

我 们 希望 把 类 似 的 讨论 推广 到 1 < p < o 的 情形 . 我 们 从 寻找 满足 (1) 式 的 久 
的 必要 条 件 入 手 . 设 (1) 成 立 , 则 对 任意 @ C R"， 


Mfxa)(z) > xa(z) 襄 | | flay = mallfl)xe. 
这 里 mo(|f|) 表示 | 用 在 Q 上 的 积分 平均 (我 们 也 常常 记 为 |flo). 因此 
1 ? » 
2 (bo) < {Mxe) ye) 
<O Pay(y )}dy 
< | fw(yay 
< C | fhP (wy) + edy, 
Q 
其 中 。 > 0, 取 f(x) = (w(x) ++e)- 下 r e Ll_(R"), 有 
ug) ( 充 / Cg+e ray) <c / (ug) + 6) -rtigy 
= 了 =- 二 dy 
人 (wy) + 6)-ardy 


故 
w(Q) 


一 二 
ey { 吝 / (wo(g 十 可 -天 dy) < 
令 ee 一 0, 由 Fatou 引 理 得 


Ls) he 


我 们 引入 下 面 的 定义 . 
定义 (1.5) 设 w(z) 是 权 函 数 , 1 < p < co, 如 果 存 在 常数 C, 使 得 (3) 对 一 切 


Q 成立 即 
sp (而 | oj) ( 击 | wl) dy) < 


则 称 w 为 一 个 4, 权 函 数 , 或 称 w 满足 4 条 件 , 记 为 we A 
前 面 定义 的 A1 条 件 正好 是 这 里 的 4 条件 当 p -1 的 极限 情形 . 这 是 由 于 当 


p 一 工时 ， 
] 1 ANP 一 
(证 / pat — ess sup 一， 
IO Jo Q 
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而 41 条 件 等 价 于 


癌 人 Wwdr <c ess nf w= C (ess sup oj . 
即 
避 人 (ZJ)dZ : ess Sup Ww ! <e. 

下 面 我 们 的 目的 是 要 证 明 , 条 件 we Ah,,1 < p< o%, 对 (1) 来 说 也 是 充分 的 ,为 
此 , 必须 对 4， 的 性 质 作 比较 深入 的 探讨 . 

我 们 先 列举 4 权 函 数 的 一 些 初等 性 质 . 

(a) 大 p1 <p2,l < pi <p2 <o%, 则 Ap, S 4. 

p1 关 1 时 , 包含 关系 可 从 H6lder 不 等 式 直接 推出 . pl = 1 时 , 这 是 由 于 


1 —— 1 pT _1 
一 一 Ww sr-idz <esssup w . 
IQ| Je Q 


另外 , 只 要 注意 到 |zx|* e 4,, 当 且 仅 当 -mm <a<n(p 一 1), 便 知 A, 和 4 
(b) 要 wEeAypl<p<%,0<a<l, 则 we Aopri_a. 


这 也 是 H6lder 不 等 式 的 直接 结果 . 此 外 , 注意 到 ap 十 1 一 a < p, 便 知 有 we? e Ay. 
(c) w € 4 当 且 仅 当 WwW- € 4 其 中 - 十 7 = 1. 这 可 由 定义 直接 得 到 . 


(d) 大 wi,w2 € Ap,p 之 1, 则 we? WwW “€ Ah,, 其 中 0<axgl. 
这 同样 是 H6lder 不 等 式 的 直接 推论 . 
(e) 阁 wi,w2€ Ai,p>1, 则 w= tl ? € A,. 


由 于 
0) (eg se 


(Le) (sseo) sc 


d 
a yA 


§6.2 ”有 反 向 H5lder 不 等 式 与 4。 条 件 


这 样 便 得 到 


(而 人 oj ( 商 人 eg 证) 8 


后 面 我 们 将 证 明 这 性 质 的 逆 也 成 立 , 即 对 任意 w € 4。 存在 分 解 w = wiwl-?， 
其 中 WwW]1, WwW» E 41. 


(f) 大 We 4 则 测度 w(7z)dz 满足 双 倍 条 件 . 


实际 上 , 我 们 还 可 以 证 明 更 加 一 般 的 命题 : 设 w e 4 则 如 果 fe L? (wdzx), 便 
有 feLl.(R",dz), 且 


部 上 fdy < 0 (二 人 Volt] @ 
事实 上 ， 


1 1 1 _1 
避 上 JW 四 = 癌 人 fF) hos (y)w (yady 


< ( 言 | rw) ( 襄 | wi way) ” 
< (而 LoPey ou “(ah ha) | 
-0 (mg | Jopreoe 


在 式 (4) 中 取 f = X3Q， 便 证 明了 w(z)dz 满足 双 倍 条 件 . 
(9) 设 1 2 € A,, 则 1 十 WwW2 E€ A,. 
事实 上 , 这 因 


可 /mw + Ww2 )dz (CAE Fd) 
< A jd) 


86.2 反 向 HOlder 不 等 式 与 A 条 件 
Ha6lder 不 等 式 的 一 种 特殊 情形 是 , 当 g > 1 时 , 有 


| f(Wlay < (可 人 feay) 


这 不 等 式 的 反 向 一 般 是 不 成 立 的 , 但 对 A, 权 函 数 来 说 , 却 有 这 种 反 向 的 不 等 式 成 立 . 
这 是 4 权 函 数 最 重要 的 特征 之 一 . 
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定理 (2.1) 若 we 4,,p>1， 则 存在 常数 c > 0,5 > 0, 使 得 对 任意 8 Cc R", 有 


1 145 1 (二 ) 
ah* Tc 可 人 ou . (1) 


为 证 明 此 定理 , 需要 下 面 的 引 理 . 
引 理 (2.2) 设 we 4， 则 对 任意 a(0 < a < 1), 存在 co < 1, 使 得 只 要 


I41/IQ| < w 就 有 由 < 。 对 一 切 可 测 集 4c @ 成 立 


证 明 由 于 |4| < alQ|, 有 M(xe\a)(z) >1-a 对 所 有 xz e Q 成 并 . 根据 86.1 

的 (4) 知 
M(xQ\a) (7) 和 cz Mu (XD\ a)? (7). 
因此 
wQ) < vl{r EER”: M(xo\a)(7)>1—a)) 
< wvw({r ER":M,(xo\a)(z) > cll — oa) )). 

再 由 w(x)dz 满足 双 倍 条 件 以 及 极 大 函数 Mu 的 弱 (1,1) 型 , 知 (下 面 常数 < 是 泛 指 
的 ) 


C cw(W\A) 
w(W) < 人 az 人 XQ\A(T)W(T) dr = TT oy’ 


= (0) — w(A)). 


显然 Ta > 1, 由 此 便 得 w(4) < cow(Q@), 其 中 co < 1. 引 理 证 毕 . 


定理 (2.1) 的 证 明 固定 Q, 对 ax = 2 oi lo wl y)dy 在 Q@ 内 进行 
Calderbn - Zygmund 分 解 , 其 中 是 任意 正 整 数 . 这 就 是 说 把 Q 等 分 成 27 个 
小 方 体 , 记 8' 为 其 中 的 一 个 , 如 果 
aih w(y)dy > Qp， 
我 们 就 保留 8', 否则 对 Q' 再 2" 等 分 并 重复 下 去 . 这 样 , 我 们 得 到 {Q4}, 满足 
. pl 1 
(i) 2 1 Jo w(Wady < oak wly)dy 
1 . n .on+DR lL 
2 he <2 LW 


] 
< 2 | w(y)dy, 
Q 


86.2 ”反问 H5lder 不 等 式 与 4。 条 件 -363 ， 


其 中 @y 表示 Q* 的 上 一 代 “ 母 方 体 ”. 
(i) 对 几乎 处 处 zs D& = Q\Di, Di = UQ 有 


w(z) < on = 2 | w(Wdy. 


由 分 解 的 程序 很 容易 看 出 , D1 c Dp. 由 于 所 有 的 方 体 都 是 由 逐次 27% 等 分 得 
到 的 , 因此 , 对 每 个 94+1, 一 定 存在 某 个 Gy 使 得 Qt+1 Cc Qh. 记 D' = GgnDn 
则 


1 1 
2 | < Df, 
a ,Wdy < Dr w(y)dy 
_ ez 1 
~ 加 [Qt| /es 


[Qe I | (ntDkon_l_ d 
< ID? a V0) y 


w(ydy 


因此 |D' < 5|Q4|. 对 i 求 并 , 得 到 |Dei| < 5Dsl, 由 引 理 (2.2), 知 存在 c< 1 使 
得 w(D') < cw(Q*). 对 i 求 和 得 到 w(Dk41) < cw(D), 从 而 
wDg41) < cw(Di) < < ctiwvy(Do). 


故 对 待定 的 5 >0 有 


| wit5(y)dy < / wits(y)dy 
Q D\Do 


Co 0 
1 
十 | w(y)dy2" +t Vt. ( 言 | w(y iy) 
Dik\ Dek+1 | Q y) 


< [ voy) Q\Do 
FY orerDsc ( 商 太 om)] wm 


1 人 ( )( )6 ,Kk 
nl1)(k1)o 
<c( 疝 / dy [Cix c ) 
由 于 ec <1 只 需 取 5 充分 小 便 有 


这 就 完成 了 定理 (2.1) 的 证 明 . 
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定理 (2.1) 的 证 明 的 关键 是 引 理 (2.2). 换 句 话说 , 只 要 ww 满足 引 理 (2.2) 结论 所 
刻画 的 性 质 , 则 w 就 满足 反 向 H6lder 不 等 式 . 下 面 的 定义 与 定理 , 将 把 4, 条 件 与 
反问 Holder 不 等 式 的 关系 完全 刻画 清楚 . 


定义 (2.3) 记 4 = U4, 即 we4- 当日 仅 当 存在 p,1 < p< 00,w € 4 
p>1 


定理 (2.4) 以 下 的 命题 都 是 等 价 的 : 
(a) w E 4-; 
(5b) 存在 与 9 无 关 的 常数 c> 0 与 6 > 0, 使 得 对 任意 可 测 集 巨 Cc Q, 都 有 


< 


(c) 存在 与 Q 无 关 的 常数 c > 0 与 6 > 0, 使 得 对 任意 可 测 集 Cc Q, 有 


和 <:(8) 


(d) 存在 与 Q 无 关 的 常数 w, 6 e (0,1), 使 得 对 任意 可 测 集 巨 C @, 只 要 局 a 
就 有 
w(O) <p; 
(e) 存在 与 Q 无 关 的 常数 a,6 e (0,1), 使 得 对 任意 可 测 集 互 c Q, 只 要 < 
a, 就 有 
| 可 | 
EE 


“(f) 存在 某 个 5 > 0,c > 0, 使 得 


1 1 二 5 
adh” var <e (Bu) ， VYV 方 体 Q. 


这 里 的 (d) 正 是 引 理 (2.2) 结论 所 刻画 的 性 质 . 定理 (2.4) 说 明 , 这 性 质 等 价 于 
反 向 H6lder 不 等 式 成 立 , 也 等 价 于 w 属于 某 个 4A,. 定理 (2.4) 中 的 (b), (0), (ad), (e) 
从 不 同 角 度 刻 画 了 A 中 的 w 与 Lebesgue 测度 的 某 种 “可 比较 性 ”. 

定理 (2.1) 实际 上 已 证 明了 (a) 全 (了 ). 为 证 明 (f) => (a), 需要 下 面 的 引 理 . 


引 理 (2.5) 如 果 w 满足 (f), 即 w 满足 反 同 Holder 不 等 式 , 则 w(z)dz 满足 双 
倍 条 件 , 即 存在 正常 数 ci 与 co, 使 得 


WwW(c1®) 和 cw (8). 


§6.2” 反 向 Ha5lder 不 等 式 与 A 条件 . 365 . 


证 了 明 取 瑟 CQ, 记 1+6=a 则 


Son 信人 全 < 汐 二 


w(E) 1|BN7 
WOJ SS (a) : 
取 严 为 与 Q 同心 的 子 方 体 , = QO\F, 且 满 足 c (局 ) "=, 并 记 Q=AF, 和 >1 


| 
则 和 仪 依赖 于 c 与 4 而 与 Q 无 关 , 且 


WF) _ w(E) < 工 
wAF) wQ) 2 


从 而 得 到 w(AP) < 2w(). 这 完成 了 引 理 的 证 明 . 
引 理 (2.6) 如 果 uw 满足 (f),1 十 6 = g, 则 wi = w-l e Ao(w(z)dr), 其 中 
1 


-+ 了 = 1, As(w(z)dz) 表示 在 4v 条 件 中 dz 用 测度 w(z)dz 代替 ， 


因此 


十 1 三 和 所 以 


CA (Le 
= zg) ( 0) (be) 
(9 一 1)9 
se 人 zy) (%@) ~-° 


引 理 证 毕 . 
现在 证 明 (f) => (a). 由 引 理 (2.6) 知 w-!1 e ho(wdx), 由 于 wdz 满 年 双 倍 条 件 ， 
于 是 w-! 满足 反 辐 Holder 不 等 式 (对 于 测度 wdz 而 言 , 其 证 明 完全 与 定理 (2.1) 的 


证 明 平 行 ), 即 
1 -2 IQ| 
5 可 大 wdr <e (3 ) 


1 /1p (如 ) 
可 儿 " Te um) 


这 等 价 于 we 4， 因为 1_p = -7 从 而 we 4 这 完成 了 ( 门 > (a) 的 证 明 . 


对 某 个 p > 1 成 立 , 故 
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定理 (2.1) 蕴含 (d) (月 . 现在 证 明 (f) = (d). 在 引 理 (2.5) 的 证 明 过 程 中 , 已 


得 到 
w(E) (BINY 
ol se(a) 
取 a 充分 小 ,0 < a < 1 使 得 ca = 68 < 1 则 对 巨 cC O, 只 要 由 < o 就 有 


IQ| 
2 < 9. 这 证 明了 (月 二 (4). 
现在 证 (d) 人 (e), 设 (qd) 成 立 ， 令 m- 1— 6B,Bo =1—a, 则 ao,Bo € (0,1). 车 
w(E) 
w(O) < CQ0， 则 
w(Q) — w QE) 


wa) < 


w(Q\E) 
w(@) 


OA\BE [ol 
二 一 ， 民 zz 9 
To 


> pb. 


由 (d) 知 


同类 似 的 方法 可 以 证 明 (e) 二 (4d) 
至 此 我 们 完成 了 (d) 全 (e) 全 (] 全 (a) 的 证 明 . 还 剩 下 (b) 全 (4) 与 (f) 全 (0 


的 证 明 . (5) > (qd) 与 (c) 入 (了) 的 证 明 是 一 样 的 , 并 且 是 简单 的 . 例如 看 (5) => (qd). 令 
1 | 可 BY /IN mac /ly 
= 3min(1,c?) 则 只 要 忆 c 89,]G| <% 台 有 < (a) ~ (5) 家 = (5) 


便 得 到 
w(E) 四 IN 
DSS (a) < (3 ) -7 
现在 证 (f) 坊 (co). 由 (有 ) 知 w-!1e ho(wdz), 其 中 g=1+56. 故 w-! 满足 反问 
Halder 不 等 式 


8§6.2” 反 向 Ha5lder 不 等 式 与 4。 条 件 . 367 . 


| 五 | =/ xedz— | XEWw lwdzr 
@ Q 


1 5 
, 1+57 1 十 57 
< (/ (ww 一 站) 六 wd) (/ xpwds ) 
C Q 


< cw(Q) Hw(Q) QI(w(E)) Hr 


剩 下 来 证 明 (d) => (0b), 为 此 需要 下 面 的 引 理 . 
引 理 (2.7) 车 0 < a<1,Bo Cc 8,|Eol < 元 I@|, 则 存在 互 不 重 登 的 方 体 {Q;}， 
使 得 Eo C Ei = UQ;, 并 且 对 每 个 7， 
QQ Bof |Qj py 
2 [Qj ~ 3) 
证 明 只 需 对 函数 xp 以 及 元 在 Q 作 Calder6n -~ Zygmund 分 解 , 便 得 到 
{Q@;}, 满足 
OQ 1 


1) 一 < 一 一 | xpdr<o, 
局 页 可 je， 


(ii) xp, (x) < a.e. 7 € QA\UQ;. 
J 
这 便 证 明了 引 理 . 
由 引 理 可 得 (在 (2) 中 对 j 求 和 ) 


CQ 
-一 | 五 | < | 五 0| < alBil. 
On 


回 到 (q) 全 (4) 的 证 明 . 设 Eo Cc Q. 如 果 总 > 则 


w( Eo) a 27 .27 /|EolN’ 
<1=- 亲 "和 < 所 (加 ) 


对 0 < 5 < 1 成立 设 加 < 总, 令 k> 1 为 正 整数 使 得 


QC\Etl |Eol CQ \K 
() < <(m) 
2" | 2" 
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由 引 理 (2.7) 知 存 在 {Qj;}), 使 得 Eo C El = Ue 且 


_IBneil 。 
Qj 
由 此 我 们 可 以 得 到 
w(Eof GD & Bw(Q;), w(Eo) < Bw(bi), (3) 
和 A (2) (4) 
IQ| al \27/ 


用 EE CQ 代 蔡 丁 再 用 一 次 引 理 (2. 7) 得 到 局 = Ue; 满足 (2),(3),(4) 的 类 似 ， 即 


< 5) 
w(Ei) < Bw( Eo2), (6) 
< (2) (7) 


重复 上 面 的 推理 , 便 得 到 Eo, 1,… ,Ek, 满足 


注意 大 十 1 > |log(|Eol/1Q|)| ,并 令 $= |log 人 | 最 后 得 
|log a/2"| 1 ol 


八 
wm 8 


全 此 , 定理 (2.4) 全 部 证 宛 . 


86.3 Hardy - Littlewood 极 大 函数 的 加 权 模 不 等 式 
现在 我 们 可 以 证 明 Hardy - Littlewood 极 大 函数 的 加 权 模 不 等 式 (1) 了 
定理 (3.1) 若 we hp,l1<p<o%, 则 ff 一 M(f) 是 L?(wdx) 上 的 有 和 界 算 子 . 
为 证 明 此 定理 , 需要 反 疝 Holder 不 等 式 的 一 个 推论 , 我 们 把 它 写 成 一 个 引 理 . 
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引 理 (3.2) 若 we A,,p > 1, 则 存在 e >0, 使 得 we Ah,。,p-e>1. 
证 明 对 w- 直 1 € Ap, 应 用 反 向 Hilder 不 等 式 , 有 


人 < 曾 hr) 


两 边 乘 以 (向 记 wdr) ,得 


a 
1 -i 
(HL) ) Se 

、 1 十 0 1 

注意 2 二。 = -关上 则 上 式 表明 we hs 由 于 5 > 0 有 11+ 


p— 


定理 (3.1) 的 证 明 记 


Ma (f)(7) = sup 70) | f (Ww (ydy 
在 86.1 的 (4) 中 , 我 们 证 明了 
M(f) < cs [Mo (|f 1°) (7)]?. 


如 朱 f € L?i(wdz),p1 > p, 则 fe Tic(wdz), |fl? € LP'/?(wdz). 利用 f — Mo(f) 
在 L?1/?(wdz) 的 有 界 性 , - > 1, 便 得 


人 [Mu( HP aodz < c|||f zsaypwaz) 一 of |f fiwazx. 


从 而 


M(f)fiwdz < | [了 dz. 
Rn Rn 


这 样 , 我 们 已 经 证 明了 , 当 w e 4 时 ,一 M(f) 是 在 Zei(wdz) 有 界 的 , 只 要 pl > yp. 
应 用 引 理 (3.2), w € 4 缠 含 了 w € A,_。,p 一 se <p, 便 得 到 f 一 M(f) 是 L?(wdzx) 
上 的 有 界 算 子 . 


注 鉴于 本 定理 的 重要 性 , 我 们 给 出 A, 条 件 充 分 性 的 男 外 一 个 更 初等 的 证 明 ， 
它 无 需 绕道 反 向 H6lder 不 等 式 , 因而 适用 的 范围 更 宽 . 此 外 , 这 个 新 证 明 有 方法 上 
的 独立 意义 , 稍 嫌 不 足 的 是 , 这 个 证 明 的 思想 没有 原来 的 那么 清楚 . 
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设 we hp, 则 如 我 们 已 指出 的 , (应 用 Holder 不 等 式 与 4 条 件 ) 有 


Tw (时 ) ， 
cl ,v1, VY 可 测 集 ECTI. 1 
El < “(Ia ] 中 


这 里 |7lz 表示 工 的 w 测度 , 它 特 别 推出 了 w 的 双 倍 条 件 . 现 记 o = 网 -天 5, 则 
1 


1 
WEAj OoEAy,， 一 十 一 一 1. 
“” p p 


既然 对 任意 满足 双 倍 条 件 的 测度 / 定义 的 极 大 算 子 M, 总 是 L"(1) 有 界 的 , 1 < 
co. 故 由 w€ 4 知 

Ms 是 IL? (w) 有 界 的 ， M, 是 L?(o) 有 界 的 . (2) 
现任 给 f € L?(w),Vk EZ, 取 包 含 在 {2* < Mf < 2*+1} 中 的 任意 紧 集 Ki, 对 每 个 
rT EK,I3Q,。37 使 | 


从 覆盖 Kx 的 族 {Qs}zer 中 挑 出 有 限 覆盖 {Q%*}. 令 
EY = QQ 站 Ke， EW = @ -| | NKk, j>1, (3) 
2< 7 


则 {EE;”} 对 大 国定 是 关于 7 不 交 的 族 , 且 Ki = UB, 这 样 , 得 
J 


/ Mf Pwdz < DD 
J 0 


< 98 E(*)| (i | le) 
w QW)| Ck) 
| 1 " 
- er 人 2 ( 丽 NL oo 
7 了 10 了 


现在 Z x Z， 上 定义 测度 / 


> 
—— 


pp: (kj) = pts = | ly (Sr) (5) 
记 
L(A) = {3 : (a ho leiods | > | ， vA>0, (6) 


GN) = U{Q) : (k,j) e TO)}. = (7) 
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注意 we4 (或 oe€ hy) 等 价 于 


a ) (9 _ 
sop (从 ol) ~° (8) 
这 样 我 们 得 到 
eol /ld NY” 
jy = |E()|, 人 < dp®|, {9 
Ne 7 “NG 


Dp 
1 
< cE (a | Lk) wld | 


k . i / 
< cE; "| sat Mulw Xo) (7) 


<c Mu(wW 1X0 )? (zj)w(z)dz， 
E™) Q; 


应 用 Mu。 是 L? (w) 有 界 的 这 一 事实 , 我 们 得 


HEOA)= >》 wise > Mu (wixG0))® wadz 
(k,j)ET(N) (k,j)ET (ON) 3 


< -| My(w- lxGO))? wdz 
GN) 


<c | wl ? dx = clG(N)|,. (9) 
G(M) 


olo ogo-1))? 
(去 - | Wa do > 和 A (M(fo  ))? >A, ae. 于 ©Q. (10) 
则 得 : 


GOA) C {(Mo(fo  ))? > 和 
[CA < {(Mo (fo *))? > A}Ho. 


既然 式 (4) 最 右边 离散 和 可 以 解释 为 Z x Z+ 上 关于 测度 y 的 一 个 积分 , 用 分 布 函 
数 来 表示 , 它 应 是 


用 HL(E(A))QA < ef IG(AM)|eadA < ef {(Mo (fo )? > MA)}HoaA 
0 0 0 
= -| (M,(fo-'))?odzx < -| [有 pepdz 
R" Rn 


一 本 有 |f Pwdzx. 


- 372 ， E ” “第 六 章 加 权 模 不 等 式 


这 便 完 成 了 hh, (Mf)?wdzx 和 c 大 .jpwdz 的 证 明 . 
综合 定理 (3.1) 与 (定义 (1.5)) 前 面 的 讨论 , 我 们 实际 上 证 明了 
定理 (3.3) 设 1<wp< wo, 则 以 下 命题 是 等 价 的 
(a) w € Ay; 
(0) f 一 M(f) 是 强 (IL?(wdzx), L?(wdz)) 型 
(c) f 一 M(f) 是 强 (ZIP (udz)， (0) 型 , 对 茶 个 se > 0; 
(d) f 一 M(f) 是 弱 (L?(wdx), L?(wdzx)) 型 


我 们 在 这 里 证 明 的 Hardy - Littlewood 极 大 函数 的 加 权 模 不 等 式 , 即 86.1 的 
(1), 不 等 式 左右 两 边 的 权 函 数 w 是 相同 的 . 一 个 自然 的 问题 是 , 如 果 不 等 式 两 边 的 
权 函 数 不 同 , 是 否 有 类 似 的 结果 . 也 就 是 说 , 设 1 < p < co, 对 什么 样 的 权 函 数 对 
(wv),f 一 M(f) 是 L?(R",vdx) 到 弱 (或 强 ) L?(R",wudx) 的 有 界 算 子 ? 先 看 弱 型 
的 情况 . 问题 化 为 , 对 什么 样 的 权 函 数 对 (ww), 存在 常数 c > 0, 对 任意 入 > 0 与 
f Ee 让 (R"dz) 门 DZ2(R",vdz), 有 


/ u(Z)dz < 瑟 | fievdz. (11) 
{zER™:M(f)z)>AM} AZ JR» 


考虑 1 < p < co, 并 且 wdz 满足 双 倍 条 件 的 情形 . 此 时 有 一 个 与 单 权 完全 类 似 
的 充分 必要 条 件 , 这 就 是 


1 1 1 P 一 1 
— | var)(— | via 
~ ( 言 h: = ( 言 h’* = “2 (12) 


我 们 称 这 样 的 (u,v) es Ay. 
先 从 (11) 推出 (12). 设 8 是 任意 方 体 , = > 0, 在 (11) 中 , 取 


1 1 1 
f= (v+ée) ?Iixo, = 可 | te) de, 
IO ja 


则 Q@SfzeR" : M(f)(x) > 外. 因此 


| udzZ < (v +e) midz (v +e)! sidz 
‘Ja ag 0 
-dor (| ear 二 加 


由 = 的 任意 性 , 知 (u,v) 满足 (12). 
反 过 来 , 设 (12) 成 立 . 令 


Mvf (2) = |f lvdy, 


|] 
>0 0 u( Q(T)) 人 


86.4 Calderon 一 Zygmund 算 子 的 加 权 模 不 等 式 373 ， 


其 中 Q(x,7) 表示 以 z 为 中 心 , > 为 边 长 的 方 体 . 用 类 似 于 证 明 M(f) 的 弱 (1,1) 型 
的 方法 , 可 以 证 明 Mi,(f) 是 Li(vdx) 到 弱 Li(wdzx) 有 界 的 . 因此 (11) 将 由 下 面 的 
不 等 式 得 到 


M(J)(z) < cMunlf |? (2))?. (13) 
现在 来 证 明 (13). 记 @ 为 任意 方 体 , f= (fv? )v-?, 应 用 Halder 不 等 式 , 有 


l 1 7 1l 1 p 
— ad (| p _ PITU 
mA :< (|! od) (面包 = 


由 (12) 便 知 


1 1 -5 7 1 7 
-一 dx < -一 ad 一 一 Pad . 
可 人 use( 商 /oj (A 


取 sup 即 得 (13). 
关于 双 权 的 强 型 结果 , 我 们 上 只 叙述 下 面 的 定理 . 由 于 其 复杂 性 , 我 们 省 略 了 它 的 


定理 (3.4) 设 wv 是 R" 的 两 个 权 函 数 ,1 < p < co, 则 下 面 两 个 命题 是 等 价 的 : 
(a) 存在 常数 co > 0 使 得 


人 ML 站 uadz < cy 人 |f ?vdz:; 
(b) 对 任意 方 体 8Q, 有 


/ IM(v- a)xolPudz < | vy- 31dx < oo0. 
C Q 
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在 上 一 章 中 , 我 们 引入 了 Calder6n - Zygmund 算 子 , 并 且 证 明了 , 它 永 远 是 在 
L?(R", dx) 有 界 的 , 1 < p < co. 在 这 一 节 中 , 我 们 将 证 明 本 章 最 重要 的 结果 之 一 ， 
这 就 是 , 当 w es A, 时 , Calder6n - Zygmund 算 子 永远 在 L?(wdx) 是 有 界 的 , 其 中 
1 < p< co, 而 且 , 在 一 定 的 意义 下 , 这 结果 的 逆 也 是 正确 的 . 这 就 完全 回答 了 本 章 序 
言 中 所 提出 的 问题 . 


定理 (4.1) 设 1<p<o,we hp. 车 TeC2O, 则 工 在 L?(wdx) 是 有 界 的 . 


为 证 明 此 定理 , 我 们 需要 一 些 引 理 . 
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引 理 (4.2) (Fefferman - Stein 不 等 式 ) 者 全 是 CZO,1 < p < co 则 对 于 


fe L6s(R")( 紧 支 集 有 界 函 数 的 空间 ), 有 
(TA)#(z) < cM (Fl?) (2)]?, 
其 中 c 仅 依赖 于 p 与 也, 而 与 f 无 关 . 


证 明 设 feL88(R"),Q 是 以 zo 为 中 心 的 方 体 . 记 户 = jxa， 访 
中 9 表示 与 Q 同心 边 长 为 8 的 2 倍 的 方 体 , 这 时 


1 
@ he —T(f2)(zo)ldzr 


1 1 | 
< 曾 人 TU (odr + 而 | Tf2)(z) — Tfo) (ro)ldz 


=I+Il. 
应 用 H6lder 不 等 式 , 并 注意 人 是 L?(R", dz) 有 界 的 , 则 


r<| 疝 人 了 Ja 
<c( 古 人 Ar . 
-打上 fl ore) 


< AM P) (ro) 
注意 , 当 x, xo e Q 时 ， 

Ta) (2) = T(fa) (zo)) 

-| K (ey) — Kao Wf(W)dy 


— Xol” 
eh y zol y)ldy 


bd 
=c》 =|f (Wldy 


Jaxlz-zolgly-zol<2t+ilz-zol |Y 


ol | f(ylay 
f° = zoD)™t" Jly-zolg2rtile zol 


< cM(f)(z0) < cM (FP) zo)?. 
再 对 不 等 式 左边 取 sup, 便 证 明了 引 理 (4.2). 


= 了 一 万 , 其 
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引 理 (4.3) 设 we hw,1<p< o,fe he(R"). 如 果 VN > 0,inf(N,M(f)(z)) 
< L?(wdx), 则 


| Mi(f)?wdz < | f# ?wdy, (1) 

ER" R" 

其 中 Mj(7)， 有 分 别 表示 f 的 二 进 Hardy - Littlewood 极 大 函数 与 二 进 Sharp 函数 . 
这 引 理 在 Lebesgue 测度 的 情形 (w = 1), 我 们 曾经 在 第 三 章 中 证 明 过 . 这 里 的 

证 明 , 本 质 上 与 那里 的 证 明 是 一 样 的 , 为 了 完整 起 见 , 我 们 在 这 里 也 写 出 来 . 
需要 加 以 说 明 的 是 , 引 理 (4.3) 对 非 二 进 极 大 函数 与 Sharp 函数 来 说 也 是 正确 

的 . 我 们 在 这 里 将 用 二 进 情形 , 只 是 为 了 证 明 简 单 , 且 对 我 们 的 目的 已 经 够 用 了 . 实 

际 上 , 我 们 需要 的 是 下 面 的 引 理 . 


引 理 (4.4) 设 we hy,l1<p< o,f ELi(R"), 使 得 VN > 0,inf(N, Mf(x))e 
L? (wax), 则 


| fi?wdz < | f#prvdz. 
R” R" 


用 引 理 (4.3) 推出 引 理 (4.4) 是 显然 的 , 因为 #7(z) < f#(x), 而 由 Lebesgue 的 
积分 可 微分 定理 , 也 显然 有 |f(x)| < My(f)(x), a.e. 

引 理 (4.3) 的 证 明 我 们 用 好 和 不 等 式 的 方法 证 明 . 根据 好 和 不 等 式 的 原理 ， 
为 证 引 理 4.3 的 结论 , 只 需 证 明 


w({Ma(f) > 2X, 18 <rA)) < yw({Ma(f) > \}), (2) 


其 中 2?y, < 1. 先 假设 fe Lr?(wdzx), 入 > 0 给 定 . 对 f 与 入 作 Calder6n -~ Zygmund 
分 解 , 可 以 将 开 集 Q、= {Ma(f) > 和 } 表示 为 极 大 二 进 方 体 的 不 交 并 UJQ;. 极 大 的 
5 


意思 是 说 对 任意 包含 Q = Qi 的 二 进 方 体 8 都 有 mallf|) < 入 . 
现在 只 需 对 每 一 个 这 样 的 极 大 二 进 方 体 Q 与 r+ > 0, 证 明 


{xz € Q: Ma(f)(z) >2X 开 (z) <rAH <s2nrlQl (3) 


一 旦 得 证 , 则 由 条 件 w s A 便 可 由 (3) 得 到 (2). 现 证 (3). 由 Q@ 的 极 大 性 , 对 
x EQ@, 性 质 Ms(f)(x) > 2A 列 含 了 Ma(fxo)(x) > 2 进而 绚 含 了 


Mal(f ~ Mgf)xa)(z) > 和 
根据 Ma 的 弱 (1,1) 型 , 有 
{Malf ~ maf)yxal®) > A < | maflde 


27°|Q@| 1 
一 一 -一 入 ad 
“ kh! mafle” 


inf f#(x). 
nt fa (2) 


~ A 
28 
入 
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如 果 iaf 嵌 (z) < rX, 则 (3) 显然 成 立 ; 否则 由 inf 子 (z) > >X, 不 等 式 (3) 左边 为 0 


(3) 当然 成 立 , 这 就 证 明了 (3). 由 (2) 在 条 件 fe L?(wdx) (从 而 Mf € ZUodz)) 下 
推出 引 理 (4.3) 是 显然 的 . 
下 面 去 掉 fe L? (wdzx) 的 假定 . 考虑 
fy = f, 当 |f| < N， 
Nsgnf， 当 |f| > N， 
由 条 件 inf(N, M(f)) e L?(w) 知 , fy 属于 L?(wdzx). 这 里 , 根据 已 经 证 明 的 , 对 fn， 
引 理 (4.3) 的 结果 成 立 . 令 NN 一 co 取 极 限 , 便 证 明 引 理 (4.3) 的 结果 . 
引 理 (4.5) 设 we hy,l<p< o,f e218 (具有 紧 支 集 的 L% 函数 的 空间 )， 
则 M(Tf) € L?(waz). 
这 引 理 是 为 了 我 们 能 使 用 引 理 (4.4) 而 设 的 . 我 们 先 承认 它 来 证 明定 理 (4.1). 后 
面 再 给 出 引 理 (4.5) 本 身 的 证 明 . 
定理 (4.1) 的 证 明 设 fe L8 而 we Ap. 这 时 存在 r > 1, 使 we Az. 应 用 
引 理 (4.4) 与 引 理 (4.2), 以 及 M 在 L"(wdzx) 的 有 界 性 , 有 


TfllEscwaz) < cl(T HA Ls (was) 
< ol[MOFN) (ocwas) < cM (FTNE sca) 
< cl Vs wa < cflircwas) 
定理 (4.1) 证 完 . 

引 理 (4.5) 的 证 明 设 fe LS(R")， 显 然 Tf e LI(R"),Vq > 1, 并 且 当 |z| 
充分 大 时 |Tf(z)| < clz|-*. 这 样 M(Tf) e Lx3(R"),Vg > 1. 我 们 还 要 估计 M(T7) 
当 |z| 充分 大 时 的 阶 . 设 R > 1 使 得 | 工 f(z)| < clx|-" 成 立 , 并 且 使 + > R 上 的 函 
数 +-"logr 是 了 的 降 函 数 . 设 |z| > 2R, B(x,7) 是 以 z 为 心 ,7 为 半径 的 球 , 则 当 
r < Ee 时 ， 

1 
一 一 一 一 一 7 dy < ", 4 
Bz Ben f(y)ldy < clz| (4) 
而 ”> 记 时 ， 


1 1 
TB Tf(Y) dy < 二 一 一 一 
IB(z,7)| B(z,7) IB(z,7)| B(0,4r7) 


C C 1 
< < OE 二 
r™ 人 A rn JR<lylgdr ly 


c clogr .clogl|z| 
Sm rm ee 


Tf (vy) dy 


(5) 
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其 中 常数 c 虽然 可 以 依赖 于 f, 但 无 关 大 局 . 对 7 在 上 式 中 取 上 确 界 , 便 得 到 
clog |2Z| 

zz 
现 设 we4o1<p<oo. 设 es>0 使 得 wltse4 以 及 we A,。, 这 由 引 理 (5.9) 
以 及 引 理 (3.2) 知 是 可 能 的 . 则 对 fe Le 有 


AM 有力 (z) < 


2Z| > 2R (无 妨 仍 记 为 |z| > R). (6) 


/ MI(Tf)?(r)w(r) dr 
Rn 


1 


Qte)p 人 wi wite(zx 化 
(fs ) ) Us 加 


人 (Joan 。 


这 里 第 二 项 之 所 以 有 限 用 到 了 如 下 事实 ( 见 86.6 习题 3): 设 1<p< cowe4，, 则 


| (1+|z|) "?w(r)dr < oo. (8) 
Rn 


引 理 (4.5) 获 证 . 
利用 Cotlar 不 等 式 ( 见 85.2 定理 2.1), 还 可 以 把 定理 (4.1) 推广 到 奇异 积分 的 
极 大 算 子 情形 . 
定理 (4.6) 设 s4,1<p<ooTeC2O. 则 
f= 7 (f)(r) = sup 


e>0 


人 、 K(x,y)f(y)dy 


是 L?(wdx) 的 有 界 算 子 . 
证 明 根据 Cotlar 不 等 式 , 当 g > 1 时 , 有 
T*(f) < eM(TH)(z) + ca M(IFI) (2)). 
取 9g 满足 1<g<p 使 得 we Az. 这 样 , 当 fe Lr?(wdz) 时 , 有 fe Ze(R"), 从 而 
IT # flrecwasy < MT PEscwar) + call MU FN) rocvas 
< cfl|rr (war)- 


这 里 用 到 了 算 子 M 是 Ls (wdzx) 有 界 的 ,人 是 L?(wdx) 有 界 的 这 两 个 事实 . 定理 证 
毕 . 


把 定理 (4.1) 应 用 到 上 一 章 我 们 已 知 的 Calder6n - Zygmund 算 子 的 例子 上 , 我 
们 便 知 所 有 那些 算 子 都 是 L?(wdz) 有 界 的 , 只 要 we Ah,,1 <p < co. 特别 地 Hilbert 
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变换 万 (在 一 维 的 情形 ) 与 Riesz 变换 Pi (7 = 1,2,… ,n, 在 n 维 的 情形 , n > 1) 都 
是 L?(wdx) 有 界 的 , 只 要 we hy,l1<p<o. 

我 们 现在 来 考察 定理 (4.1) 的 道 . 如 果 把 问题 提成 , 设 1 < p < co, 若 权 函数 w 
使 得 一 切 CZO 都 是 L?(wdzx) 有 界 的 , 则 w es Ah,. 我 们 将 看 到 , 这 结果 是 正确 的 . 但 
它 的 意义 不 大 , 因为 前 提要 求 太 多 了 . 我 们 希望 得 到 的 是 , 权 函 数 w 对 什么 样 的 奇 
异 积 分 算 子 T, 使 得 了 的 Ze(wdz) 有 界 性 蕴含 了 we Ah,. 这 问题 十 分 复杂 , 我 们 只 
有 部 分 的 结果 , 下 面倒 述 的 是 一 个 比较 一 般 的 结果 . 


定理 (4.7) 设 风 是 有" 上 的 权 函 数 , 1 < p < co, 如果 某 个 Riesz 变换 Rj(1 < 
7 二 n) 在 L?(R",w(z)dx) 弱 有 界 , 则 w e€ 4 


证 明 设 Q 是 RR" 的 方 体 , 89' 是 8 沿 zj 轴 平 移 使 其 心 相距 两 倍 于 边 长 的 方 
体 , 则 对 任意 z se Q'y e Q,zi 一 yj 不 变 号 , 且 |z; -yj| sz 一 吉 ， 这 样 , Vf < 
Li(Q), suppf 二 Q,f 之 0, 当 TE Q", 有 


_ Lj -yy 
Rf (2)| = ‘| 车 


> | i > oma(1) (9) 


其 中 ec > 0. 由 弱 有 界 假设 知 
cz | w(z)dz. (mo(f)? < wl({lRf| > AM) <e | f(z)|Pw(z)dz. 
QQ! Q 
取 f = xo, 就 得 到 w(Q') < cw(Q). 同 理 也 有 w(Q) < cw(Q0). 因此 


w(Q)(ma(f))? < cw(Q) (ma(f) <e | f(z)Pw(z)dz, 


六 <c (a | jejroljda] 


取 f= WT XO, 代入 便 得 


1 1 1 P 
(Bb) (商户 P dr <o, 


即 w e 4 这 完成 了 定理 的 证 明 . 
类 似 这 里 的 讨论 , 在 p = 1 时 , 可 以 得 到 we hi 与 C -ZzZ 算 子 从 Li(wdx) 到 弱 
Li(wdzx) 的 有 界 性 之 间 的 关系 , 我 们 把 这 些 讨论 留 给 读者 作为 练习 . 


BB 
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86.5 A。 权 函 数 性 质 的 进一步 研究 


Ay 权 函 数 与 本 书 前 面 研究 过 的 Hardy - Littlewood 极 大 函数 , BMO 等 都 有 密 
团 的 关系 . 男 外 , hy 与 41 之 间 也 有 着 紧密 的 联系 . 本 节 将 进一步 讨论 4。 权 函数 这 
些 方 面 的 性 质 . 

我 们 先 从 41 权 函 数 与 H. - 工 . 极 大 函数 的 关系 入 手 . 


定理 (5.1) 设 f(z) >0,feLL(R"),0<65<1, 则 (M(f)) eAi. 


证 了 明 记 w(z) = M(f)s(z). 我 们 来 证 明 , 存在 常数 c 与 f 无 关 , 使 得 对 任意 方 
体 Q, 有 
可 | | (y)dy < cossinf w(z ). 


事实 上 , 由 于 H.-L. 极 大 函数 是 弱 (1,1) 型 的 , 我 们 可 以 对 6 应 用 Kolmogorov 不 等 
式 ( 它 是 87.2 定理 (2.2) 的 特殊 情形 ), 得 到 


Th y)dy = TY fdy < la sls 
-6 (a 人 say) z 
如 果 能 将 上 式 右边 积分 中 的 Rn 换 成 0, 便 得 到 , 当 ec O 时 
(Br) < MOY) < oule) 


但 这 并 不 是 显然 的 , 需要 我 们 采取 一 些 技巧 ， 一 个 自然 的 想法 是 把 f 分 解 为 f = 
有 1 十 甩 ,其 中 i= xa,98 = 3Q. 对 有 i 我 们 上 面 的 推理 可 以 使 用 , 需要 解决 的 是 如 何 
处 理 fo 的 那 部 分 . 

事实 上 :由 M(f)(x) < M(f1)(z) + M(f2)(z),0 <6<1, 知 


M(f)° (2) & M(f1) (x) + M(f2)’ (2). 
由 Kolmogorov 不 等 式 , 当 x e Q 时 , 有 


而 Jo pda jy) 
CA) 


< cs ipf M(f) (2 (7). 
对 于 fo, 我 们 来 证 明 , 存在 c 与 f,Q 无 关 , 使 得 当 x,z e Q 时 ， 
M(f2)(7) < cM (fo)(2). (1) 
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事实 上 , 设 Q' 是 包含 x 的 任意 方 体 , 考虑 


] 
Br ho hay 


只 有 当 Q'm(G)e 关 儿 时 它 才 不 为 0. 这 说 明 Q' 的 边 长 比 9 的 边 长 的 适当 倍数 大 ， 
故 z e cQ'. 因此 
7 Poly < eM (fa)(2). 


对 Q' 取 sup, 这 证 明了 (1). 由 (1) 知 , 只 要 x ce Q@, 有 
M(P) (x) < cinf M(f2)°(z) < c inf M(F) (2). 
从 而 | 
0 。 0 
局 人 Msdzs cing Ms 人 

结合 广 , 户 的 讨论 , 便 得 

1 0 1 6 1 6 

可 | (M(f) xz<c( 症 / (MR) + 而 | (M(f2) d) 

< c inf M(f)’(z). 


定理 (5.1) 证 完 . 
下 面 的 定理 在 某 种 意义 下 可 以 作为 定理 (5.1) 的 赣 . 


定理 (5.2) 设 we4i, 则 存在 非 负 且 局 部 可 积 的 函数 f 与 常数 c,6 > 0, 使 得 
wz) < M(f)(z) < cw(z). 


证 了 明 因为 we Ai, 所 以 we Ay,l <p<o0. 从 而 也 满足 反 向 Holder 不 等 式 ， 
即 存在 co > 0, 50 > 0, 使 得 对 所 有 方 体 Q， 


了 1+oo77 )™ ( dz 
(而 名 "9 Th : 


取 Q; 为 包含 z 的 方 体 , 则 


wz) < [M (w+)(z)] Tm < eM(w)(z) < cw(z). 


故 


取 f 二 wit50,6 = 和 即 得 定理 所 要 求 的 结论 . 定理 证 毕 . 
下 面 我 们 看 4, 权 函 数 与 BMO 函数 的 关系 . 
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定理 (5.3) 若 we Ap,1 < p< oo%, 则 p(x) = logw(z)€ BMO. 


证 明 由 于 


CEE 


记 ma(y) = Jo v(x)dz, 则 


-1 
(| eo moto gr) (Hh -一 3 入 CC. 


既然 e*,e-* 是 凸 函数 , 由 Jensen 不 等 式 , 上 式 左 边 每 一 个 因子 均 不 小 于 1 ， 于 是 每 
一 个 因子 均 不 能 大 于 c, 这 样 ， 


sf we(z) "0 
< oo. 
0 ja 


og A pl Pldr < oo 


因此 


即 o < BMO. 定理 证 毕 . 
推论 (5.4) 帮 f€ Lic(R"), M(f)(z) # 0%, ae 则 log M(f): (zs BMO. 


证 明 用 定理 (5.1), M(f)s € hi, 其 中 0 < 5 < 1. 再 用 定理 (5.3), 知 6log M(7) 
e BMO. 推论 获 证 . 


对 于 pe 41, 我 们 有 比 定理 (5.3) 更 精确 的 结果 . 我 们 在 34.9 题 39 中 曾 引入 
BLO 的 概念 . 回忆 一 下 , 实 值 函 数 o < ZL_(R") 称 为 属于 BLO, 如 果 


sup mo(P) 一 eSS inf OZ) < co， (2) 
C 


其 中 mof(e 
cillation). 


显然 , BLO Cc BMO. 事实 上 , 注意 


1 
iQl mo — f(x))dz = 0， 


mA ~ mol(Wldz = ah me — p(T)X{meE (gp) 207)} dT 


- 剖 由 pdz, BLO 函数 的 意思 是 有 界 下 振动 函数 (Bounded Lower Os- 


即 得 


< 2(mo(w)— essinf Y p). 


. 382 . 第 六 章 ”加权 模 不 等 式 


BLO 不 是 向 量 空间 , 它 在 负 实 数 乘法 不 是 不 封闭 的 . 实际 上 有 BLO 门 (-BLO) 
= Ze. 这 是 因为 , 如 果 y 与 -” 同 时 属于 BLO, 则 
ma(p) — essinf ¢ < 0, 
-ma 人 (ep) + esssup p < o, 
Q 
从 而 得 到 
esssup Pp — essinf w < C， 
Q Q 
其 中 c 与 8 无 关 . 
定理 (5.5) 者 we Ai, 则 p(x) = logw(x) € BLO. 
证 明 由 4; 定义 , 对 任意 Q, 有 


1 
Gh < ce? 7) 8.6. 炒 C QQ， 


即 
襄 / ccd esssup e-2(z) 入 c. 
IQ| Jo Q 


但 esssup e-?(?) = exp(—essinf olz)), 此 外 , 用 Jensen 不 等 式 得 
Q 


IQ| Jo 
因此 

emet9) 一 essinf oO(Z) & c， 
从 而 

700(P) 一 essinf p(T) 所 cc. 
这 证 明了 定理 . 


下 面 的 定理 , 可 以 看 作 上 述 定 理 (5.5) 的 道 . 
定理 (5.6) 若 pe BLO, 则 存在 正 数 =, 使 得 es < Ai. 


证 明 由 we BLO Cc BMO, 根据 John - Nirenberg 不 等 式 (84.2 定理 (2.4))， 


有 


cy | oslo(z) -mol(plgr > 工 | es(9(®) -malp) gz, 
IQ| Jo IQ| Jo 
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因此 


1 | esP(T) 7 < Ce TQ () < ce tn 9) 
Q| Ja 
即 ecY E€ 41. 定理 证 毕 . 


综合 定理 (5.5) 与 定理 (5.6), 我 们 得 到 


< c essinf ecx . 


BLO= {alogw :a2>0,we Ai}. (3) 


定理 (5.3) 的 逆 , 一 般 来 说 是 不 正确 的 , 即 由 yp e BMO 并 不 能 保证 ee e 4 但 
我 们 却 有 下 面 的 结果 . 

定理 (5.7) 设 be BMO(R"), 则 存在 e, 使 得 ez? < Ay. 

证 明 根据 John - Nirenberg 不 等 式 , 存在 < 与 c, 使 得 


oemaog 工 /co 工 | es(b-malb) gr < e, 
IQ| Jo IQ| Jo 


以 及 


"om | err 二 a | eb-mal(b) dr < ae. 
IQ| Jo Ql| Jo 


< 


即 eb EE A,. 定理 获 证 . 
4 权 函 数 对 应 于 式 (3) 的 结果 是 : 


定理 (5.8) 设 1<p<o, 定义 


因此 


WU, = {be BMO :er e A,)}, 
则 2 是 BMO 的 一 个 开 子 集 . 
为 证 明定 理 , 需要 一 个 引 理 , 它 是 反 向 Hilder 不 等 式 的 一 个 简单 推论 . 
引 理 (5.9) 若 we Ah,, p > 1, 则 存在 a > 1, 使 得 we € 4， 
证 明 由 we hy 与 wT CE Ap, 以 及 反 向 Hilder 不 等 式 , 知 存在 5' > 0, 使 得 


1 | 1 1 十 97 
Gh ese /ve) ， 
IQ| Jo Q| Jo 
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1 z+1(1+6)y ( 二 
| “Se a : 


这 里 的 公共 的 4 的 存在 , 还 由 于 下 面 的 显然 事实 , 如 果 对 w 来 说 其 指标 为 1 十 6 的 
反 疝 Halder 不 等 式 成 立 , 则 根据 H6lder 不 等 式 知 , 其 指标 为 1 十 5' 的 反问 Holder 
不 等 式 也 成 立 ， 只 要 0<0' <0. 因此 


1 1+6" ) (7 1+6’\— 37 ) 
(亲人 (om 
1 1 on 
<cy | 一 - 一- Pd 
< 


< C. 


以 及 


这 就 证 明了 wli+s' < 4， 引 理 证 毕 . 
定理 (5.8) 的 证 明 设 we 4,, 显然 只 需 证 明 , 当 b 的 BMO 模 |]| 钟 ; 充分 小 
时 , 有 we e A, 就 够 了 . 事实 上 , 由 引 理 知 wl+s < 4h,, 再 用 H6lder 不 等 式 便 得 


_1 
(B hw) (言语 ) 
(Bh) (mh) 


(p—1) 


( 击 /)( 击 人 


上 式 右 端 前 两 个 因子 被 常数 控制 是 由 于 wl+s es 4. 如 果 我 们 乘 以 e-me 避 ema(W) 于 
后 两 个 因子 并 对 。b ( 当 。b 的 BMO 模 ||b||; 充分 小 ) 应 用 John - Nirenberg 不 等 式 , 则 
知 它们 也 被 常数 控制 . 定理 (5.8) 证 完 . 

现在 叙述 4A, 的 一 个 分 解 定 理 , 它 深刻 揭露 了 4 权 与 41 权 之 间 的 关系 . 

定理 (5.10) 设 1<p<o, 则 we 4 的 充分 必要 条 件 是 w = wiuwz ?2, 其 中 


Wi1, Wo EE 41. 


证 明 在 86.1 讨论 4, 权 函 数 初等 性 质 时 , 已 证 明了 充分 性 . 现在 我 们 来 证 明 
必要 性 


先 设 1<p<<2. 记 s=g--1, 其 中 一 +- =, 取 w € LA(R",w w(x)dzx), 且 


uo > 0, 令 


w+1 = [MO + ww  M(uyw)(z). (4) 
我 们 断言 
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(a) 存在 常数 c, 使 得 
[st hracwasy < oll zacwas), 
(50) 取 大 > 6, 并 令 v= kiw, 则 ww e hi,w3€ A 
事实 上 ， 和 
lesso se f MC) owas te fl MGs) rwd 
-cj rl) tadr te {Mun) (old 
<e | Wude te f (ww) ed 


一 /oan 


这 就 是 (a). 推理 中 我 们 用 到 了 wy e 4。 这 个 基本 事实 以 及 H.-L. 极 大 函数 的 加 
权 模 不 等 式 . 
为 外 ， 


M(uuwj(z) < 》 17M(uwjuw)(z) SEY 有 GD 
7 一 0 j=0 


= ky Ka < kvw(r), 


j=1 


这 就 证 明了 vw e Ai. 而 


取 wi = vw,w2 = vs, 由 (5) 便 得 定理 所 要 结论 . 
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当 2<&<p<o0 时 ,对 wp hy',1 <p' < 2, 用 上 面 已 证 的 结果 , 便 得 到 所 要 的 
w 的 分 解 . 定理 (5.10) 至 此 全 部 证 完 . 
作为 定理 (5.10) 的 应 用 , 我 们 有 下 面 的 推论 . 


推论 (5.11) (a) 设 w 是 R* 上 的 权 函 数 , 则 ws A,, 当 且 仅 当 有 分 解 式 
w(z) = E(T)M(A TM (g) 2) ?), (6) 
其 中 /ge Li.(R"),0 < a,6 < 1,k(z) 满足 
0 < = < k(z) <e (7) 
(5) 存在 c1,c2 仅 与 维 数 有 关 , 使 得 对 任意 pe BMO, 有 表达 式 
2Z) = b(7) 二 7log Mf(7x) — nlog Mg(7), (8) 
其 中 f,g e L!i,y,n>0, 且 
ol + Y+ 7 < cillyllz. (9) 
有 反之 , 每 个 可 以 表 成 (8) 式 的 p 都 是 BMO 函数 . 满足 
pl < co(llolloo + 7 + . 
(c) 对 每 个 pe BLO, 有 表达 式 
p(x) =b(7) + ylog Mf(x), be L®™, (10) 


反之 , 形 如 上 式 的 vo 都 属于 BLO. 
(dq) 每 个 函数 ps BMO, 都 可 以 表 成 两 个 BLO 函数 之 差 , 即 BMO C BLO - 
BLO. 


证 明 (o) 当 分 解 式 成 立时 , M(f)*, M(g)? es A1 ( 见 定 理 (5.1)), 从 而 得 到 w e 
A,. 


反之 , we hp, 有 w= wiw2 ?了 , 其 中 wi,w2 e Ai. 对 wi 与 wa 应 用 定理 (5.2), 
便 得 所 要 求 的 结论 . 

(5) 如 果 表 达 式 (8) 成 立 , 根据 推论 (5.4), log M(f),log M(g) e BMO, 故 ps 
BMO. 推论 (5.4) 的 证 明 过 程 表明 , 相应 的 控制 成 立 . 

反 过 来 , 如 果 ee BMO, 则 由 定理 (5.7) 知 , 存在 和 , 使 得 w(z) = e*?(*) < Ay. 
由 定理 (5.7) 的 证 明知 , 和 可 以 取 为 e/llell., 其 中 e 是 绝对 常数 . 应 用 (a) 的 结果 于 
w(x), 便 得 

log w(x) = log k(z) + alog M(f)(7x) — Blog M(g)(z). 
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即 
p(2) = 和 -ilogklz)+SlogM(PGz) 一 AlogM(g)G 
由 于 log k(x) 的 上 上、 下界 与 p 无 关 , 而 入 = c/wpll;, 故 


blo + 7Y +n < cllyll:. 


(c) 如 果 p 有 表达 式 (10), 则 由 定理 (5.1) 知 M(f)7 e Ahi, 再 由 定理 (5.5) 知 
ylog M(f)€ BLO. 而 be L™%, 从 而 得 到 po e BLO. 

反之 , 由 定理 (5.6) 知 , 当 pe BLO 时 , 对 充分 小 的 和 ,w(x) = co*?(*) € 41. 再 用 
(a) 的 分 解 即 得 式 (10), 注意 此 时 n = 0. 

(d) 是 (5)、(c) 的 明显 推论 . 

推论 (5.11) 全 部 证 完 . 

推论 (5.11) 把 4, 权 的 结构 与 极 大 函数 、BMO、BLO 之 间 的 关系 , 清楚 地 揭 
示 了 出 来 . 
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1. 设 R* 上 非 负 Borel 测度 1 满足 二 倍 条 件 , 证 明 


| dl = 00. 
R™ 


2. 定义 在 R" 上 函数 空间 上 的 次 线性 算 子 了 称 为 限制 绊 (L?(wdzx), L?(wadzx)) 型 ， 
其 中 1 < p< ceo, 如 果 


w({ITxs| > A}) < (BE), Y 可 测 集 BB，VYA > 0. 


证 明 Hardy - Littlewood 极 大 算 子 M 是 限制 弱 (L?(wdzx), L?(wdx)) 型 的 , 当 且 仅 当 


i <e (sm) ，Y 方 体 六 Y 可 测 子 集 互 CT 
3. 设 1 入 p<colwe4 证明 
人 .+2)-"Pw(z)dz < cw(10)， 石 是 R" 中 单位 方 体 
4. 设 4 是 局 部 有 限 的 非 负 Borel 正规 测度 , 满足 
pu({Mf > AN) 和 lfliray, WW>0 1<p<o%, 


证 明 / 绝对 连续 , dj = wdz;w € 4,. 
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5. 设 一 n <asg0, 证 明 |zxl* € Ai. 设 1<p<o%, 证明 |zxl* € 4, 当 且 仪 当 
—n<a<n(p—1). 

提示 : 利用 p = 1 时 的 结果 与 Ap 权 的 因子 分 解 定 理 . 

6. 利用 4, 权 的 因子 分 解 定理 证 明 Garnett - Jones ( 见 [GJ1]) 关于 BMO 函数 
与 Fee 的 距离 的 下 述 结果 : vp < BMO， 


1 
inf 一 包 一 一 
geL> Ip 9||， ao 


1 
co = sup esp 让 /ee < 
lh 


7. 证 明 权 函数 w e A 当 且 仅 当 


1 
Wi exp i gdz|j <<c，VvI, 其 中 wr = 1 | wan 
四 (2Z) Ti 


np—1 


其 中 


赋 然 im (证 Jw mdr) = op (而 Jilog 吉 dz ,这 说 明 4 条件 粗略 地 


说 是 4, 条 件 当 p 一 ce 时 的 极限 . 
8. 设 权 函数 w 满足 p 指标 的 反 向 Holder 不 等 式 , 即 


] 1 
(fe) se fe viI, 1 <D < oco. 


证 明 存 在 => 0, 使 v pp 和 r<p+s' w 满足 7 指标 的 反 同 Hilder 不 等 式 . 这 个 结 
果 属 于 GehringlSel. 
9. 设 v 是 权 孙 数 , 1 < p < co. 则 存在 非 负 a.e. 不 为 0 函数 内 使 


| (Mf)?wdz <ef fl?vadzx, vf 
n Rn 


当 且 仅 当 


1 -一 _p! 1 
vieL', 8 lim|B, "| U P-id7z < %, 
全 一 全 OO B. 


其 中 B; 为 以 0 为 中 心 , > 为 半径 的 球 . 这 个 结果 属于 J. LL. Rubio de Francia. 
10. 设 w 是 权 函 数 , 1 < p < co. 则 存在 非 负 a.e. 有 限 的 函数 v 使 


| arwas < ef Near vi 
?2 Rn 
当 目 仅 当 


WT) 
人 (Tz) 


这 个 结果 属于 W. S. Young. 
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11. 设 0<ng1,1<p<o%,w€ 4A,,p' 表示 wp 的 相伴 数 . 设 ge L® (R", wdz), 

简 记 |lg| (wdz) 为 gyco. 令 G(z) = (wTM(g™w))", 证 明 
[Gl 0) < clglz co) 
(gw,Gw) € Ag, gq=n+p(l—7n)<Dy, 
日 其 中 所 含 的 常数 只 与 A, 条 件 中 的 系数 有 关 ， 这 可 改 述 为 : 设 1 < po < p,w < 
hr 一 (三 ) , 则 对 Lr(wdz) 中 每 个 非 负 g 存在 G, 使 
G2>9g, |Glrcow) < cllgllrew), (9w,Gw) € Ap- 

12. 上 题 中 的 结论 (gw,Gw) es A 可 以 改进 为 Gu e 4,,. 

13. 对 于 1 < p < po 情形 , 对 应 的 结果 如 下 : 设 1 <p< po,we Ap,r = 
则 对 L"(wdz) 中 每 个 非 负 g, 存在 G > g, 使 得 


Do 一 D 


40 
[Grew) < cllgllrew,), GC 和 4po， 


且 其 中 所 含 系数 只 依赖 于 ww 的 4A, 系数 . 
14. 现在 可 以 得 到 J. L. Rubio de FrancialR| 的 如 下 算 子 外 推定 理 . 设 了 是 次 线 
性 算 子 , 对 茶 po,1 < po < co, 使 对 所 有 we 4,,, 有 
IT fiiyo cw) < cl fp ew) vf, 


其 中 c 只 依赖 于 ww 的 4Ap, 系数 . 则 Vp,1 <p< oo0,vw € 4,, 有 


iT fp) < cllfllye), YA 


且 系 数 只 依赖 于 ww 的 4， 系数 . 
提示 : 当 1<po<wn, 对 we A,,f E L?(wd7x), 有 


TA < sup{ {Tf gwds: gl sy <1) 
9g ?1 


PO 


< sup {/ IT fl? Gawdz : gl (sy < 中 
9 RR"™ pO 
然后 应 用 Holder 不 等 式 以 及 CUW < 4po. 当 1 < p < po, 对 WE Ap,] 和 L? (waz), 令 


Ia， 看 了 天 0; 
-人 若 /=0. 


则 jgl__ 4) = 1. 由 题 13 得 到 G. 这 样 由 


PoP 


了 Pp_ 
[Tf = /THO 训 Gwdr, 
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应 用 Halder 不 等 式 以 及 < 4， 即 得 . 这 方面 的 进一步 情况 可 参看 Garcia - Guerva， 


J., Rubio de Francia, J. L. [GR] 与 Torchinsky!l!l|. 
15. 设 了 是 第 五 章 考虑 的 奇异 积分 算 子 , w 是 一 个 权 函 数 , s > 1, 定义 As(w) = 
(M(w:))s,M 是 Hardy - Littlewood 极 大 函数 算 子 , 证 明 


人 IT fwdz < cps / fl?As(w)adr, vf. 


提示 : 应 用 事实 w < hs(w)，As(w) € Ai, 以 及 (T*f,Mf) 满足 好 和 不 等 
式 , 其 中 7T* 是 工 的 极 大 算 子 , 即 得 .如 果 不 应 用 好 和 不 等 式 , 而 代 之 以 (f)# < 
cr{M(|f1")}*,1 <7 < oo, 再 利用 事实 


人 rr4s(ojaa < | (Th trAslw)de vf，( 因 4.(w) < Aw) 
[ys atw)ae <e f Pageo)an Wi, 


也 可 以 得 到 . 
16. 对 0 < a <1, 分 数 次 极 大 算 子 M(% 定义 为 


MO f(z) = sup |Q|-1+t® | f(y)lay. 
QT Q 


让 (u,v) 是 两 个 权 函 数 的 对 , 且 wdz 满足 双 倍 条 件 . 则 M'% 是 弱 (L?(vdzx), Lx (udz)) 
型 的 , 1 <p < gq < co, 当 且 仅 当 


1 


(/ wn) (/ dr) < coQl*, ve. 


当 w= wv 时 , 这 个 条 件 也 是 M(% 是 强 (LY(vdz), LX(wudzx)) 型 的 必要 充分 条 件 . 两 权 
时 Mo 的 强 (L?(vdz), Lx(udz)) 型 也 有 一 个 类 似 于 a = 0 时 的 必要 充分 条 件 , 即 


1 


1 
(/ (Mv xg) rude ) <o(/ wide) ， VQ. 
C C 


单 权 时 的 强 型 结果 属于 Muckenhoupt - WheedenIMwj， 双 权时 的 强 型 结果 属于 
E. SawyerlSal. 注意 既然 


MW (vxo)lo > Qt | -Pd 


故 双 权 时 的 强 型 充 要 条 件 明显 地 不 弱 于 弱 型 充 要 条 件 . 事实 上 , 前 者 真正 地 强 于 后 
者 . 
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17. 设 0 < a < 1 我 们 在 第 一 章 遇 到 过 的 分 数 次 积分 算 子 I 被 定义 为 


1/ fy) 
了 
Ta 的 加 权 模 不 等 式 单 权 时 的 结果 属于 Muckenhoupt - Wheeden 见 [MW], 它 可 由 
M'(% 的 相应 结果 或 者 通过 好 和 不 等 式 , 或 者 通过 如 下 点 态 估 计 而 得 到 
(ef 得 (z) < cM F(x), Va, 


其 中 g#(z) 定义 为 ( 见 $3.4) 


#( z ) -sp 如 (证 Lb 一 C wy) . 
93 ( Q cEC [| Ig(y > 4 


双 权 时 E. SawyerlS334 得 到 了 弱 型 充 要 条 件 , 此 即 
To 是 弱 型 (L?(vdzr), LY(wdzx)), 当 且 仅 当 


三 方 
(/ Laluxa)’ vdz ) <C (/ udr | ， VQ. 
Q Q 


既然 按 对 偶 原理 , I 是 (I?(vdz), Fe(udz)) 型 的 , 当 且 仅 当 I 是 (LY (udz)， 
JP (oz 二 idz)) 型 的 , 上 述 条 件 相 当 于 I。 局 限于 函数 族 {uxo}o 上 是 (Fe (wu- 革 Tdz)， 
L? (vsidz)) 有 界 的 . E. Sawyer 也 得 到 了 I 的 强 (L?(vdx), Pa(udz)) 型 的 充 要 条 
件 , 但 比较 复杂 

18. 对 R* 上 光滑 函数 f, 用 f 的 微 商 的 积分 模 控 制 f 自己 的 积分 模 的 一 类 不 
等 式 称 为 Sobolev 型 不 等 式 . 下 面 的 加 权 Sobolev 不 等 式 是 这 类 不 等 式 的 一 个 典型 


代表 ， 
(人 Hodn) 入 5 (人 fpPud "” ,Vf € C1(R”), 


其 中 CR = {fe C1(R") : lim f(z) = 0}, 龙 瑞风 、 匡 伏 生 [NI 得 到 了 如 下 充分 
条 件 : 设 1 < p < gq < oo, (u,v) 是 权 函 数 对 , 使 得 厂 是 弱 (L?(vdz), 2(wdz)) 型 的 ， 
则 上 述 加 权 Sobolev 不 等 式 成 立 . 特别 由 题 16 知 , 如 下 条 件 是 充分 的 : 


1 


(/ Ti(uxo) en <c( 1/ wr), vOQ. 
| C 


19. 加 权 不 等 式 在 微分 方程 中 的 一 个 典型 应 用 如 下 : 设 万 是 及 "中 一 个 Lipschitz 
区 域 , 9D 是 其 边界 , 设 fe C(5D), 则 Dirichlet 边 值 问题 


Au=0 于 DD 中 ， wlap=f 
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有 解 . 并 且 由 调和 函数 的 极 大 模 原 理 , 知 |u(zj| < fllw,vx es D， 这 说 明 对 每 个 
Tz ED 固定 , f 一 w(x) 是 C(8D) 上 的 一 个 有 界线 性 泛 函 . 故 由 Riesz 表示 定理 知 存 
在 9D 上 唯一 非 负 Borel 测度 wz 使 得 


uz)= | f(Wadw (y). 
oD 
称 wz 是 9D 在 点 z 的 一 个 调和 测度 . 对 任意 两 点 x1,x2,2w?!1,w*? 是 互相 绝对 连续 
的 . 通常 任 取 一 点 zo, 并 记 wz 为 w. 调和 测度 与 调和 函数 的 边 值 存在 性 密切 相关 . 
已 知 Lipschitz 或 D 内 正 调和 函数 w 关于 调和 测度 w 是 几乎 处 处 有 非 切 疝 边 值 的 ， 
当 区 域 是 Clts 时 ( 即 边界 的 表示 函数 一 次 连续 可 微 , 且 一 次 导数 满足 =- Halder 条 
件 ), 调和 测度 w 与 面 测 度 o 可 以 互相 被 常数 倍 控制 , 因而 本 质 上 是 一 样 的 . 但 对 
C1 域 , 当然 还 有 更 宽 一 些 的 Lipschitz 域 , 则 ww 与 o 不 一 样 . B. E. J. Dahlberg 指出 
Radon - Nikodym 导数 


满足 反 同 Halder 不 等 式 : 
设 D 是 Lipschitz 域 , 则 


1 ; c 
一 一 一 ar) < | kdo, A = ODNMB, 
(i o(A) 人 有 
B 是 RR" 中 球 ; 设 D 是 C1 域 , 则 


/re) < 二 
一 一 一 kr?do < kdo, 1 <»p<o. 
(#6 A o(A) /a 


利用 & 的 这 个 性 质 可 得 Lipschitz 域 D 内 Dirichlet 边 值 问题 在 L? 中 可 解 
的 下 述 结 果 , 对 2<p<o%o: 充 DD 是 J 域 ， Da = 二 e(D) > 0 使 对 
Dp,2—é€<p<o%, 以 及 f € L?(0D, do), = [5p f(Q)dw”(R) 是 D 内 调和 函数 ， 
日 Jim ul z+) 二 f(Q), 非 切 加 几乎 处 处 于 六 中 让 日 v 的 非 切 向 极 大 函数 丰 L? 中 


被 f 控制 . 

20. Fourier 变换 的 加 权 模 不 等 式 是 一 个 竺 发 展 的 领域 , 迄今 只 有 零星 的 (对 函 
数 类 加 限制 条 件 ) 一 些 结果 , 例如 考虑 径 向 函数 类 的 Fourier 变换 的 加 权 模 不 等 式 等 
等 . 下 述 关于 紧 支 集 函 数 的 Fourier 变换 的 加 权 模 不 等 式 的 意义 在 于 它 与 解析 数论 
中 著名 的 大 筛 法 不 等 式 的 联系 . 设 KK 是 R" 中 紧 集 , 考虑 [2(K) = {f € L*(R"): 
suppf C K}, 设 dn 是 R* 上 非 负 Borel 测度 ,了 是 L*(R") 上 定义 的 一 个 有 界 , 非 
负 , 次 可 加 且 与 平移 可 交换 的 算 子 . 则 


| TF Pdu(t) < Cr ky | Ifl2adz, vf e L’(K), 
RR™ Kk 
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其 中 
CTK = olTh?sup | du(t)U ， 
了 忆 ”十 二 


这 里 UV 是 以 原点 为 心 的 且 包 含 在 开 集 人 er 1| < 1s e | 内 的 任意 球 . 上 


述 不 等 式 可 以 推广 为 (p,p') 型 ,1 < p < 2, 以 及 多 参数 情形 . 了 可 以 是 恒 等 算 子 , H. - 
L. 极 大 算 子 (以 及 其 他 类 似 算 子 ). 当 dy 是 离散 测度 时 , 这 不 等 式 就 化 为 大 第 法 , 与 
极 大 的 大 第 法 不 等 式 . 这 个 结果 属于 龙 瑞 麟 , 刘 政权 , 见 [LL]. 

21. 考虑 R* 上 Bochner - Riesz 求 和 算 子 {BR5} 的 收敛 表现 , 其 中 


2»、“\5 
BRR:f — BRR(f), (BRR(f))” (= (全 ) j(6) 


0 一 5 莹 了 一 
一 个 著名 的 猜测 说 : BR ( 廊 在 L? 中 收敛 于 f, 当 且 仅 当 
1 2n 27 
1 n+1l+25 ~P T1255 


当 n > 2 时 , 这 个 猜测 尚 待 解决 . 进一步 猜测 上 述 L? 中 收敛 可 以 改 为 几乎 处 处 收 
敛 , 但 这 似乎 更 难 . 迄今 较 好 的 结果 是 Carbery-Rubio-VegalSRV| 的 下 述 结果 : 


当 2<p 一 ps 时 ， dim BRE(f,T) = f(r), ae.. 


他 们 的 方法 是 使 用 下 述 寡 权 不 等 式 : 设 0 < 6 < ,0 <aw<1+25BR5(/ 加 二 
sup|BRa(f,z)l, 则 


| BRC,a) lol ods < cso {FDPlal-edz 
RR"™ Rn 
当 0 一 0 时 ， 各 考虑 { 忆 PR 其 中 Rjr1 之 qft;,q > 1, V7, 则 
lim BRE(f,7) = f(z), a.e. 当 2 <p<o0. 
j=00 ” 


它 由 相应 的 极 大 求 和 算 子 BR9,(f,2) = sup|BRE (f,z)| 的 寡 权 不 等 式 得 到 


| BR°,(f,7)|z| dz < | fl zl dr, O<a<l. 
R" Rn 


这 一 结果 也 属于 [CRV], 刘 和 平 一 陆 善 镇 一 马 柏林 也 独立 地 得 到 了 这 一 结果 . 
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22. 设 Nn 之 2, Sn-_1 为 R™ 中 单位 球面 ， do 为 其 上 Lebesgue 测度 ， g 和 L*(Sn-_1), 


a > 1. 证 明 
2 1 和 
| g(€)e'™*do(é) < Cu | op 人 
Sn_1 | Sn_1 


2 


/ 


这 个 结果 属于 王 斯 雷 S. L. Wanglw3l. 用 这 个 结果 可 以 证 明 下 述 Schr6dinger 方程 的 
解 的 极 大 函数 的 壤 权 不 等 式 


(/. (w* (7))” Te < cl|flliscRr), 


其 中 aa>1,s> 7, 3 为 Bessel 位 势 空 间 ， 


u(x,t) = | eitlél epizé F(€)dé, rER"”, teR, 
Rn 


u" (7) = sup |u(z,t)|. 
It|>0 


注意 u(z,t) 是 下 述 带 初始 值 f 的 Schr6inger 方程 的 解 


Au = 如 t E R, u(x,0) = /DZ). 


注 ie 


Ap 权 概 念 是 MauckenhouptiMu 引进 的 , 定理 (1.1) 和 (3.1) 属于 他 , 定理 (3.1) 后 的 注 中 给 
出 的 另 一 证 明 属 于 Jawerth 095, 其 思想 借鉴 于 SawyerS* 处 理 极 大 函数 M 的 双 权 模 不 等 式 的 
证 明 . 定理 (3.4) 属于 [Sal]. 书 中 给 出 的 定理 (3.1) 的 证 明 , 以 及 为 此 而 引进 的 4A。 概念 , 反问 
Halder 不 等 式 概 念 等 属于 Coifman - Feffermanlc5. 关于 极 大 函数 的 log 与 A1 权 的 关系 的 定 
理 (5.1) 与 (5.2) 属于 Coinfman - Rochberglc. 4。 权 与 BMO( 以 及 41 权 与 BLO) 的 关系 
似乎 为 大 家 所 熟知 . 关于 A 权 的 因子 分 解 的 定理 (5.10) 属于 Jones'zo2, 这 里 给 出 的 证 明 属 于 
Rubio de Francial®™. 


第 七 章 算 子 内 插 与 与 内 捅 空 s 间 


线性 算 子 如 果 把 线性 空间 ,wy 映 入 另 一 线性 空间 多 , 且 它 又 是 4; 到 B; 有 界 
的 , 7 = 0,1, 其 中 4;,B; 分 别 是 yf ,名 的 Banach 子 空间 , 则 通常 可 以 证 明 , 存在 无 
穷 多 个 “中 间 ”Banach 空间 对 (4, B), 4 C ,5 Cc 多 , 使 得 算 子 也 是 从 A 到 B 有 
界 的 . 这 便 是 线性 算 子 的 内 插 , 本 章 的 目的 , 一 方面 对 一 些 具 体 空间 叙述 这 样 的 内 插 
定理 , 另 一 方面 是 “寻找 ”这 些 保持 线 算 子 有 界 的 “中 间 空 间 ”( 称 为 内 插 空 间 ), 并 对 
一 些 具体 空间 , 把 它们 的 内 插 空间 描述 出 来 . 这 样 , 不 仅 提供 了 研究 算 子 有 界 性 的 工 
具 , 还 同时 提供 了 一 个 研究 函数 空间 的 工具 . 这 对 许多 分 析 问 题 的 研究 是 十 分 重要 
的 . 本 章 第 一 节 对 83.5 开始 的 算 子 内 插 作 进 一 步 的 补充 . 第 二 节 介 绍 A. Calderon 
关于 算 子 的 弱 型 有 界 的 处 理 及 其 在 算 子 内 插 中 的 应 用 第 三 节 、 第 四 节 则 分 别 讲述 
构造 “内 插 空间 ”的 两 种 方法 一 一 实 方法 与 复方 法 , 第 五 节 是 内 插 空间 举例 最 后 
一 节 如 其 他 章 一 入 是 进一步 的 事实 、 习题 与 注 记 . 


§7.1 算 子 内 插 理 论 的 补充 


我 们 在 83.5 已 对 算 子 内 插 进行 过 初步 讨论 ， 那里 我 们 已 经 给 出 过 算 子 内 插 理 
论 中 两 个 最 基本 的 定理 , 即 Riesz - Thorin 定理 与 Marcinkiewicz 定理 .， 算 子 内 插 
还 有 很 多 推广 ， 例如 一 个 算 子 的 内 插 可 以 推广 到 一 个 算 子 族 的 内 插 ; 对 于 固定 测度 
Lebesgue 空间 的 算 子 内 插 可 以 推广 为 对 于 变化 测度 的 Lebesgue 空间 的 算 子 内 插 (这 
是 指 那 样 的 内 插 定理 , 它 由 了 是 L?:(X, du) 到 Le:(Y, qui),i = 1,2, 有 界 的 , 可 以 扒 
出 了 是 L?(X, dn) 到 La(Y,dv) 有 界 的 , 其 中 ji 与 jw2, 以 及 wi 与 ww 不必 一 样 ). 由 
于 篇 幅 的 限制 , 本 节 只 打算 对 Marcinkiewicz 定理 作 一 些 补充 : 首先 是 其 中 的 指标 尽 
可 能 一 般 , 其 次 是 Hardy 空间 Hi 将 作为 端点 空间 之 一 . 与 此 密切 相关 的 , Lorentz 空 
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间 需 要 作 一 个 简单 的 介绍 . 
首先 简单 介绍 Lorentz 空间 , 它 同 Orlicz 空间 分 别 从 不 同 的 角度 对 Lebesgue 空 
间作 出 了 推广 与 补充 . 设 (X, 多 ,1) 是 一 般 测度 空间 . 


定义 (1.1) 设 0<p<o,0<gq< o,f 是 (X, 多 ,1) 上 可 测 函数 , 令 


Lp'q -- 1 lsv = ( fre) < =| (1) 


这 里 0<p<000<g<o%. 当 0<p<o%,g= 0% 时, 令 
L™™ ={f :fl = supt? f° (t) < co 上 (2) 


其 中 f*(t) 是 f 的 非 增 重 排 函 数 . 当 p = co, 只 对 g = oo 定义 Fee'e = L”%. 7T24 称 


为 Lorentz 空间 . 


我 们 把 Lorentz 空间 的 最 基本 的 性 质 收 集 在 下 面 定理 中 . 
定理 (1.2) 如 下 断言 成 立 
(a) 设 0<p<o%,0<g<o%， 则 用 分 布 函数 来 描述 , 有 
fl = (4 /| ot Oa) z (3) 
flae = sup Xor(A) (4) 
(b) 设 0<p<o,0<g&<r<&o, 则 LP;9 C LP,”. 
(c) 设 0<p< oo0,0 <g<o, 则 简单 函数 类 5 在 Lr 中 稠密 . 
(d) 设 1<p<o%,l < go, 则 Lr 在 如 下 等 价 模 下 成 Banach 空间 ， 
« /a f/f /prrsnNd dt ’ 
a= (2/ (23 (0) ) 了 ,1<p<%,1g&g<o%, (5) 
fa = supt?f™(D), 1 <p< %, 9=%, (6) 


其 中 f**(t) 是 太 的 平均 重 排 函数 ( 见 83.2). 

证 明 (a) 式 (3) 由 83.2 定理 2.4 中 给 出 的 积分 通过 分 布 函 数 与 非 增 重 排 函 数 
表示 的 公式 推 得 . 现 证 式 (4), 对 给 定 的 t, 令 入 = f(t) (不 妨 设 0< f(t) < co, 否则 
是 容易 处 理 的 ). 则 o(A) < to( 和 A 一 0). 对 任意 ce>0, 有 


1 


tr f*(t) < (A— se)or (A 一 2) 十 soz(》 —£) 
< sup Ao# (入 ) 十 oc(1). 
和 
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令 < 一 0, 即 得 
suptz f*(t) < Sup Maz (A). 
t A 


反问 不 等 式 可 类 似 证 明 . 
(人 了 = oo 时 , 由 
ero< (4 (vs f*(w)) ° 空 ) <lfllpg, 0<p<0%, 0<g&o0%, (7) 
即 知 . > < oo 时 有 
We = FO (EPO) Wa 0 


加 设 1 e Prog < o0, 不 妨 设 了 > ov 了 (四 < oo， 设 { 记 } 是 简单 函数 
列 ， fn < f, {fn} 依 测度 收敛 于 f， 由 83.2 定理 (2.6) 知 (fn 一 了 )*(t) 一 0, 此 外 
(太一 了 )*() < 2* (外 . 故 由 控制 收敛 定理 得 
LG 的) -0 


这 证 明了 5 在 Lm 中 的 稠密 性 
(四 既然 产 的 各 产 *(, 有 下 fllpa < fl 要 证 


[fs < pf lp,a: (9) 
当 gq < co 时 只 需 注意 到 广 产 (udu < tf*(t).qg = co 时 有 


t 
< ttsup (六 OO) f wiau = ple 
u 0 


这 证 明了 fs 与 fllp,a 等 价 . 既然 平均 重 排 算 子 *x 对 f 是 次 线性 的 , 故 上:。 
满足 三 角 不 等 式 , 从 而 | ||* 的 确 是 一 个 范 数 . 现 证 完备 性 , 设 {f} 是 L?" 中 的 
Cauchy 序列 . 式 (7) 说 明 对 任意 s > 0, 存在 N,, 使 当 n,m > N 时 , 有 


tr(fn— fn)’(t) <e, vi>0. 


这 说 明 {f} 是 在 依 测度 收敛 意义 下 的 基本 序列 , 故 有 子 列 (不 妨 设 {fi} 自己 ) 依 测 
度 收敛 于 某 个 f. 这 样 {fi, - fv.} 依 测度 收敛 于 -jx . 故 


lim (fn ~ fw.) (0) = (一 jw) 人 


7 一 一 
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故 当 g = co 时 有 
好 (一 Jr = lm t? (fn — fn)"(t) 
< lim | fa 一 fn lp,oo < €. 
当 g <o0 时 由 Fatou 引 理 有 


这 证 明了 724 的 完备 性 . 定理 至 此 证 毕 . 
Lorentz 空间 的 比较 深入 一 些 的 性 质 有 下 述 对 偶 定 理 , 我 们 略 去 其 证 明 . 
定理 (1.3) 设 1<p< eol 和 <co. 则 (Do9j* =TP 9 
现在 我 们 给 出 一 般 指 标 情 形 下 的 Marcinkiewicz 算 子 内 插 定 理 , 记号 及 术语 同 
83.5. 


定理 (1.4) (Marcinkiewicz) 设 0<pi<gqgi<o0,1i=0,1, po <pi, gq0 关 4q1. 设 
拟 线性 算 子 了 同时 是 弱 (p;,g;) 型 的 , i = 0,1, 则 工 也 是 (p,q) 型 的 , 其 中 


1 1-09 0 1 1-0 6 


十 , 十 一. 
p po pl d d0 dl 


(10) 


证 明 用 v 表示 R? 上 连接 (二 二 与 ( 寺 二 的 线段 的 斜率 . 由 于 (3,2) 
po do pi1 dl pd 
在 该 线段 上 , 便 有 
1 i 1 1 
Jj WH 4_4 dl 
1 1 1 1 
po pp pb 1 


对 任意 t > 0, 分 解 函 数 fe L?7(R") 如 下 : 
f 一 三 十 fe, 


其 中 
ft(z) = f(z),， 3 |f(7)| > fF*(1°), 
0， 其 他 ， 


其 中 f*(t) 是 f 的 非 增 重 排 函数 . 容易 推出 


(f°)*(7) < f°(7),， 当 OS TS, 
(f°)*(7) =0, 当 7>t. 
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(fi (7T) f(tr)， 当 7 < #9, 
(fi)*(7) f(T7),， 当 7T>t5. 


利用 非 增 重 排 函数 的 弱 次 可 加 性 以 及 了 是 弱 (pj,qj) 型 的 条 件 , 有 
GOsG79 (3) + 人 
< 人 Me tA (F)™ Ml 
由 于 p; < g;, 有 p< g, 应 用 Minkowski 不 等 式 与 定理 (1.2) 的 (5), 知 
x 2 dt 
rl = teh = {fr a 


<4{ 广 本 
sh (f [el 2) th (hh | 


一 工 十 工 . 
但 由 式 (8), 有 


把 这 代入 I, 作 变 量 替换 并 应 用 Hardy 不 等 式 ( 见 83.2 定理 (2.14)), 注意 - — 二 < 
0 < +- 二, 便 得 到 
dg dil 
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同 理 可 证 < ol|fl|,. 定理 (1.4) 证 完 . 


通过 完全 同样 的 证 明 可 以 得 到 更 强 一 些 的 结果 , 即 在 相同 的 条 件 下 , 了 是 L?;" 
到 La" 内 有 界 的 , 其 中 p,g 如 式 (10) 所 示 , 0 <7 < co. (读者 如 有 兴趣 , 请 自行 补充 
证 明 .) 利用 这 个 事实 知 Hausdorff - Young 关于 Fourier 变换 的 不 等 式 可 以 加 强 为 

fy < cflly. (11) 
这 因由 刚 叙述 的 加 强 形 式 的 Marcinkiewicz 定理 知 Fourier 变换 是 L?," 到 L?'" 有 界 
的 ， 今 了 = D 即 得 式 (11). 既然 1<p<2<p <o%, 有 日 Lr 对 gq 是 单调 增 的 空间 族 ， 
式 (11) 比 由 Riesz - Thorin 定理 所 得 到 的 
fy < cllfll 

要 好 ( 因 | f lly 一 | 本 < cl| flyp,p)- 


注 指标 bp,g 间 的 大 小 关系 限制 p < gq 是 本 质 的 . 下 面 的 例子 说 明 我 们 不 能 在 
9 < p 情形 应 用 Marcinkiewicz 定理 . 设 a > 0, 定义 工 为 算 子 f 一 re Jf f (dt. 


则 它 是 弱 (p,q) 型 , 其 中 1 <p < oo -=+o 这 因为 


TF) < re tf = 7 1gp<o%. 
但 它 不 是 强 (p,q) 型 的 . 因为 若 令 f(z) = zx-3xim(z),N > 0, 则 
fl s (log N)5, Tf(z) > cr Xt,N] 
ITfill 
i >° 
这 说 明 人 不 可 能 是 (p,q) 型 的 
现在 讨论 涉及 到 i 的 算 子 内 插 . 在 进行 算 子 在 L? 空间 上 的 内 插 时 , 常常 需要 
将 豆 作为 端点 空间 之 一 . 此 时 是 否 还 能 进行 所 希望 的 内 插 呢 ? 回答 是 肯定 的 , 现在 
我 们 来 建立 这 样 的 内 插 定 理 . 我 们 需要 把 Caldero6n 一 Zygmund 分 解 改 述 成 一 种 与 
Hi 的 原子 分 解 可 以 类 比 的 形式 . 


定理 (1.5) 设 feL?,l1<p<wp2 < o0. 则 对 任意 a > 0, 存在 了 的 一 个 分 解 
f(zx) = g(x) 十 b(7z), 使 得 ge LY(R"),b Ee Hi(R"), 且 满 足 
glls2 < car? ?fs, 
olla, < co ?| fl?. 
证 明 对 |fl?(f e L?) 与 az > 0 作 Calder6n - Zygmund 分 解 , 我 们 得 到 
i) R* = QU NNF= Ci 
ii) 9 = QQ7, Qi 是 互 不 重 登 的 方 体 , 满足 


(log N)3-F 一 oo， 


QI=> Gilsga ?ly 
7 
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1 


iv) |f(z)| < ca ae.T ER. 


当 xerF 
9(7) = = fdr， 当 rz € 0;, 


令 hz) = f(z) -9g(z) = f(z) - fa,jxe,(z), 这 样 便 有 
lol = /lwprar + ea) 
p2—p| FID + ec 1 rz)|adr , 
< capz-zlljjp + (证 /人 f( | Qy 


p2 
_ 1 
< car ?|fl+ey (而 / ya Qj| 
7 2 Q; 
< ca? Fflls + c》 azz|@Qj 


< co ?fs + cao} 


< cor -rlf lp. 


为 证 明 be Hi(R"), 先 证 明 Qj(X) = (ca 一 Qi (f(x) — fo;): XQ;(7) 是 一 个 
(1,p) 原子 . 事实 上 , 支 集 条 件 与 消失 矩 条 件 是 明显 的 , 只 须 验 证 大 小 条 件 : 


(证 /sepa 
= (co) |Q;| 页 h f (7) -和 pm 
< (ca) Qi [外 人 yoraj 
< (olGi ( 南 人 rpa + 人 ro 


一 LOD .| 一 了 工 2 " 
< ca |9j| 已 人 f(z) 


< clQil .. 


十 je， 
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而 5 中 原子 系数 的 和 为 
> (eal@ 让 =cae> Il@ilgcalols coat?) 
7 


j 
这 就 证 明了 libllp, < co ?|| fl?. 定理 证 毕 . 


定理 (1.6) 设 1< po<o,T 是 上 映 印 十 Lr 到 了 Rn 上 可 测 函数 的 次 线性 算 子 . 
者 人 了 是 弱 (二 ,1) 型 与 弱 (p2,p2) 型 的 , 则 对 1 <p < po,T 是 L? 有 界 的 . 

这 里 弱 (Hi,1) 型 的 定义 类 似 于 弱 (pi1,pi) 型 , 只 是 在 弱 型 定义 的 不 等 式 右边 , 用 
Hi 范 数 代替 L! 范 数 . 

证 明 根据 定理 (1.5), 作 分 解 f = g++b, 其 中 


|9llp; < co 


上 aa < ca ?fs. 
因此 


{xz € R™ :|Tf(z)| > ao} 
QO QO 
< 2 一 We 一 
< {zeR Tg(zx)| > > hi+|{zreR ol > 了 
< co ?gl + ca lm 


< co “flly. 


这 说 明 , 对 任意 p > 1,T 是 弱 (p,p) 型 的 , 用 Marcinkiewicz 内 插 定 理 , 知人 是 (p,p) 
型 的 , 只 要 1 < p < pz. 证 毕 . 


差不多 用 同样 的 证 明 可 将 上 述 定 理 推广 到 指标 不 必 一致 的 空间 对 的 情形 . 如 下 
所 示 . 
、 1 1 1 1 
命题 (1.7) 设 1=po<pigo%lgro<oop gn 且 一 -一 = 一 一 一 . 
pi1 po 71 7T0 
妈 次 线性 算 子 T 同时 是 弱 ( 豆 ,Zm) 型 与 强 (DZP 7) 型 . 则 对 po < p < pi,r 满足 
1 1 1 


1 
-一 -= 二 一 二 ,了 也 是 (L?,L") 型 
Pp 7 p11 7 
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Marcinkiewicz 内 搬 定 理 , 以 及 其 他 一 些 事实 (例如 算 子 序列 的 极 大 算 子 的 弱 型 
有 界 推出 算 子 序列 的 收敛 ), 说 明 算 子 的 弱 型 有 界 表 现 是 一 重要 的 概念 . 本 节 首先 给 
出 蚤 型 有 界 与 强 型 有 界 的 关系 的 一 个 简单 事实 , 然后 介绍 A. Calder6n 给 出 的 弱 有 
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界 概念 的 一 种 变形 以 及 它 在 算 子 内 播 中 带 来 的 一 个 小 的 推广 . 我 们 本 节 的 对 象 是 定 
义 在 一 般 测 度 空 间 (X,w) 上 某 些 函数 空间 取 值 于 (Y,v) 上 可 测 函 数 的 拟 线性 算 子 . 


定义 (2.1) 设 0<p<o0<7r<g<o,0 <a< wo, 称 拟 线性 算 子 工 是 弱 
(p,q)a 型 的 , 如 果 z 
IFyllzs= = sup ABI?) < lf, (1) 

A 和 >0,EC{|Tf|I>AM},|El<a 


[Tf WLa), = inf {cp,g,a : (1) 成 并 }. (2) 


定理 (2.2) 设 了 是 弱 (p,q)。 型 , 则 Vr <gq,vE CY,|E|<a, 有 


( / Te) < Karal Bl (3) 


且 Kp,q,r,a < Cg,r||T (Lo WLa),. 反之 ， 当 式 (3) 对 茶 六 < 9， vEC Y, IE| <a 成 立时 ， 了 
是 弱 (p,q)。 型 的 , 且 T(ro wro。 入 天 ora. 


证 明 设 式 (1) 成 立 , 简 记 式 (1),(3) 中 系数 分 别 为 c,k. 则 (待定 9) 
0 
/ Tflrav = | EN {TH > Ar-lg》 
E 0 . 
+r | IEN{ITH| > MH GeA》 
0 
Tr Car ™ r—1—g q 
< alo" + er f Xela 


=|BIo+ 一 


4 


d 一 小 


1 
7 or 1 一 二 
-2 (5) lei 


这 里 我 们 已 选 9 = (; - cE|- ?||fllp. 这 样 我 们 已 证 明了 


(rrwj) <crlrla= 
反之 , 任 取 Ec {Tf > 和 , 且 |B|<o, 则 
AEI”* < (/ TV) < KIE|l*-a||fl,, 
MEls < Klfly, le wrs), < K. 


定理 证 毕 . 


404 - ”第 七 章 算 子 内 插 与 内 插 空间 “. 
注 当 户 = 针 = 了 |B|= 1,p 一 gg = 1 时, 形 如 (3) 的 不 等 式 通常 称 为 
Kolmogorov 不 等 式 . 


下 面 讨论 A. P. Calder6n 关于 弱 型 有 界 概念 的 一 个 变形 . 设 (X,1) 与 (Y,v) 是 
两 个 一 般 测 度 空间 . 0 < pi < pa < oo,0 < qi,g2 和 oo,dl 关 go. 设 o 是 平面 上 的 以 


(2 二 ) ,i 二 1,2, 为 端点 的 线段 ,0 为 其 斜率 , 即 


CC 


设 (> > ) 为 线段 上 的 任意 内 所. 设 了 是 定义 于 L?01(X) 十 L?21(X) 上 的 YM(Y) 
中 取 值 的 拟 线性 算 子 . A. Calderbn 对 (X,n) 上 可 测 函 数 定义 了 如 下 拟 线 性 算 子 
so(f0)= | v3)", t eR (9) 
其 中 
p(t, s) = min CAE = (3 SS (5) 
定义 (2.3) 设 pi,gqi, 以 及 拟 线性 算 子 工 如 上 . 称 工 是 (pi,gqi;p2,gq2) 型 的 , 如 


1 1 
t 2sr2, SsS>t. 


果 
(TH)(t) < cS,(f,t), Vf eS(X), (6) 
其 中 S(X) 如 通常 那样 表示 (X,n) 上 简单 函数 空间 . 

我 们 要 指出 这 个 新 概念 比 旧 的 弱 型 有 界 概念 要 弱 . 确切 而 言 , 当 p; < ce 时 ,了 
的 限制 弱 (p;, gq;) 型 , i = 1,2 ( 它 就 是 下 面 引 理 中 出 现 的 5221 到 Li'% 的 有 界 性 , 见 
87.6 习题 3) 推出 了 是 (p1, gq1;p2,92) 型 . 

引 理 (2.4) 设 0<pi<p2< 0%,0<q,g < 0%0,T 是 定义 于 Te (X) 十 
LP2'1(X) 上 取 值 于 .NM(Y) 内 的 拟 线性 算 子 , 且 了 同时 是 L?51(X) 到 Doce(Y) 内 有 
界 的 , 则 存在 仅 依赖 于 线段 o 与 了 的 两 个 算 子 范 数 的 常数 c 使 

(TP) < cSo(ft), i>0, VfeL?l(X)+ Lr (X). (7) 

证 了 明 设 feL?0l(X) 十 L?21(X),t >0 任 给 . 令 


ff) po pp 
f= (19) DF) ) xo, =f fh, B= {> f°(0")} 


则 由 | 户 | = (| 中 一 产 ( 世 ))XE 玖 = 万 ( 红 表示 f*(s) 取 值 1*(t?) 的 那个 区 间 的 左 端 
点 ), 知 


fi(7)= f(T) -F(t), Tt; fi(7)=0 7>t. 
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此 外 也 有 


/| f(t), Tt, 
户 (7) = {0 | 


这 样 六 (r) = 六 (7) + 育 (r)，( 这 个 分 解 的 优点 在 于 /的 非 增 重 排 函数 与 户 户 的 非 
增 重 排 函数 有 如 此 简单 的 关系 . 我 们 下 面 讨论 Im 的 内 插 空间 时 还 会 用 到 这 个 分 解 . 
注意 fi Ee LPil, 则 有 
TI < eTF) (He (5) z 
CA) (< 人 二 ms 人 直人 < os (ft) 
fa) (3 ) < ot Ifole, 
_1 上 pds ™ 1 .ds 
一 ct 22 {/ sr2f*(t e+/ 二 | 

但 因 (注意 p; 入 co) 


£7 t"7 | 
_1 1 lj ln 1 1 
m | t azsp3 lds =—t tp = +t tp =n / t 31 SP1 “ds， 
0 0 


故 得 
ti d d 
(Tfo) (3) < | t a1 sgPr1 广 (四 二 ref t 4a28P2 育 (9) 一 < cS (fo,t). 
于 是 
(Tf)(t) < eso(fit fo,t) = cSo(f,t). 
引 理 得 证 . 


下 面 讨论 价 助 于 这 个 Su 算 子 , 我 们 能 得 到 什么 内 插 结 果 . 先 讨论 5。 算 子 本 身 . 


引 理 (2.5) 设 0<pi<ps < 00,0<gigz < 00, 则 5。 是 定义 在 LPw1(R,)++ 
L?2"1( 民 |) 上 的 拟 线 性 算 子 , 是 ze!l(R+) 到 Leo%(R4) 内 有 界 的 , 也 是 L?"(R4) 到 


747( 了 + ) 有 界 的 ,0 < < oo， (> > ) E 0. 
证 明 注意 w(t,s) 是 + 的 下 降 函 数 , 故 - 


OMOEA 人 ear 
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、 1 1 
现 设 0<r< oo, (2%, ) so 有 
d 


WC 


1 1 1 1 1 1 1 
注意 到 (2 二) = 汪汪 i 二 1,2, 以 及 -一 一 <0, -一 一 > 0, 应 用 Hardy 不 
nN \d di p pi D D1 D po2 


等 式 ( 见 83.2 定理 2.14) 即 得 


lSoflliar ce (f (GF) 2) = cllfllre.. 


t 
这 就 证 明了 引 理 . 
下 面 是 借助 $, 所 得 到 的 Marcinkiewicz 定理 的 推广 . 
定理 (2.6) 设 0<pi<p2<%,0<gi,g 0%0,T 是 L451(X) 到 L945%(Y) 


内 有 界 的 拟 线性 算 子 , 则 对 民 + ) co.0<r<oo 有 


IT fr < clfllimr, vf. (8) 
证 明 这 是 两 个 引 理 的 直接 推论 . 事实 上 , 我 们 有 
IT fier & cso (fro < cf 


注 与 87.1 所 得 到 的 Marcinkiewicz 定理 比较 一 下 , 这 里 唯一 不 足 的 是 要 求 ps < 
co, 其 他 方面 略 有 改进 . 这 里 实质 上 是 由 算 子 7 的 限制 弱 (p;, gq;) 型 推出 式 (8). 这 
里 的 处 理 还 有 一 个 优点 是 引 理 (2.5) 允许 pa = co, 而 这 本 身 就 是 算 子 内 插 的 一 个 新 
结果 . 它 说 明 从 拟 线 性 算 子 的 (po, qo; 00,q2) 型 可 以 内 插 出 它 从 Z27 到 L9” 有 界 , 特 
别 地 Hilbert 变换 可 以 作为 (1,1; co, co) 型 的 例子 . 


87.3 ”内 插 空间 的 实 方法 


内 插 空 间 与 算 子 内 插 研 究 的 是 同一 类 问题 , 只 是 角度 不 同 于 了 . 内 捅 空间 问题 
的 一 般 的 提 法 是 , 给 定 两 个 线性 拟 赋 范 空间 对 (4o, 41)，(Bo, B1), 我 们 要 寻找 ho 与 
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Ai, Bo 与 Bi 的 “中 间 空 间 ”A, B, 使 得 Ao + 41 到 Bo + Bi 内 的 线性 算 子 T, 只 要 
在 4; 到 Bi 是 有 界 的 , ; = 0,1, 则 它 必 是 4 到 B 有 界 的 . 这 种 空间 就 称 为 内 插 空 
间 . 内 插 空间 理论 的 目的 就 是 把 这 些 中 间 空 间 刻画 出 来 . 

我 们 从 内 插 空间 的 一 般 概念 开始 , 称 拓扑 向 量 空间 4 与 41 是 相 容 的 , 如 果 存 
在 Hausdorff 空间 4Y, 使 得 ho 与 4A1 都 是 oy 的 子 空间 . 如果 ho 与 41 是 相 容 的 空 
间 对 , 那么 可 以 定义 它们 的 和 与 交 


4o+4={a:a=ao+alaoce4oalc Ai}, (1) 
Aof |Ai 一 {a :QE Ao,a C Ai}. (2) 


下 面 我 们 主要 考虑 拟 赋 范 空间 , 除非 特别 申明 , 空间 两 字 就 指 这 样 的 空间 . 线性 空间 
4 称 为 拟 赋 范 的 空间 , 如 果 其 中 定义 了 一 个 拟 范 数 . 所 谓 拟 范 数 与 范 数 的 差别 , 仅仅 
年 苑 数 的 次 可 加 性 (对 应 于 距离 的 三 角 不 等 式 ) 换 为 如 下 弱 次 可 加 性 : 


lz + yl < cilzll + yl), vz,y. 
对 相 容 的 空间 对 4o, 41， 


lallaona = max(llallao, lallai ); (3) 


lallao+ai = sinf 《loolao + llailla), (4) 
二 Qo 十 Ql 


QO0EAO0,Q1EAT 


分 别 定义 了 ho 门 41 与 4o + 4; 的 拟 范 数 . 当 ho 与 4A1 是 完备 拟 赋 范 或 是 Banach 
空间 时 , 4o 门 4; 与 ho + 41 也 是 完备 拟 赋 范 或 Banach 空间 . 下 面 我 们 常 记 相 容 空 
间 对 (ho, 41) 为 4, 类 似 地 B = (Bo, B1). 

我 们 称 荆 是 A4 到 B 有 界 的 , 如 果 了 分 别 在 4 , 4; 的 限制 7T4 : Ao 一 Bo, Tha, : 
41 一 Bl 是 有 界 的 . 此 外 通常 用 | 记 工 ; 4 一 B 的 算 子 范 数 . 显然 


[T4064 A1,Bo+Bi < max(||T'|| a6,Bo, Ta1,81); 
[Taonai,BonB: < max(||Tl|ao,Bo, Za Bi) 


定义 (3.1) 人 讽 4 = (ho, 41) 是 相 容 空间 对 , 称 空间 4 为 4 的 中 间 空 间 , 如 果 

A(A) Cc Ac (4), (6) 

其 中 A(4) = ho 门 41,5(4) = 4o+4i. 称 4 为 4 的 内 插 空间 , 如 果 4 是 忒 的 

中 间 空 间 , 且 当 了 TT; 4 -A 有 界 时 ( 即 工 限制 在 4; 上 是 有 界 的 , i = 0,1), 必 有 

T:A 一 A 有 和 界 . 称 4 与 BB 是 A 与 B 的 内 插 空间 , 如果 4,B 分别 是 4,B 的 中 间 

空间 , 且 当 人: 4 一 BB 有 界 时 ( 即 工 限制 在 4 上 是 到 B; 内 有 界 的 , i = 0,1), 必 有 
T 了 :A 一 B 有 界 . 称 为 型 6 的 (0 < 9 < 1), 如 果 


(5) 


一 0 0 
[Ta,s < clTllaop, Za es 


- 408 . 第 七 章 算 子 内 插 与 内 插 空间 


式 (5) 说 明 入 (4 与 入 (万 ) (以 及 A(4) 与 A(B)) 就 是 4 与 B 的 内 插 空间 . 此 
外 我 们 提请 注意 , 当 4 与 B 是 4 与 B 的 内 插 空间 时 ,并 不 意味 看 A,B 分 别 是 A,B 
的 内 插 空 间 . 
本 节 将 介绍 实 内 插 方法 中 的 K 方法 与 J 方法 . 我 们 首先 定义 KK 泛 函 及 其 决定 
的 空间 . 
定义 (3.2) 设 4 = (ho,A1) 是 相 容 空 间 对 ,0 <t<o, 则 下 泛 函 定 义 为 
Kl(t,a) = k(t,a; A) = inf{llaol|ao +tllallai :4 =a0o+al,ai EAi,i=0,1}. (7) 
易 知 对 每 个 t > 0 固定 , K(t,a) 是 (4) 的 一 个 等 价 拟 范 数 . 对 固定 a e 
ho + A1, KK(t,a) 是 上 的 连续 增加 四 函数 , 且 
min(l, 站 allao+4i < K(t,a) < max(1,t)||al| 4ao+ai, (8) 
且 当 QE Aof|Ai 时 ， 有 
K(t,a) < min(1,t)lalaonas (9) 
这 些 可 如 下 得 出 . 设 ti < to, 则 对 a 的 任 一 分 解 a = ao 十 a1, 有 
Kl(t1,a) < llaollao + tillailla, < llaollao + tollaill a 


这 说 明 到 (t,a) 单调 增加 , 设 <t<t2, 则 
t2 一 


t 
pt (oolao + tilarla) + 


tt 
——— (llaol|ao + t2llaillai) 
to 一 —t1 


t2 
= |aollau 十 攻 all4i， 


对 所 有 分 解 两 边 取 inf 即 得 
to —t t—ti 
Ds Kltno) + 
这 说 明 K(t,a) 是 四 的 , 因而 也 自动 是 连续 的 . 


既然 va e ho 门 4A1,a 有 分 解 oc=0+Ta=a+0, 故 


K(t2,a) < K(t,a). 


K(t,a) < min(|laollao, tlaillai) < min(1,t) max(llaollao, aill 4): 


这 证 明了 式 (9), 断言 证 毕 . 
现 设 0 了 BR,0 <g << oo. 我 们 由 K(t,a) 定义 出 如 下 空间 . 


定义 (3.3) 设 4= (4o,41) 是 相 容 空间 对 , 9,g 如 上 . 定义 
(Ao, Ai)oa rk = {a€ Ao + Ai:lalloar = 互信 oz < o%}, (10) 
L, = LL9 (@0.00) “) ， 0<g<o. (11) 


简 记 (4o, Ai)o ok 为 Ko (A). 
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我 们 先 给 出 空间 Ke,s(4) 的 一 些 初等 性 质 . 


定理 (3.4) 天 oo(4) 有 如 下 的 初等 性 质 . 
(a) 当 g < o00,0 4 (0,1), 或 g = oo0,0 4 [0,1], 则 Ko,(2) 仅 由 零 元 构成 
(b) (Ao, Ai)gar = (A1, Ao)1_00.Kk: 

(cl ho 门 4A1 C (ho,Ai)jeok Cc 4o+41 特别 当 4o = 4 


(4o,41)ov 天 三 40 = Ai. 
(dq) 存在 C 一 CO0 .9)， 使 Va C (Ao, Ai)g,ag Kk, Vt, 有 
Kl(t,a) < ct llallo ok. 
(e) 当 0<0<1,0<p<ggo, 则 
(Ao, Ai)g pK C (Ao, Ai)go, rk. 
(有 站 设 AoCcAhi,0<0<56<1,0<w,g<<o, 则 
(Ao, Ai)g gr C (Ao, Ai)sp Kk. 
证 明 (a) 由 下 式 推 出 
lalas+aal 一 min(1,t)llz, < llalle,g,x, (12) 
显然 在 (a) 中 所 述 指标 范围 内 , 对 非 零 元 a, 左边 为 oc. 
(b) 由 Kl(t,a; Ao, 41) 一 t 开 (ta;41, 40) 得 . | 
(c) 式 (8) 即 说 明 Ke (4) C 40 十 41， 式 (9) 即 说 明 40 门 4: C_ Ko (4). 
(d) qd = oo 时 是 显然 的 ; g < co 时 有 
t™?K(t,a) = cK(t,a) (ff se) “ 


S 


wa(f (KE ) 
(EK 


= C0,qllall@,, x 


(e) p <g= oo 时 的 断言 已 蕴含 在 断言 (d) 中 , 设 g < co, 有 


alloar < sup(t™ K(t,a) 3 (/ (KC, oO) ) 
t>0 0 1 
< Co,qllalle,p,K. 
(有 设 Ao Chi, 则 Vae Ahi, 有 KK(t,a) < tialla. 故 


lallao+a = KU1,f) < llalla,. 
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此 外 存在 a 的 适当 分 解 使 laollas +llaala < cllall4644, 从 而 


alla: < kai(llaolla; + Naillgi) & kai(cao,aillaollao + laillai) 
< cllal| ao+4; 


这 说 明 41 = 40 十 41. 现 设 QE (Ao, Al)e co， 则 ( 记 C 一 C8,0,p,q) 


t 


1 5 oo 1 
< cllalla, (/ frradt + csup(t™?K(t,a)) (/ fed 
0 t>0 1 


< cllall ao+A1 + cllallg,oo,k < cllallg,w,k < cllallg,a,r- 
这 完成 了 定理 的 证 明 . 


我 们 已 经 设计 了 一 个 实 内 插 方法 , 所 谓 KK 方法 . 现在 我 们 证 明 这 个 方法 满足 作 
为 一 种 内 插 方 法 的 基本 要 求 ; 即 对 于 每 个 从 40 + A1 到 Bo + Bi 内 的 线性 算 子 , 当 
T 是 4 到 B, 内 有 界 时 , 一 定 也 是 Kes(A) 到 Ko.s(B) 内 有 界 的 , 按 前 面 的 术语 , 妈 
Ko (如 与 Kes(B) 是 元 与 巨 的 内 插 空间 . 


定理 (3.5) 设 4= (ho,A41),B = (Bo, Bi) 是 两 个 相 容 空 间 对 , 0,g 是 允许 指 
标 , 则 Ke (2A) 与 Keo(B) 是 4 和 万 的 型 为 0 的 内 插 空 间 . 


证 明 首先 Ko (4), Kes(B) 分 别 是 4,B 的 中 间 空 间 , 这 由 定理 (3.4) 的 (c) 知 . 
现 设 醋 是 4 到 B 内 的 线性 有 和 界 算 子 ( 即 卫 是 ho + 41 到 Bo 十 Bi 内 线性 的 , 且 
限制 在 4; 上 是 到 B; 内 的 有 界 算 子 , i = 0,1). 我 们 要 证 了 限制 在 Ko,s(4) 上 是 到 
Kg,a(B) 内 有 界 的 . 设 os Ao 二 Ai,a = ao 十 al 是 其 任 一 分 解 , 则 Ta = Tao + Tal 
便 是 Ta 的 一 个 在 Bo + Bi 内 的 分 解 . 现在 要 佑 计 K(t,Ta : B). 我 们 有 

K(t,Ta;B)=, 迎 E (lbollso + thls,) 
< _inf (llTaollpo +tllTaills,) 
< 


Q 一 Q0 十 Q1 


inf (Mollao|| a, + tMi |aa |a1) 


a=a0o+tal 


M1: 一 
一 MokK [(—t,a,A 13 
0 ( 记 ) 这， ) ) 


” dt\? 
alex = (/ (t-0K(t, Ta; 5) ) 
0 


1 
29 M NAN1IdtNY 
em (er (ee) 
0 Mo t 
一 calle sz 


这 承 证 明了 定理 . 
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注 定理 中 考虑 的 了 是 线性 算 子 . 但 实际 应 用 中 遇 到 许多 拟 线 性 算 子 . 定理 对 
如 下 一 类 拟 线性 算 子 了 是 适用 的 . 记 (4,B) 为 4o + 41 到 Bo + Bi 内 的 所 有 那 
些 拟 线性 算 子 人 的 集合 , 它们 满足 

(ao) 工 是 4; 到 B; 内 有 界 的 , 界 为 M;,i = 0,1: 

(0) 对 a € ho 十 hi 的 任 一 分 解 a = ao +al, 存在 Ta 在 Bo 十 Bi 中 的 对 应 分 
解 Ta = bo + bi, 使 得 ||6;||p, < crMillailla,, i = 0,1. 则 本 定理 中 的 算 子 了 可 以 是 
学 (4,B) 中 的 算 子 . 这 因为 式 (13) 的 推导 仍然 有 效 , 只 是 不 等 式 将 是 


K(t,Ta;B) < crMoK (未 we ,， vt>0. (14) 
0 


这 样 的 算 子 类 .2(4, 互 ) 有 下 述 例子 . 设 Bj;,; = 0,1, 是 同一 测度 空间 (Y,v) 上 由 可 
测 函 数 构成 的 拟 赋 范 空间 , 其 拟 范 数 满足 “次 序 保持 ”性 质 , 即 


则 多 (4,B) 就 是 所 有 那些 4o + 41 到 Bo + Bi 内 的 拟 线性 的 , 且 限 制 在 4; 上 是 到 
B; 内 有 界 的 算 子 , i = 0,1, 我 们 来 验证 上 述 (5) 中 所 要 求 的 性 质 . 设 a = ao +ai 是 
aeE4o+4 的 任 一 分 解 ， 了 是 40+4i 到 Bo+EBi 内 的 拟 线 性 的 且 限 制 在 A; 上 是 
到 B; 内 有 界 的 算 子 , 记 Ta = Tal, 则 

~ T'(ao 十 Q1) ~ 7T(ao 十 Q1) ~ 


Tm ta) = T(ao) 十 Flar) oo) " 7T(ao) 十 Flar) oth 


注意 由 T(ai) e Bi; 以 及 Bi; 的“ 次序 保持 ”性 质 以 及 
T(ao 十 al)(T(a0) 十 T(a1))-! < cr (7 的 拟 线性 ) 
可 知 


b; = Tl%0 +t oy) Fa E B;, 1=0,1, 
T'(ao) 十 了 (ai ) 
且 


lbillp, < crllT(ai)l|B; < GMillail|a;, 1= 0,1. 
这 样 T(ao + a1) = e (Wbo(y) 十 ew3(Wbi(y) 便 是 -22 中 算 子 所 要 求 的 分 解 . 
下 面 还 有 两 个 有 关 Ko v(4) 的 简单 事实 . 
定理 (3.6) 设 4 是 完备 的 拟 赋 范 (或 Banach) 空间 对 , 9,g 在 允许 范围 (对 
Banach 空间 情形 ,1 < gq < oo0). 则 Ko (4) 也 是 完备 拟 赋 范 (或 Banach) 空间 . 


证 阴 :jos 成 为 拟 范 数 (或 在 Banach 空间 与 1 < g < co 情形 为 范 数 ) 是 
显然 的 , 只 需 证 完备 性 . 设 {an} 是 Ko v(4) 中 Cauchy 序列 , 则 也 是 4o + 41 中 
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Cauchy 序列 , 故 有 ho + 4A1 中 的 极限 a. 对 任意 6 > 0, 存在 ns 使 当 n,m > ns 时 有 
lan 一 amlleok < 6. 而 对 s,N 固定 有 


| /eea- | 


N q 
和 clan 一 am|llev 开 十 c (/ (£0K(t, Q 一 1 
由 式 (8) 知 上 式 右 边 第 二 项 当 m 一 oo 时 极限 为 0. 故 


at\" 


N q 
(/ (t™ K(t,a 一 on < C0, Vs， N, vn > 


这 证 明了 la 一 Qn||g,g,K 一 0, 当 NO OO 时 . 定理 获 证 . 
定理 (3.7) 设 0,9 在 允许 范围 , 4 是 相 容 空间 时 , 则 
laloa x < o0allalliz? al,, Vae Aon 4 (18) 


证 明 考虑 (C,C) 这 一 相 容 空间 对 , 根据 定理 (3.4) 的 (c) 知 它 与 C 等 价 ( 范 
数 的 等 价 系数 依赖 于 9,g)， 每 个 a e ho 门 41 定义 了 C 到 4; 内 的 有 界线 性 算 
子 T(A) = Xa 和 EC, 范 数 为 M; = |lal|a;. 由 定理 (3.5) 知 了 也 是 (C,C)e,o,k 到 
(ho, A1)o ok 内 有 界 的 , 界 不 大 于 cMi -AM 但 工作 为 C 到 (ho, Ai)gar 内 的 算 
子 的 范 数 即 lalle v zf: 这 证 明了 定理 . 


下 面 我 们 讨论 J 方法 . 它 也 可 以 对 拟 赋 范 空间 进行 , 且 定 义 空 间 的 指标 9,g 的 
范围 与 K 方法 相同 , 只 不 过 对 拟 赋 范 空间 与 gq < 1 情形 讨论 要 麻烦 些 . 这 因为 我 们 
要 对 无 穷 和 (或 积分 ) 的 拟 范 数 进行 估计 , 这 时 要 用 到 范 数 次 可 加 性 , 这 对 拟 范 数 是 
不 行 的 . 因此 必须 对 拟 赋 范 空间 改 赋 一 个 等 价 的 > 范 数 , 即 满足 次 可 加 性 , 但 只 是 > 
齐 次 的 范 数 || .| 即 


lz + yll < lzll + lyll, lAzll = A lzll, 


然后 才能 平行 地 对 拟 赋 范 空间 以 及 g < 1 情形 讨论 7/ 方法, 见 J. Bergh 与 J. Lofstrom 
的 书 [BL]. 为 了 简单 起 见 , 下 面 我 们 仅 考 虑 赋 范 空间 的 相 容 对 4 = (ho, 41), 以 及 
0<cR (事实 上 9 € [0,1]),1 < gq < o% 和 情形. 

设 = (ho, 4;) 是 相 容 的 赋 范 空间 对 , 0 < 上 < ceo, 定义 J 泛 函 为 


T(t,a) = J(t,a; A) = max(llal| ao, tlallai), (16) 
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显然 , 对 固定 的 t, J(t,a) 是 和 (A) 的 等 价 范 数 . J(t,a) 是 t 的 正 的 , 增加 的 凸 函 
数 日 对 t,seR+ 有 


J(t,a) < max(l1,t/s)J(s,a), (17) 
Kl(t,a) < min(1,t/s)J(s,a). (18) 


定义 (3.8) 设 4= (ho0,41) 如 上 ,0<0<1,1<g<o%w, 定 义 


(Ao, em ) : lalle,g,s < co 


其 中 a 可 以 表 为 a= 所 全 (积分 在 (A) 中 收敛 ), u(t) < A(A), 对 t 可 测 , 同时 
jah qs 一 inf|t 7(t, u(t))lz, z (19) 
下 确 界 是 对 一 切 表达 式 a= / 久 全 而 取 的 


类 似 于 K 方法 , 记 6,(A4) = 人 41)ev 7. 我 们 有 

定理 (3.9) 设 0<0<1,1<g< oo,T 是 ho +Ai 到 Bo+Bl 的 线性 算 子 ， 
Is = Mi, i=0,1, 则 了 工 是 jo,(4) 到 .js(B) 内 有 界 的 , 且 其 界 < M1-?M9. 
且 当 aeAC4) 时 ,有 


lallea,r < cs "J(s,a; A). (20) 
证 明 显然 , lallevy 是 范 数 . 对 a € (ho, Ai)e,a,y, 由 于 全: (4) 一 了 (五 ) 有 界 
线性 , 有 ， 
人 t 人 t 
Ta =-7(/ uD) =-/ Tult) 
在 3(B) 收敛 , 而 


Tt, Tu(t)) = max(|Tu(t) lo, tT ult),) 
< Momax (ul,t3R le ) 
< MoJ ( 刀 ， ut) , (21) 
经 换 元 , 对 ult) 取 下 确 界 , 便 得 
Tralee < ME- M? lalloa,. 
注意 到 当 a e A(4) 时 , 有 


1 We 1 三 。 四 于 
log2| tt log2 [2 


由 (17) 便 可 推出 (20). 定理 (3.9) 证 完 . 
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下 面 我 们 要 证 明 关 于 K 泛 函 与 7 泛 函 的 一 个 等 价 定理 .为 此 , 我们 需要 
(Ao, Ai)g,g,K, (Ao, Al)g,g,J 范 数 的 离散 刻画 . 
记 序列 空间 M9 为 


X00 = I :Iow) lo.s = [ee < 中 (22) 


引 理 (3.10) 设 ae 2(4),ay = K(27,a;A), 则 ao e (ho,Ai)gax 当 且 仅 当 
(ay) E X9, 且 


2 log2l(osjllxev < llalle,a,r < 210g2||(o)la0,s. 
证 明 由 于 
DZ 十 + 
adt 
oox= 人 三 人 [t-9K(t, a)l? 4) 


以 及 
K(2’,a) < K(t,a) < 2K(2°,a), 2 <t < 2+1, 
便 得 


2-09 Oo, St IK(ta) <2.2 "90,, 2 <tg2+t), 
由 此 便 得 引 理 (3.10) 的 结论 . 
引 理 (3.11) ae (ho, A1)gwJ 当 且 仅 当 存在 we A( 候 ,-oco < < oo, 使 
a 二 Pw (在 (4) 中 收敛 )， 
且 (J(2*,wv)) EX. 进而 


|alle,a,7 ~ inf (|(7(2°, wr )) a0. (23) 


2 


证 明 设 ae (ho 4ijoom 则 有 a= /uD 记 凡 = 记 
ww. 由 (17) 知 


守则 a= 


(Ga = (2-72 ,1))? 


LV 
ov 二 1 


dt 
< 3 te J(t, vt)] 2 一 1 


一 of -97(t, ult) 玫 


六 
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因此 
inf (7(2°,w)) 0 < dlallo, 
反 过 来 , 设 a = 2 使 得 (J(2?,w,)) € X89:4. 定义 u(t) = wlog2, 当 2* <t< 


i 
2 则 a = /Yul) 字 . 这 时 


DZ 十 工 


: 
-OJ -OJ( 
ft (t, u(t))]! -二 | [ 红 -7 人 )] 一 
< cy》 (2-7 J(2", oo)]2， 
从 而 
lalle,a,r < cinf (7(2”, ww)) Nes- 
引 理 证 毕 . 


引 理 (3.12) (内 插 论 基本 引 理 ) 设 min (» + K(t,a) 一 0, 当 上 一 0 或 上 一 oo， 
则 对 任意 s > 0, 存在 表示 


a= Du (在 》 (3 收敛) ， 
使 得 
J(2 Up) < (r+e)K(2",a), 
其 中 7 < 3 是 万 有 常数 . 
证 明 对 任意 v, 存在 分 解 a = aov + al 使 
|a0,vllao + 2° a, via < (1 + eK(2", 0a). 


因此 


|ao,v | 4。 > 0, 当 一 一 DO) 
aa zla， 一 0, 当 Z 一 十 09. 
记 
Uy 一 CQ0p — QQ0v—1 = 1,v-1 ~ QW1,v: 
则 we A(A4), 生 


M 


Q 一 > Uv = QA0M+ QA0-N-1 = QA0,-N-1 QA1,M. 
_N 
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故 

M 

K 区 一 > < |lao,_N-illao +laaaxl4， 

_N 

令 N, MM 一 oo, 便 得 
十 OO 
Q 一 ov (在 2 (4) 中 收敛 )， 

并 且 


712 oj) < max(|looz|ao 十 |ooz-iao 2 (Man,v—illa + llai,vlla)) 


< 2(1 +e)K(2”,a). 
引 理 (3.12) 获 证 . 


定理 (3.13) (等 价 定理 ) 若 0 <0<1,1<g<o%, 则 (ho,Ai)pork = (40， 
A1i)g,g.7, 且 范 数 等 价 . 


证 阴 设 Q EE (Ao, 41)o yy， L 二 hb ud), 由 (18) 知 
Keos | K(t, uls)) <|/ min(1,t/s)J(s, us)) 


=-/ min(1, s71)J(ts, ults) 


寻 此 


< CAO l 人 se min(1, 7 1) 
=c (f ee aoe) . 


为 证 反问 不 等 式 , 由 Kl(t,a) < cg.at |lallo or 知 min (4 1 K(t,a) — 0, 当 t+ 一 0 
或 上 一 co. 由 引 理 (3.12), 存在 表示 a = ~w, 使 得 
12° ,uy) < (r+e)K(2",a). 


故 
17(2”, Uv )|| 和 e,a < (7 十 e)lK(2", Q)|| Mo,a. 
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再 用 引 理 (3.10), (3.11) 便 得 
alleoy < cllallg,a,r. 

证 毕 . 

有 了 等 价 定 理 ， 我 们 便 可 以 使 用 记号 (Ao, 41)6 与 范 数 | . |ev， 而 无 需 标 明 它 
们 来 目 KK 方法 还 是 J 方法. 

下 面 将 要 证 明 的 欠 代 (又 称 稳 定性 ) 定理 表明 , 重复 使 用 内 插 所 得 到 的 结果 合乎 
人 们 愿望 , 这 与 通常 线性 插值 的 结果 相同 . 

定义 (3.14) 设 4 是 赋 范 空间 相 容 对 ， X 是 4 的 中 间 空 间 . 

(人 ) 称 Xe Gxk (0, A), 如 果 K(t,a; 4) < ctllallz; 

(ii) 称 铸 € 多 1(9, 4), 如 果 llallx 和 ct~J(t,a; 4), 其 中 0 入 0 入 1. 如果 XeE 
C1(0; A) (NCEk(0; A), 则 记 X € 多 (0; 4). 

定理 (3.4) (d) 与 定理 (3.9) 表明 , (ho, A1)oo e 多 (6; 用, 只 要 0 <0<1. 从 定义 
容易 看 见 , Ao e 多 (0; 4), Al < €(1; A). 


定理 (3.15) (迭代 定理 ) 设 亏 = (4o, 41), 卫 = (Xo,X,) 是 赋 范 空间 相 容 对 
且 xX; 完备 ， Xj E YL(0;; A), 0 < 0; <1,7=0,1, 0 A 01, 


/ 


9=(1—D00+n0, (0<n<1). (24) 


则 对 任意 1 < gq < o, 有 
(Xo, X1)n,g = (Ao, 41)6 


特别 地 , 如 果 0 < 9; < 1 (ho, 41)e,,o, 完备, 则 
((Ao, Ai)go,go, (Ao, Ai)ei,g1 )n,q = (Ao, A1)e,g- 
这 里 空间 的 相等 缠 含 了 范 数 的 等 价 . 
证 了 明 设 a=a0+alEe (Xo, Xi)na, 0; € Xj, j=0,1. 由 Xie YZ(0;;A), 有 
K(t,a.; .A) < Kl(t,ao; A) + Kl(t,ai; A) 
< c(t lallxo + élallx,), 
二 员 , 得 


Kl(t,a; A) < cto 天 (to a; XX), 


(f ras a 2 


1 
(让 
0 


= cillall(xo,x1)n,e: 


换 元 , 并 注意 到 1 = > 
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反 过 来 , 设 a € (4o, 41)ov. 注意 到 9 一 00 = nm(91 一 00), 我 们 有 


lol -ec (00) K(t01-00, @; HR) (25) 
(Xo,X1)n,g 0 ” t | 


为 估计 被 积 函 数 , 考虑 表示 a = /2* ul 四 全, 应 用 (18) 得 


0 61 一 0 二 6 61 一 6 一 dsS 
t°K(t’! ?a;X)< toK(t! "vu(s);X)— 
0 S 


全 oo 本 91 一 00 ,000 fy, 、 ds 
< / t ( (2) | 7 
类 似 于 前 面 的 讨论 , 条 件 X; e .2(0;, A) 也 推出 
J(s01-0, vu(s); XK) < cs J(s,u(s); A). 


这 样 便 得 


rma Dee mn (OO) ) ud De 
代入 式 (25), 换 元 , 便 得 : 本 


OO 
al xa ge /| jo min(g -9,0-0:) 
.0 


al (xo,x1), , < cllallaoai)o sy 


定理 (3.15) 证 毕 . 


我 们 上 面 已 在 赋 范 空间 的 范围 内 , 以 及 g > 1 情况 下 结合 运用 K 方法 与 7 方 
法 而 得 到 了 实 方法 内 插 的 迭代 定理 . 正如 我 们 指出 的 , 由 于 J 方法 可 以 突破 空间 范 
围 与 指标 范围 的 上 述 限制 , 因此 迭代 定理 事实 上 也 在 拟 赋 范 空间 与 0 < a < oo 情形 
成 立 , 有 关 进 一 步 事 实 参见 87.6. 

下 面 我 们 考虑 对 偶 空 间 , 这 个 问题 一 般 而 言 只 能 在 Banach 空间 范围 内 讨论 . 


定理 (3.16) 设 (4o,41) 是 Banach 空间 的 容许 对 , A(A) 在 40, 41 内 稠密 ; 则 
A(A)=>(A), (FA) = A(A), 其 中 4 = (A, 41), 4A* 表示 4 的 对 侦 空间 . 进 
一 步 , 有 


水 |(a*,a)| 
la sx) 一 SUpP 上 al ) 
aeAO lallAA) 

- 0 ,0Q 

Java = sup Ko 


a€E5(A) lallsay 
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证 明 我 们 只 证 明 第 一 个 公式 , 第 二 个 的 证 明 完全 类 似 . 
设 a* € (A*), 且 a* = 二 af, a* € A*, 则 对 aeA(A), 有 


(a0, 0)| + l(a1, @)| 


| 
(laollas + llailla:) max(llallao, llalla), 


(0a, a)| 


八 八 


因此 a* e A(4)*, 且 le*l A 系 S los *): 
反 过 来 , 设 1s A(A)*, 即 对 任意 ae A(A), 有 
i(a)| < lA: lalla cay: 


考虑 双 线 性 形式 
A: (a0,01) 一/ (2 ) 


它 定义 在 已 = {(aoaije 4064i:ao = al, 它 对 4o64; 的 范 数 max(||aol|lao, ailla,) 
是 连续 的 , 用 Hahn - Banach 定理 ,存在 (a*,a*) e 4x @ A*, 使 得 


laollao + llailla; < eay:, 


并 且 
A(a0,a1) = (ax,ao) 十 (ayal)，V(ao,al) EE. 


取 U0 二 Q1 二, 便 得 到 
l(a) = (a0,0) + (ai,0) = (a + a1,0), a € A(A). 


令 1= a$ 十 af, 便 推出 1e (4*), 且 lls) < am 定理 (3.16) 证 完 
由 定理 (3.16) 可 知 \ 


| a)| 
Kl(t,a’; Ao, A1) = sup ， (26) 
( ) ! a€EA(A) J(t-1i,a; Ao, 41) | 
(a*, a)| 
J(t,a'; Ao,A1) = sup . (27) 


引 理 (3.17) 当 9 < co， 0 <0<1 时, A(4) 在 (ho, 41)o。 中 稠密 . 
证 明 设 ae (ho,Ai)e,a. 这 时 有 表达 式 a = jw, 其 中 we€ A = (4), 使 得 


Pe) | < co. 
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因此 


局 | 呈 


N 
Q 一 >》 Wy 
—N 
引 理 (3.17) 得 证 . 


定理 (3.18) 设 4 是 Banach 空间 相 容 对 , A(4) 在 ho, 41 中 稠密 , 0 < 9 < 
1， l < d < Oo， 则 | 


< | >》 ey 一 0, 当 N OO. 
0,g zl>N 


(Ao, 41)gv = (A0, 41)69， 
其 中 =+ 二 =1 
dg 4 
证 阴 我 们 将 证 明 
(Ao, 41)g v 7 C (A1, A0)1-0,g,K, (28) 
(Ao, 41)6 ok 一 (41， 40)1-6,g 7 (29) 
应 用 等 价 定 理 与 定理 (3.4) 的 (5), 便 得 定理 所 要 证 的 结论 . 


先 证 (28). 取 a* e (4o,41) 7 由 于 a* e A(2A)* = (A ), 应 用 公式 (26), 对 
任意 s > 0, 存在 b, e 和 A(4), 使 得 b,, 关 0， 


K(2™’,a*; A*, A*) — emin(1,27*) < (J(2°,b,; Ao, A1)) (a*, b,). 
考虑 任意 非 负 序列 (av) s 和 6", 并 令 
au = 》 (JT(2°, by; Ao, A1)) owb,. 
则 Qo E (Ao, A1)g,g,J) 此 外 ， 
(a*,Qa) 之 >》 [区 (2 ar*; A:, A*) — emin(1, 2-")]a,, 
注意 到 laolle,a,y < cl(oz)lxew， 有 
(a 0) sel(aojlssslaorlasany 
由 于 K (2 ,a*; A:, A*) = 2-YK(27,a*; A*, A;), 便 得 到 


5 20K(2’, a*; AY, AS) — emin(1,2°)] < cl(ow)l0.ela" eos , 
已 知 按照 (a, 8) = 况 2-*ay . B,, X94 是 1-09" 的 对 偶 空间 , 再 根据 < 的 任意 性 , 有 


K(2”,a”*; 4 人) € AL-29 ， 
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这 就 证 明了 (28). 
为 了 证 明 (29), 取 a* < (A¥, A485)1_6,q',7. 记 
六 = (在 227 = 人 A(D)* 中 收 全 


2 


因此 ， Va € (Ao, Ai)o a rk 有 
(a*,a)| < la, < > Ta Ad, AT)K(2’, a; Ao, A1). 


由 于 
J(C2- a%; As, AY) = 2 71(2", a?; AY, A), 


有 
(a*,a)| < 2 “.J(27， ar; A*, 43 天 (27，a; Ao, 41)， 


这 就 推出 (29); 定理 (3.18) 证 完 . 
87.4 ”内 插 空间 的 复方 法 
给 定 Banach 空间 对 4 = (ho, A1). 考虑 定义 在 
S={zeEC:0<Rez<1} 


上 取 值 2(4) 内 的 函数 f, 它 在 5S = {z eC:0 < Rez<1} 解析 ,在 SS 有 界 连续 , 且 
t 一 f(j 十 认 )(j = 0,1) 是 及 到 4 的 连续 映射 ,并且 f(j 十 认 ) 一 0, 当 上 一 oo. 全 体 
这 样 的 函数 记 为 多 (4). 这 是 一 线性 空间 . 定义 范 数 


Hz = max (sup lf(iD eosup (1 + Wa ) (D 
引 理 (4.1) 大 ho,A1 是 Banach 衬 间 , 则 多 (4) 是 Banach 空间 . 
证 明 设 >lfnls < oo 由 访 (2) 在 2(4) 有 界 , 知 
| 和 (2 川 二 < max (sup fnlit) lz), sup fn(l+ Ds ) ) 
而 A; C (A), 故 


Is < max (sup fa(iDl a sup fa( + Dla ) 
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已 知 2(4) 是 Banach 空间 , 上 述 不 等 式 说 明 ， > 所 在 5 上 按 (4) 的 范 数 一 致 收敛 
于 某 个 f, 同时 f 在 5 连续 有 界 , 在 5S 解析 . 进 一 步 , 由 fn,(j 十 雹 | < fnl|z 知 ， 
2 fn() ++ 计 ) 在 A; 对 t 一 伐 收 售 到 f. 因此 f(j 填 认 € hj;. 于 是 台 f 在 多 中 收敛 
到 f, 且 

fls < >》 lfrls < oo 


定理 (4.1) 证 完 . 
定义 (4.2) 设 4= (ho,A41) 是 Banach 空间 对 , 对 0<9<1, 定义 
[4o, 4A1je = {f € (4) : 存在 Fe 多 (4A), 使 得 F(0) = f}. (2) 
并 定义 
aa = inf{llFlls : F € 2, H F(0)= f}. (3) 


定理 (4.3) [ho, hile 是 Banach 空间 , 同时 也 是 型 9 的 内 插 空 间 . 


和 证明 由 于 |F(9)||scay < fz, 线性 映射 一 F(9) 是 由 多 (4) 到 24) 上 的 
连续 映射 . 令 Ne = {FF :Pe 多 (加 ,PF(0) = 0}, 则 [4o, hile 与 商 空间 F( 加 /Ng 等 
距 同 构 . 由 Ne 是 闭 的 推出 [4o, hije 是 Banach 空间 . 根据 上 ja = IF(0)l|sa) < 
Fg, 可 得 [Ao, Aile C (A ). 用 外 ， 取 F(z) = = es(2- 0) 上 则 FP(O ) = f, 且 上 ae 

<|rlls < c| fl Aa 因此 A(4 4) C [Ao, 41je. 这 恕 证 明了 [Ao, Aile 是 Ao, 41 的 中 间 
空间 . 
我 们 来 证 明 [4o, 4ije 是 4 的 型 9 内 插 空 间 , 设 工 是 由 4; 到 4; 的 线性 算 子 ， 
且 Tflla, < WA j= 0,1. 设 f € [ho, Aije, & > 0, 则 存在 Fe 多 (4), 使 得 
F090)= 1, HFls < fa +e. 令 G(z) = ME MIT(F(z)), 则 Ge (4) 
且 
IlGllz < llFlg < flle +s, 


由 于 G(9) = MO Mi“T(f), 
Tfllia0ae 和 ReMIGz SWOT as +E,, 
其 中 se' = M1-?M9e. 注意 到 > 0 的 任意 性 , 便 得 
TH as < Me ME fA aA: 
定理 (4.3) 证 完 . 


注 从 定理 (4.3) 的 证 明 可 看 出 , 如 果 4, B 是 两 个 Banach 空间 对 , 则 [4o, Aile 
与 [Bo, Bile 是 4 与 B 的 内 插 空间 , 即 对 任意 线性 算 子 T, 如 果 荆 是 A 到 BB 有 界 ， 
则 工 是 [40o, Aile 到 [Bo, Bile 有 界 的 . 
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$7.5 ”内 插 空间 举例 


我 们 主要 考虑 L? 空间 的 内 插 空间 . 为 简单 起 见 , 我 们 只 叙述 复 值 函数 的 结果 . 
事实 上 , 我 们 的 推理 对 Banach 空间 值 的 函数 也 成 立 . 
先 看 复方 法 所 定义 的 内 插 空间 . 


定理 (5.1) 设 po>1,p1>1,0<9<1, 则 


[Lr°, LP?ilg = L?, 


其 中 工 - 工 < 人 
p Do D1 
证 明 用 Riesz - Thorin 定理 的 证 明 思想 , 充分 地 , 只 要 证 明 对 每 个 具有 紧 支 集 
的 有 界 函 数 , 有 
la = Nf lly. 
不 妨 设 fy = 二 令 
F(z) = es -9 | (zz 7 1f(z), 


1 1 一 是 是 
其 中 一 = 一 一 十 一 .这 时 eZ, 且 |Fllzg < er. 由 FF(0)=f, 知 fi40,411 < 
p(z) po D1 


es, 玖 fa0,411, < filly- 
、 , 1 1 、 
有 反 过 来 ， 对 任意 ge L?， lgllp < 1, 5tF=b 


G(z) = ee (0) |g(z)| 5 1g(z), 

其 中 一- = 一 之 十 之 . 这 时 

p'(%) Do Dl 

h(z) = (F(z), G(z)) 

在 5 解析 , 在 5 连续 有 界 , 且 |h(it)| < ex, |h(1+ 认 )| < ex. 用 复 变 函数 论 中 的 三 直 
线 定理 得 |(f,g)| = |h(9)| < ex. 对 |lgllp; < 1 取 上 确 界 , 便 证 明了 |fs < 上 fi40 As 

下 面 的 定理 表明 , 用 实 方法 给 出 的 L? 的 内 插 空 间 , 正好 是 Lorentz 空间 , 为 简 
单 起 见 ， 我 们 只 对 复 值 函数 加 以 证 明 ， 实际 上 ， 结果 对 取 值 于 Banach 空间 的 函数 也 
是 正确 的 . 


定理 (5.2) 设 0<po<pi<o%， 0<0<1, 0 < 和 oo 则 
(L?°, LP1)o yo 一 LP’4 


其 中 - 一 一 十 人 上 特别 地 ， 取 gq 一 7 有 (PP ,72l)op = L?. 
pb po Di 
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证 明 的 关键 在 于 给 出 K 泛 函 通过 重 排 消 数 的 表示 . 


定理 (5.3) 设 feL?+L”%,0<p<o%, 则 
p : 
K(t, f; LP,L™) i | / (f(s)ras | z (1 
0 


当 = 1 时 , 上 式 为 等 式 
先 用 定理 (5.3) 证 明定 理 (5.2), 然后 再 给 出 定理 (5.3) 的 证 明 . 
定理 (5.2) 的 证 明 先 设 pi = co, 应 用 定理 (5.3) 与 $3.2 定理 (2.14) 中 的 


Hardy 不 等 式 得 


= (人 ee) 

<c 的 中 [ ra " 4 | 

=c (A 076 (f renra ” 四 
| 


| jzeo,zee)e 。 


反 过 来 , 由 于 f* 非 负 递 减 , 有 
jzeo,ree。 2c | [tePo tpo( 广 (en))m] 直 于 】 > cllf ls. 
0 


当 pi < co 时 , 取 0 < r < po, 用 和 迭代 定理 , 得 


(L®°, L™ )0,q 一 (CC ， L™ )oo,po’ (L', L™ )gi,p1 )0,q 
= (7", 1) = Pa 


其 中 00,01,n 满足 9= (1 一 7n)90 十 01, 0 <n<1. 定理 (5.2) 得 证 . 
定理 (5.3) 的 证 明 取 


f(z) — f°(t?)f (7)/ fz) 3 f(z)| > f*(t?), 


fo(x) = {1 
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fi =f-fo. 令 E={z: fo(z) #0}. 则 (EB) < tp, 并 且 由 于 f*(s) 在 [4(B),t?] 是 
种 数 , 还 有 


K(t, f; L?,L™) < | folly, 十 如 万 | 


=( flr- rr) + tf" (tn) 
= | / “A f*(s) — f*(t?) rye) + +:( 三 f° (#8) ".) 
RN 


<(f (f oa 
当 p==1 时 , c=1. 


为 了 证 明 反 向 控制 设 f= 所 + 所 及 EL 有 EL 出 
f*(s) < fe((1—e)s)+fi(es) 0<e<l1. 
因此 


[ey i; _ | (fe - jn 5 ， (feaye) | 
~ | fo o os)Prd ) 1 二 wo| 


< cf{GL 一 可 让 jl 十 吉 Plw 
由 < 的 任意 性 便 得 反 同 估计 . 注意 , 当 p > 1 时 , c = 1. 定理 (5.3) 获 证 . 
定理 (5.4) 设 0 < po,pi,g0,91,9 志 00, 且 - = 大 十 7 0 <n <1， 则 当 
Pop1 时 ， 


(LP LP?1,91 )».0 一 7 了 Pd 


当 po==pi==p 时 ， 上 述 等 式 仍然 成 立 . 只 要 -= -了 


d0 d1 


证 明 当 po pi 时 , 用 定理 (5.2) 及 友人 代 定理 . 取 0 < > < min(po,p1)， 7 
(1 一 0;)/r, 06= (1 一 nD)00 十 m91. 注意 到 - = (1 一 90)/r, 有 


(LP?) DL) 一 ((L', L™ )oo,go, (L', L” )o,g ) 74 
一 (Ly, Lo )0,q = Lm™. 
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当 po = pi =p 时 , 定理 的 结论 是 下 列 另 一 个 迭代 定理 的 明显 推论 . 
定理 (5.5) 设 ho, hi 是 Banach 空间 , 0 < go,gq1 < co, 则 


((Ao, Ai)e,go, (Ao, A1)e,q1), a = (Ao, Ai)g,q, (2) 
其 中 - 一 - 一 ?+ 也 0 < 刀 了 < 1 
省 了 把 定理 (5.2) 用 到 序列 (av) 上 , 其 中 测度 dy = D2 则 有 
(Ago ,A091), 一 和, 
Xj 二 (ho, A1)e,a;. 由 引 理 (3.10) 知 , 只 需 证 明 
lollexo xy ST NK(2”, a; Ao, A1))| (0,00;X0.01),,0 (3) 
就 够 了 , 因为 后 者 等 于 
|(K(2”, a; Ao, A1))|h0,s S lall(ao, 41)o0.,- 
为 了 证 明 (3), 先 设 a € (Xo, Xi)wo. 取 a= Dw, 便 得 
(72°, wp; Xo, X1)) an < cllall xo, xs 
这 样 
(CK (2°, a; Ao, A1) (X00;X0.01),, 


(> Kl wi hos hi) 


fn 


(A0,90;A0191),,0 


<c (Dee (K(2", uy; Ao, A1)),; 入 ， A "| 
及 


= c {Ee Wp; Xo, x 


4 
< cllal| (Xo,X1)n,g° 


反 过 来 , 设 (K(2", a; Ao, A1))y 和 (和 9; AO) 0: 由 基本 引 理 (3.12), 存在 a = 
3》 ,ww, 使 得 z 
JU2v ww: Ao, A1) < eK (2°, 0a: Ao, A1). 


设 (2, uy,; Ao, A1) = Q0v 十 Q1v, 其 中 (Qjv) C 和 /95 ， 令 


-> 2 , Uv; Ao, 41) 一 Qjv Uyv, 
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则 Q0 二 + Ql =a, 且 


lajl|x,; <c De J (2", Uv; Ao, A1)” Qjvuw; Ao, A1))® 


Vv 


1 
q7) 
—_yv0 ， 
入 C (2 | = cl|(Qyv)v | es 


因此 
K(t,a; Xo, X1) < cK(t, (J (2°, wy; Ao, A1)),; A , A Y. 
由 此 可 得 z 
|all (xo, x < |(K(2”, a; Ao, A1))yv (Ae,s0;A0.01), , 
这 就 完成 了 定理 (5.5) 的 证 明 . 
作为 定理 (5.4) 的 推论 , 我 们 得 到 , 如 果 线 性 算 子 
~ TT:L?"i Ls j=0,1 


有 界 , 则 
PP —> L4’s 
1 1-0 0 1 1-60 0 
有 界 , 其 中 - = 一 一 + 一 , 二 = 十 一 , po 关 Ppi, qo 夭 qi 且 0<r 乏 s 乞 oo. 特 
p po p1 4 d0 d1 
别 地 , 便 有 


定理 (5.6) 设 oj > 0, 且 
T :TD0 Tooo， j=0,1 
有 界 , 则 


了 :7 —» LY 


-06 061 1-0 0 
有 办 ,只 要 +<s 且 1 一 十 一， 0<0<1, po 天 21，0o 天 01. 
po DT1 (df d0 df1 


取 oj = pj, 7 = p,s = q. 定理 化 归 为 Marcinkiewicz 由 揪 定 理 因此 , 定理 (3.7) 
可 以 看 作 Marcinkiewicz 定理 的 推广 . 


我 们 已 在 前 面 遇 到 过 涉及 到 IL? 与 BMO 的 算 子 的 内 插 (例如 83.5 讨论 g 函数 
算 子 的 有 界 性 ), 这 一 般 比 较 容 易 , 简单 地 用 # 函数 过 渡 就 可 以 . 下 面 我 们 将 讨论 空 
间 对 (L?, BMO) 的 内 插 空间 . 这 比较 复杂 一 些 , 先 求 有 泛 函 . 


引 理 (5.7) 设 0<r<p<o, 则 YfeL?+BMO, 有 


[ (fH)?(T)dr < cK(t,f;I?, BMO), t>0, (4) 
0 


其 中 万 是 对 指标 ” 定义 的 # 函数 ,.(##)* 是 它 的 非 增 重 排 . 
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证 明 设 feL?+BMO,t>0,f=fo+ 有 是 f 在 IL?+BMO 中 的 任 一 分 解 . 
有 


f#(7) 和 c( 放 (+ 尼 (z))S 和 cz)+| lexo)， 
多 委 c( 记 的 十 | 及 sxxo)， 


p>7, foe I?, 故 ||M'(fo)llp & cllfolly, 


| fH*?(T)dr <e (/ fa2?(T)dr + ofro ) 
0 0 
和 Cfolls + tfillpmo): 
对 所 有 可 能 的 分 解 取 inf 即 得 式 (4), 证 毕 . 
现在 可 以 求 出 内 插 空 间 了 . 
定理 (5.8) 设 0<0<1,0<p<o;0<g<o. 则 对 


r= 
1 一 0 
(L?, BMO)g, = Tray/C 
/ = {fe = i lf -dng < oo (5) 


证 明 先 对 gp 其 中 0<0<1, p= 到 来 证 明 断 言 . 注意 上。 < 
inf |f — clloo, Vf € L™. 这 说 明 L%/C c BMO. 故 亦 有 (L?,L%/C)eip, C (I?， 
BMO)o ，. 现 证 
1pl/C C (L?,L™® /C)e,»,. 
设 f e LP?!1/C, 则 3c, 使 得 f -ce€ Lr1, 故 存在 f 一 c 在 L? 十 L% 中 的 分 解 
f-c= 帮 + 甩 使 


pl1 


(f -or er , 


t?1 


folls +tlfileo sc | 1/ 


从 而 


K(t,f;L?,L™ /C) = inf(||folly + tlfollr ,ce) 


<c (fo — Cc)?! er) ” . 


flere, re /ec)o,», < olf — cllp, = cllflrriyc: 


由 此 推出 
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现 证 (L?, BMO)e,,p, C L?*/C. 从 而 结合 刚 证 明 的 , 就 有 

LP /C = (L%, L™ /C)op = (L?, BMO)op 
现 设 js L? + BMO, 由 引 理 (5.7) 知 对 0<r<p, 有 

[ (f#)*?(T)dr < cK(t,f;L?, BMO), vt>0. 

0 

设 cy 是 使 下 式 成 立 的 复数 ( 见 83.4 定理 (4.14))， 
| [一 cf dz < | f#?1dzx, (6) 
R" Rn 


|f — esllp, < cllfl(rr,BMoO),,,,,,， (7) 


它 正 是 要 证 的 (L?, BMO)e,,p, C L?1/C. 事实 上 , 我 们 有 


: 和 dt\ i 
em amowm =e(f "KS ) 
0 


>o(f tt ) 
Ga EEE 
之 c||f 和 cf llpi: 
这 完成 了 对 特殊 指标 91,pi 的 式 (5) 的 证 明 . 
现任 取 0;, 0<066<0<0<1,p;= 1 i = 0,1， 则 因 Ze/C = (1?， 
BMO)ei,pi, 故 由 迭代 定理 知 存 在 6, 使 9 = (1 一 6)0o 二 601, 并 且 使 得 (L?, BMO)e,g = 


1 1-6 6 、 
(LP? /C,L?1/C)so. 但 已 知 (L??°/C, Lr?:/C)sg = L544/C, 其 中 sp 十 万 这 样 
0 1 
由 于 
pi=pl1—0), s =(1-6)p5 +op7, 0= {1— 6)0, 十 601， 
即 得 


sl=(1—6)(1— 00)p 1+6(1—0)p !=(1- 0p!. 
这 完成 了 (I?, BMO)e,s = L754/C 的 证 明 . 定理 证 毕 


至 于 由 Hardy 空间 与 Lebesgue 空间 构成 的 相 容 空间 对 的 内 插 空间 的 描述 就 更 
抹 烦 一 些 , 有 兴趣 的 读者 可 以 参考 有 关 HH, 的 专著 . 
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1. 举例 说 明 可 以 有 LP! S Lr? 4G LP?'%,0 < p< oo, 以 及 简单 函数 类 5 可 以 在 
LP'% 中 不 稠密 | | 

2. 设 (X, 1) 是 任意 一 般 测度 空间 , | . | 是 一 个 定义 在 简单 函数 空间 5 上 的 一 个 
保持 次 序 的 范 数 ( 即 |f(z)| < |g(z)|, ae. 推出 < lg) 则 

(a) 如 果 xal < BY 可 测 集 EE, 则 | < fllpi,vf eS. 

(5) 如 果 | 如 < xzl,v 可 测 集 E, 则 |。 < fl,vf e 5. 

提示 : 对 (a), 只 须 考虑 f = 2 cyXE,, cl > Cc2 > >comn > cntt = 0, 令 


k . N 
fr = brxr, Fx = UU Ej,br = ck —ckti. 对 (0), 对 f= 2 CIXE, 如 上 , 有 |fllpw = 
j=1 


sup d? c;, 其 中 dj = | 户 |. 设 ||fllyw 在 j= 上 取 到 . 令 g=cpexn, 则 0<g<gf, 故 
7 


fl = oo = cxlFel? < elxml= gl < MA. 


3. 设 S(X) 是 一 般 测度 空间 (X,w) 上 的 简单 函数 空间 .好 (vy) 是 一 般 测 度 空间 
(Y,v) 上 的 可 测 函 数 空间 , T 是 由 S(X) 到 HM(Y) 内 的 次 线性 算 子 ,0 <p < co, 1 < 
q < o0. 证 明了 全 是 限制 绊 (p,9) 型 的 , 即 


MI > AI < a 上，Y 可 测 集 BB， VA > 0 
当 且 仅 当 了 是 (Lz;1(dj),L%%(qdv)) 有 界 的 , 即 


AHIEH| > A < of EF, vf e S(z), VA>0. 
0 
提示 : (L?'1,L%%) 有 界 性 显然 推出 限制 弱 (p, 9) 型 . 反之 , 设 f= > ox 非 负 . 


则 如 题 2 提示 中 指出 的 , 若 令 太 = ixXm, 则 得 分 解 了 = 中 刀 , 使 得 广 提 = 况 庆 的 


这 样 , 由 了 是 限制 弱 (p, 9) 型 的 , 以 及 弱 Ze 模 的 等 价 表示 lglwzs xsup 妈 gr"“(b), 其 
中 g**(t) 为 9 的 平均 重 排 沙 数 , 则 得 


+ 闵 六 一 i 六 六 
iflaw < csupt® (Th) (t) < oo_supts (Ti) (t) 
1 

< 到 本 = S30 

1 1 “0 t 

1..,..4t 

-cj B70F =dflo 

0 


4. 设 (X, dn); (Y, dv) 是 两 个 一 般 测度 空间 , S(X), S(Y), .NM(X), .HM(Y) 意义 如 通 
常 , S 表示 开 带 形 {z :0 < Re z <.1},5 表示 它 的 闭 包 . 设 {TT}ses 是 定义 于 S(X) 
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取 值 于 .U(Y) 内 的 线性 算 子 族 . 关于 族 {T>} 的 算 子 内 插 有 如 下 结果 . 算 子 族 {T>} 
称 为 容许 族 , 如 果 Vf es S(X),g € S(Y),T,f.geLi(Y,dv), 且 Tf:gdv 是 z€E5 
的 解析 函数 , 在 5 内 连续 , 且 


eoly| log <c, VzEesS, 


| Tzf . gdv 
Y 


其 中 z=z+ 动 0 和 aa<T 是 某 个 常数 . 则 关于 允许 族 {T,},cs 的 算 子 内 插 定 理 如 
下 : 假设 1< pj,g; 和 co, 且 


[Tiyflao < Mo NTirivfla < Mi(Wlflp, vf eS(X), 
其 中 Wi 满 丰 
elog Mj(y) < c, vyeR, 
其 中 。b 也 是 小 于 的 非 负 常 数 . 则 对 0<t < 1, 有 


7: fle, < Ma:|| flly,, vi 和 S(X), 


i 一， 二 = -一 十 二 这 个 结果 属于 E. M. Stein, 见 [BL]. 
Dt po p1 dt d0 d1 

5. 设 (X， dz), (Y, dy) 是 两 个 一 般 测度 空间 ， dl 一 Mi(T) dx, du; 一 vi(Yy)dy, 2 一 
0, 1, 是 绝对 连续 测度 ,5S(.), .XM(") 分 别 表示 简单 函数 与 可 测 函 数 的 空间 , 了 是 S(X) 


IN 和 ad Vf Ee S(X), i=0,1. 
则 对 p,q, dp, dv, 其 中 


一 = 一 ， 二 = 一 ， 0<0<1, 
Dp po p1 (df d0 di1 
PP(1-0) 卫 6 6 
p= 1 np, y = v0 Ove 


我 们 有 
Ia 和 Mo Milflis(an), Vf e S(X). 
(这 个 结果 属于 E. M. Stein, G. Weiss ( 见 [BL]). 
提示 : 平行 于 83.5 中 Riesz - Thorin 定理 的 证 明 , 设 /se S(X), g € S(Y) 使 得 
ee = lglye = 1 其 中 ' 表示 相伴 数 , 定义 


Pp(2) = p(7, 2) 

-HG 而 商 Su(azHo(o- 守 让 (Go) -页 
%(2) = W(y, 2) 

= lg Sy) oy) Tn(y) 
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其 中 1 1 1 1 
= + = + 0<Rez<l. 
p(z) po D1 gq(z) 00 91 


考虑 带 形 0 < Re z < 1 上 定义 的 函数 
F(z) = | To(z)V(z)dv(y, z), 
其 中 


q(z)(1—z) gq (zz)z 
Z(V 2) 一 Zoo) % vi(y) aa ， 


对 它 利 用 复 变 函数 论 三 直线 定理 即 得 . 
6. 设 4= (ho, 41),B = (Bo, Bi1) 是 两 个 拟 赋 范 空间 的 容许 对 , 4 与 已 是 4 与 
B 的 内 插 空 间 , 且 对 所 有 由 ho 十 41 到 Bo 十 Bi1 内 的 线性 算 子 T, 有 


[Ta,B < cmax(||T||ao, 80, 7 4, B81). 
设 be Bo Bi,a€ Ah 对 某 +>0 满足 
J(t,b) < Kl(t,a). 
证 明 be B, 自 .jbllp < cllalla. 
提示 : 考虑 4o + A1 上 的 线性 泛 函 f(z) 满足 f(a) = 1, 且 |f(z)| < el 5 


4o + 41 (其 存在 性 由 Hahn - Banach 定理 保证 ). 考虑 ho + 4 到 Bo + Bi 内 的 线 
性 算 子 工 : zx 一 了 f(z)b. 则 纪 ITzla 乏 妈 lzlla=01 从 而 Tzlls < cllzlla. 特别 令 
I 二 @ 即 得 . 

7. 设 4, 刀 如 题 6, w(t) 是 及 | 到 及 + 内 的 函数 , 满足 w(t) < w(24), 有 dt < 
o0. 设 ace hbeBot+Bi 满足 


VX E 


K(t,b:B) < w(t)K(t,a; A), vt >0. 
证 明 be B, 且 Iblls < cllalla. 
提示 : 由 内 插 基本 引 理 知 存在 5 的 分 解 5 二 池 bj, 使 J(27,b,) < 4K(21,b),Vj e 
Z. 既然 (4w(27))-! 满足 和 
J(27 ,05(4u(2)) ) < (4w(27)) 一 天 (2 0 入 五 (20a)， 


由 题 6 知 ||bjw(27)-!p < cllalla. 这 推出 


十 co 
lolls < > wo(25)llolla < cllolla. 


一 CO 
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”8. 实 内 插 K 方法 的 迭代 定理 可 以 有 一 个 无 须 通 过 J 方法 的 自封 证 明 . K 方 
法 的 从 代 定理 投 述 为 : 设 (ho, 41) 是 拟 赋 范 空间 的 容许 对 , 0 入 bo < 01,0< 
6 <1,0< go0,91,9 < %, 0 = (1— 6)00+60, X; = (ho, Ai)e, a,x, 1 = 0,1. 则 
(Xo,Xi)5aoKg = (ho, A1)o,a Kk. 它 的 证 明 概 述 如 下 . 我 们 在 87.3 定理 (3.15) 的 证 明 中 
已 经 看 到 , 只 要 X; C (ho, Ai)g;oork ( 即 K(t,a) 入 ctillallx i=0,1, 束 有 


(Xo0, Xi)sq kK C (Ao, Ai)o,a,rk. 


并 且 这 一 步 比较 容易 . 反 向 包含 关系 的 证 明 比较 复杂 一 些 , 它 用 到 K(t,a; 叉 ) 的 下 述 
等 价 ( 记 =01 一 00,K(s) = K(s,a; A)) 


-上 


Kl(t,a; X) ~ ferro | +t+ (fs eK) “ ,Va € P(X). 


应 用 它 以 及 Hardy 不 等 式 ( 见 83.2 定理 (2.14)) 立即 得 到 
lall xo,xys ,xr < cllallcao0,aVo ,kr, Va ee E>(X). 
此 即 
(Ao, Ai)g a kK C (Xo, X1)s0 Kk: 


至 于 K(t,a; 久 ) 的 上 述 估计 式 也 主要 是 Hardy 不 等 式 的 结果 . K 方法 的 迭代 定理 的 
这 个 证 明 属 于 工 . Holmstedt, 见 [BL]. 

9. 设 4 是 一 个 拟 赋 范 空间 , || . | 是 它 上 面 的 拟 范 数 , p > 0, 则 | .1 也 是 一 个 
拟 范 数 . 记 (4)2 为 4 赋 拟 范 数 | .12 而 成 的 拟 赋 范 空间 . 实 内 揪 方 法 中 有 如 下 用 定 
理 . 设 0 < < 二 0 <7r< O00, po, 01 是 两 个 给 定 的 正 数 ， 令 Pp 二 (1 — 7)po + np1, 0 = 
人 4=p7, 则 

((Ao)®™, (A1)? nr 一 ((Ao, A1)e,a)”. 
提示 : 在 ho + A1 上 引进 一 个 与 K(t,a) 等 价 的 泛 函 


Ko lt,a) = Kovlt,a;A)= inf max(llaol|a,,tllail|a). 


Q=Q0TaQa1l 
则 Ko(t,a; (40)”, (41)?') 与 Koolt,a; ho,A1) 有 如 下 关系 
Ko ls, CQ (Ao)”™®, (A1)”!) 一 下 tb Q 40， A1)®™ 一 kK (t)®, 


其 中 s = tP?1Ko(t,a; ho, 41)?-?1, 这 只 需 用 到 事实 


laollas Ne /toila Y\” 
1= inf 0 + . 
a=aotar (( Klt)) '\ Kolt) 
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利用 这 个 关系 , 变量 代 换 即 得 (只 看 + < oo 的 情形 有 
lolaoyoayese = | eK, 0 (40)™", A)")) 


OO 
A / t Koolt 中 = ol。 41)e,4 = lall(Cao, 41)0.0)e: 


10. 利用 题 9 中 第 定理 证 明 , 若 工 是 :4; 到 B; 有 界 的 线性 算 子 , 界 为 M;, i = 0,1， 
则 对 po, pi1 > 0,0<n<1,0<r<o, 工 是 ((Ah0)?,(A1)?1)wr 到 ((Bo)oo,(Bi)ea)vy 
有 界 的 . 界 M < M&MPo Mp 

11. 设 0<po<pi<o%,0<n<1,p= (7n)po 二 + Wp1. 考虑 一 般 测 度 空间 
(2, 多 ,4) 上 的 Lebesgue 空间 . 直接 证 明 ( 即 不 利用 L? 空间 的 内 插 以 及 内 插 幕 定理 ) 


((L?° )Po， (7Z2: )21 )n,1 -一 (L?)?. 
提示 : 记 L(t, 了) = K(t,f; (Lr?)m?, (LP1)?1). 则 
Fe 用 = | FDP Fa) )ay 
(2 


其 中 


F(s)= inf (lyol®? + slyil?’) SG min(1, s). 
Vo 十 V1 王 1 


12. 设 (X,dz) 是 一 般 测 度 空 间 ， 0 <p<o0,0<0<1,wo(7),wi(z) 是 两 个 权 
函数 , 令 w(z) = wd-2(zywg(z). 证 明 (LP(wodx), LP?(widz))jes = L?(wdz). 此 外 ,车 
(Y, dy) 是 为 一 个 一 般 测 度 空 间 , Wi,i = 0,1, 与 军 是 类 似 的 (Y, dy) 上 的 权 函 数 . 设 次 
到 LP(Wqy) 有 界 的 , 界 M < M4 悦 M9. 这 个 结果 属于 E. M. Stein, G. Weiss 见 [BL]. 

(LY?° (wodzx), LYi(wid7z))ep = L?(w,dr), 0<0<1, 
其 中 > -二 上 上, 且 


po D1 


老 (1- 0) 直 9 
Ww = wo" wi 


作为 它 的 推论 的 算 子 内 插 结果 如 下 : 设 0 < pi,g; < oo, i = 0,1, 了 是 次 线性 算 子 , 同 
时 是 L?i(widx) 到 Ze (Widy) 有 界 的 , 界 为 M;, i = 0,1. 则 对 p, 9， 
-0 1_1-09,8 


T 也 是 L?(wdzx) 到 Lx(Wdy) 有 界 的 界 M < cM3- AM， 这 个 结果 也 属于 E. M. 
Stein, G. Weiss, 见 [BDI. 
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14. 内 插 理 论 与 下 近 论 有 很 密切 的 联系 , 这 种 联系 是 通过 如 下 EE 泛 函 来 实现 的 . 
设 4 = (ho, 41) 是 拟 赋 范 空间 的 容许 对 . 对 ae 4 十 4 与 上 4>0, 定义 
E(t,a)}= E(t,a; A)= inf lla— aolla,. 


laollao <t 


这 是 一 个 来 自 于 逼近 论 的 量 ， 它 虽然 不 具有 拟 范 数 的 性 质 , 但 有 如 下 次 可 加 性 : 设 
4; 是 带 系数 cj 的 拟 赋 范 空间 ( 即 et ola < ci(llalla; + 2lla)),7 = 0,1. 则 对 任意 
0<e<1,Vva ,bE 4o 十 和 ,有 


eeot9sa 人 (ra 人) 


这 是 容易 直接 验证 的 . E 泛 函 有 比 KK 泛 函 更 直观 的 几何 解释 . 对 每 个 a e Ao + 41， 
我 们 联系 一 个 (zxo, x1) 平面 上 的 集合 L'(a) ( 称 为 Gagliardo 集 ) 如 下 : 


LT'(a) = 一 { (xo, T1): : 存在 分 解 Q 二 Qo 二 ail 使 ajlla; < Tj,7 = 0, 1} 


显然 , 右 z,y 使 得 zj < yj,j =0,1, 且 z= (zo;71) ET(a), 则 y= (yo,yn) € Tl(a). 
这 说 明 T(a) 是 由 R? 上 第 一 象限 中 的 某 条 曲线 及 其 右上 方 部 分 所 构成 的 集合 . 当 
4j7 = 0,1, 赋 范 时 , 这 条 曲线 , 它 就 是 边界 6T(a), 是 一 条 凸 曲线 . ee 
不 必 仍 是 凸 的 , 但 作为 zo 的 函数 的 图 象 仍 是 一 条 非 增 (可 能 有 间断 ) 的 曲线 (请 
明 非 增 性 ). 泛 函 的 几何 意义 就 是 , 这 条 曲线 就 是 Bt a) 当 把 zo 看 成 t 时 的 函数 
图 象 . 这 基因 为 根据 定义 ， 

; E(t, a) = inf z= inf Zi. 


. 1 
ToOSt,TEOT(a).. Tot,rET l(a) 


而 根据 图 象 的 非 增 性 , 知 
E(t,a) = tzl : : (t, 71) € OT (a)}. 


这 完成 了 E(t, a) de 何 总 义 且 证 明 . 现在 来 看 E(t, a) 与 K(t, a) 的 < K(t, 四 有 
如 下 等 价 大 和 
K,(t, 以 ; A) 一 ， inf (col 十 t?||a1l| ? )?, 0 < D <e A 


一 Q0 十 Q1 
显然 , 我 们 也 有 


Klt, a) = i, , (20 + to pp = 三 at, f(T0 + tPr?)F, 0<p<o0 
XE 


我 们 主要 关心 p = co 的 情形 . 现在 断言 ,天 Kow(lt) 本 质 上 是 t(E(t))-! 的 反 函 数 . 更 确 
切 而 言 , 设 Ko(s,a) =t 则 


E(t+0;a) <t/s < E(t — 0,a). 
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这 因 z 
t= Ko(s) = max(zo, szT1), (zo,7X1) € OT'(a). 


既然 zo < t,，szi 元 t, 故 
t 


E(t+0)= E(t) = inf z1 < ~ 
而 当 zo < 上 时, 必 有 szi = 上 这 正 说 明 E(t _ 0) > 土 现 定义 逼近 空间 , 并 讨论 逼近 


空间 与 内 插 空 间 的 关系 . 设 4 = (ho, 41) 是 拟 赋 范 空间 的 容许 对 , 0 < a < co, 0 < 
0 过 oo 或 0 入 a<oo ao= oo. 对 ae4o+41 令 


5 


”a 
allo,q,E 一 (/ (t Bo) 和 ) ;， 0<g<o, 
lallo,o,E 一 suplt Elt, a)}, d 一 OO 
Fe 人 ={fos4o+4:lalssp<oo © 
则 Es(4) 是 拟 赋 范 空间 . 利用 上 面 给 出 的 互 泛 函 与 Ko 泛 函 的 关系 可 证 


(Eo,r (4)) 一 Ko,a( A), 


其 中 0 = 一 , 7 = 0q. (详细 讨论 见 [BL].) 
15. 实 内 揪 方 法 可 以 不 ` 必 局 限于 拟 赋 范 空间 的 范畴 内 进行 讨论 , 因 拟 范 数 的 齐 次 
性 ||Az|| = |Alllzl| 实际 上 是 没有 用 到 的 . 现 设 4 是 一 个 交换 群 , 群 运 算 用 +,a 的 道 
元 为 -a, 零 元 记 为 0，A 上 的 一 个 拟 范 数 上 :14 是 满足 如 下 性 质 的 实 值 函数 ， 
lela 关 0， jlalla = 0， 当 且 仅 当 a = 0， 
| — alla = llalla, 


la + blla < c(llalla + 上 4 c 之 1. 


这 样 的 4 称 为 一 个 c 赋 范 交换 群 . 任何 c 赋 范 交换 群 均 可 修改 为 一 个 1 赋 范 交换 
群 , 相应 的 c 范 数 ‖ .14, 与 1 范 数 上 .| 满足 


lalla < llalls < 2llall%, 


其 中 p 满足 (2c)? = 2. 任何 1 赋 范 交换 群 都 是 距离 交换 群 . 我 们 有 兴趣 的 c 赋 范 交 
换 群 事实 上 都 是 回 量 空间 , 它 区 别 于 拟 赋 范 空间 的 地 方 仅仅 在 于 前 者 中 的 c 范 数 不 
是 齐 次 的 . 我 们 将 在 下 面 两 个 习题 中 看 到 c 赋 范 交换 群 的 例子 . 

16. 设 (Q,4) 是 一 般 测度 空间 , 定义 


7 = {f 可 测 : 使 fro = wsuppj) = |suppf| < ool. 


87.6 ”进一步 事实 、 习 题 与 注 记 . 437 . 


所 谓 suppy 是 模 零 测 集 意义 下 的 集合 E, 满足 上 了 0 于 已 j=0 于 已 外 ,ae. 成 立 . 
注意 ‖ :llze 是 到 上 的 一 个 作为 向 量 空间 不 满足 齐 次 性 的 1 范 数 , 但 根据 定义 
正 是 L? 作为 交换 群 的 1 范 数 . 现在 我 们 考虑 相 容 对 (Z0,Zee) (对 交换 群 的 相 容 性 
是 同样 定义 的 ), 同样 定义 瑟 泛 函 , 证 明 
E(t,a;L",L™) = f°*(t), 
其 中 f*(t) 是 f 的 非 增 重 排 函 数 . 由 此 可 以 推出 


E:, (也 ,了 29) 一 7， 0<p,g < oo. 


此 外 , 车 令 9=- ,7 = 9g, 则 得 到 有 关内 插 K 空间 的 下 述 结果 . 


Koga(L",L™) = (IPT 


17. 类 似 于 题 16, 考虑 Banach 空间 4, B. 记 Ju(4,B) 为 由 4 到 B 内 的 所 有 
有 界线 性 算 子 所 成 的 空间 ， 1o(4, B) 表示 所 有 由 4 到 B 内 的 有 限 秩 线性 算 子 所 成 的 
空间 . 1 (4, B) 内 用 通常 的 算 子 范 数 , 而 对 1o(4, B), 我 们 把 它 看 成 交换 群 , 定义 


Thee, = rank T = dimaT(A), 
这 正 是 一 个 1 范 数 . 定义 瓦 泛 函 


E(t,T) = inf{|T — si s, :rank s <t}. 
L(A, B) ot , (f E(t, Trat) < =| 0<p<oo 
证 明 ， 当 0 = 一 一, 有 实 内 插 KK 空间 的 下 述 刻画 
| (lo(A4, B), loo(h, B))e,s = (lp(A, B))', 
以 及 当 -一人 有。 


(lpo (A, B), lp (4, B))e,p = 一 lp(4, B). 


提示 : 将 (A. 局 看 成 某 个 及 (人 四, A = (10(4,B),lw(4,B)), 然后 应 用 五 空 
间 与 K 空间 的 关系 . 
18. 设 1l<p<o0,° 去 示 Fourier 变换 令 


ep = {f e IP(R") : suppf 紧 }， 
|flls = sup{lé| : f(€) #0}, 
fs, = Nflls + flle. 
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设 天 中 刀 仓 次 可 全 国 数 ， 满足 


fi 
RO) - -人 当 全 | >1. 


令 AAA(z) = XTk(AT), x € R",A € R14, 证 明 
E(A, f; Ep) L?) 一 O(4“)， 入 一 OO, os 


当 且 仅 当 
上 xy 一 jp 一 OO )， 和 一 oo 


注 记 

Lorentz 空间 是 20 世纪 50 年 代 由 G. G. Lorentz 引进 的 . R. A. Hunt 1964 年 将 
Marcinkiewics 定理 推广 到 Lorentz 空间 , 这 揭示 了 L? 的 实 内 插 空间 与 Lorentz 空间 的 联系 , 线 
性 内 插 的 概念 始 于 20 世纪 初 J. Schur 的 工作 . 1926 年 M. Riesz 给 出 了 算 子 内 插 的 关键 的 一 步 ， 
他 证 明了 p < v 时 ， 33.5 所 述 的 Riesz - Thorin 定理 ， 并 首先 利用 内 插 思 想 给 出 了 Hausdorff — 
Young 定理 的 男 一 个 证 明 (这 是 Fourier 分 析 中 的 一 个 著名 定理 , 首先 由 W. H. Young 于 1912 
年 证 明了 当 2 是 偶 整 数 时 有 

[多 fis’ & cllflreor). 

1923 年 . F. Hausdorf 对 一 般 1 之 p<2 证 明了 这 个 结果 .) G. O. Thorin 于 1938 年 利用 复方 法 
去 挥 了 Riesz 定理 中 的 限制 p < 9g 而 完成 了 Riesz - Thorin 定理 . J. Marcinkiewicz 在 1939 年 
的 一 篇 短文 中 没有 证 明 地 给 出 了 Marcinkiewicz 定理 . A. Zygmund 1956 年 给 出 了 这 个 定理 的 证 
明 以 及 某 些 不 能 由 Riesz - Thorin 定理 得 到 的 应 用 . R. A. Hunt 1964 年 指出 Marcinkiewicz 定 
理 中 限制 p < 9 是 本 质 的 . 我 们 在 83.5 与 87.1 中 对 上 述 提 到 的 某 些 都 作 了 介绍 . 算 子 内 插 的 其 
他 一 些 推广 , 还 在 87.6 被 提 到 . 87.2 中 除 定理 (2.2) 属于 S. KoizumilX9 外 , 其 他 都 属于 A. PP. 
Calder6n, 见 [C3]. 在 87.3,87.4, 87.5 中 对 空间 内 插 所 作 的 介绍 主要 取材 于 参考 书 [BL]. 空间 内 
插 的 实 、 复 两 大 类 方法 分 别 是 由 Marcinkiewicz 定理 与 Riesz - Thorin 定理 诸 发 而 产生 的 ， 它 
们 主要 属于 J. L. Lions, J. Pectre, A. P. Caldergn 等 人 涉及 到 Hardy 空间 的 算 子 内 播 可 以 追 
漳 到 1948 年 , G. O. Thorin 与 R. Salem - A. Zygmund 的 工作 , 以 及 S. Igaril 1963 年 的 工 
作 . 应 用 原子 分 解 的 语言 来 叙述 Calder6n - Zygmund 分 解 , 并 将 它 应 用 于 涉及 到 厅 , 的 算 子 内 
插 似 乎 为 专家 们 所 熟知 . 对 应 于 87.1 中 定理 1.5 的 多 参数 情形 的 结果 属于 A. S. Y. + Chang - R. 
Fefferman, 见 [CF2]. 将 内 擂 理 论 应 用 于 退 近 论 是 J. Peetre 于 1963 年 指出 的 . 
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索引 分 中 文 开 头 与 西 文 开头 两 类 ,分 别 按 笔划 与 字母 顺序 排列 ,括号 中 数码 表示 该 条 在 书 中 
主要 出 现 的 章 . 节 , 例如 1.3 表示 第 一 章 第 三 节 , 余 类 推 


按 中 文笔 划 顺 序 

一 图 四 图 
一 致 凸 (局 部 一 致 凸 ) 空间 (1.3) ” 王 柔 怀 (3.8) 
一 致 可 列 可 加 性 (1.3,1.4) ” 王 斯 雷 (4.9,6.6) 
一 致 有 界定 理 (3.1) ” 开 映 射 定理 (3.1) 
一 致 绝对 连续 性 (1.3,1.4) ”无 穷 远 处 弱 为 0 的 性 质 (广义 函数 的 ) (4.4) 
一 般 测 度 空间 (1.1) ”无 穷 远 处 缓慢 振动 的 性 质 (2.9) 

中 间 空 间 (7.3) 

二 图 

中 数 (4.9) 

二 进 极 大 算 子 (3.4,3.8) “日 升 引 理 (3.8) 

一 画 内 插 的 复方 法 (7.4) 

一 内 插 的 迭代 (稳定 性 ) 定理 (7.3) 
下 半 连 续 性 (1.7) ”内 插 空间 z (7.3) 
下 调和 函数 (4.9) 型 9 的 ~ (7.3) 
大 矫 法 不 等 式 (6.6) ”内 插 宕 定理 (7.6) 
上 半 连 续 性 (1.7) ”内 捅 了 方法 (7.3) 
上 半 连 续 函 数 (4.9) “内 揪 开 方法 (7.3) 
广义 函数 的 阶 (2.9) 分布 函数 (3.2) 


广义 简单 函数 (1.1) ”反对 称 性 (2.5) 
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